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Пояснительная записка

Автор программы:      доктор физико-математических наук В.А.Васильев, доктор физико-математических наук С.К.Ландо.

Требования к студентам: курс предполагает хорошее овладение слушателями пройденных в первом семестре разделов алгебры, математического анализа и геометрии.
Аннотация:

Цель данного курса - первое знакомство студентов с методами и понятиями современной топологии, входящими в идейное ядро современной математической науки. В этой дисциплине рассматриваются качественные свойства и различия объектов, рассматрваемых в геометрии, анализе, математической физике, теории  дифференциальных уравнений и других математических и физических дисциплинах.

В первой теме рассматривается общий класс объектов, рассматриваемых в топологии, и понятие эквивалентности, с точностью до которой они рассматриваются. Рассмотрение этих понятий опирается как на геометрическую интуицию, развиваемую в курсе геометрии, так и на первичные понятия, имеющие отношение к топологии и разъясняемые в курсе математического анализа (открытые и замкнутые множества, непрерывные отображения, компактность, метрика). 
Дается как можно больше примеров топологических пространств, в том числе приводится классификация двумерных компактных поверхностей. Описываются простейшие характеристики топологических пространств. Здесь же дается обзор результатов и задач, которыми занимается топология.

Во второй теме вводится один из важнейших алгебраических  инвариантов топологических пространств: фундаментальная группа. С ее помощью доказывается неэквивалентность многих объектов. При этом студенты знакомятся с важнейшим для топологии понятием гомотопии отображений.        

В третьей теме рассматривается важнейший способ произведения одних топологических пространств из других, часто встречающийся в практике и дающий важнейшие примеры применения  фундаментальной группы.

В четвертой теме вводится в рассматрение важнейший класс топологических пространств 

(т.н. многообразия), локально устроенных как обычное пространство некоторой размерности и включающих, например, все гладкие двумерные поверхности. Рассматриваются динамические системы на этих пространствах и классы отображений между ними, для чего требуются основные понятия многомерного математического анализа.

В пятой теме вводится понятие степени отображения многообразий одной размерности, дающее классический способ различать принципиально разные отображения и доказывать существование особых точек (или прообразов любых интересных нам точек) для многочисленных прикладных задач. В частности, эта теория позволяет доказывать существование нерегулярных точек у динамических систем. 

В шестой теме  рассматривается многомерное обобщение понятия фундаментальной группы, тесно связанное с понятием степени отображения многомерного многообразия. При этом вводится важнейшеее для дальнейшего изучения топологии понятие гомотопической эквивалентности; оно же является первым (и при этом геометрически нагляным) примером принципиальной логической конструкции, постоянно встречающейся в высшей математике.

В седьмой теме студенты знакомятся с важнейшим для современной математики понятием расслоения, обобщающим понятие накрытия. Рассматриваются методы изучения топологических характеристик расслоений. 

Цели и задачи изучения дисциплины, ее место в учебном процессе
1.1. Цель изучения дисциплины.

Получение:

– представления о методах топологии;

– знания об основных понятиях и результатах комбинаторной топологии;

– умения решать различные конкретные задачи средствами топологии.

1.2. Задачи изучения дисциплины: умение применять топологические методы в математическом анализе;

Умение применять алгебраические методы в топологии;

1.3. Перечень дисциплин и разделов, знание которых требуется для изучения данной дисциплины:

– элементарная математика в объеме школьной программы;

– курс алгебры за предыдущие семестры.

Тематический план учебной дисциплины

	№№

п/п 
	Название темы

	Всего часов по дисциплине 
	В том числе аудиторных
	Самостоятельная работа

	
	
	
	Всего
	Лекции
	Сем. и практ. занятия
	

	
	4 модуль
	42
	28
	12
	16
	14

	1
	Предмет и основные понятия топологии. Основные примеры. Топологические пространства и операции над ними.
	14
	10
	4
	6
	4

	2
	Гомотопии. Фундаментальная группа топологического пространства и способы ее вычисления.
	16
	10
	4
	6
	6

	3
	Накрытия, их классификация и связь с фундаментальными группами. Универсальное накрытие.
	12
	8
	4
	4
	4

	
	5 модуль
	174
	49
	18
	31
	125

	4
	Гладкие многообразия, риманова метрика и векторные поля.  
	48
	16
	6
	10
	32

	5
	Степень отображения многообразий. Индекс векторного поля и эйлерова характеристика.
	42
	11
	4
	7
	31

	6
	Старшие гомотопические группы. Гомотопическая эквивалентность.
	42
	11
	4
	7
	31

	   7
	Расслоения.
	42
	11
	4
	7
	31

	
	 Итого:
	216
	77
	30
	47
	139


Базовые учебники

1. Мищенко А.С., Фоменко А.Т. Курс дифференциальной геометрии и топологии. – М.: Факториал, 2000.

2. Мищенко А.С., Соловьев Ю.П., Фоменко А.Т. Сборник задач по дифференциальной геометрии и топологии. Уч. пособие для вузов.–2-е изд., перераб. и доп.–М.: Изд-во физико-математической литературы, 2004.

3. Прасолов В.В. Задачи по топологии. – М.: МЦНМО, 2009.

4. Прасолов В.В. Элементы теории гомологий.– М.: МЦНМО, 2006.

5. Прасолов В.В. Наглядная топология. – Изд. 2–е.– М.: МЦНМО, 2006.

6. Васильев В.А. Введение в топологию. – М.: ФАЗИС, 1997.

Дополнительная литература
1. Рохлин В.А., Фукс Д.Б. Начальный курс топологии. Геометрические главы.–М.: Наука, 1977.

Формы контроля

Текущий контроль:  решение задач на семинарских занятиях.

Промежуточный контроль:   2 контрольных работы.

Итоговый контроль:  1 экзамен (5-й модуль).

Формула для вычисления итоговой оценки

(1/3)min(u,v) + (2/3)max(u,v), где  u – оценка за экзамен (зачет), а  v – средняя оценка за сдачу листочков. При этом экзамен должен быть сдан, то есть u не меньше 4.

Содержание программы


Тема 1. 

Предмет и основные понятия топологии. Основной набор примеров топологических пространств: линейные пространства и их подмножества, поверхности, группы Ли и пр. Открытые и замкнутые множества. Определение топологической структуры. База топологии. Непрерывные отображения. Гомеоморфизм. Топология метрического пространства. Компактные множества. Связность и линейная связность. Операции над топологическими пространствами: несвязное объединение, произведение, надстройка, джойн. Индуцированная топология.


Тема 2.


Гомотопия отображений. Петли и их композиция. Определение фундаментальной группы. Тривиальность фундаментальной группы выпуклого или звездного пространства. Равенство фундаментальных групп гомеоморфных пространчств. Фундаментальная группа окружности и букета окружностей. Фундаментальные группы сфер разной размерности. Зависимость фундаментальной группы от выбора отмеченной точки. Фундаментальная группа произведения топологических пространств. 


Тема 3. 

Определение накрытия. Основные примеры: накрытия над окружностью, проективные пространства. Поведение фундаментальных групп при отображении накрытия. Классификация накрытий над данным пространством в терминах его фундаментальной группы. Универсальное накрытие. 


Тема 4.

Дифференцируемые подмногообразия в координатных пространствах и их непрерывные отображения; основные примеры. Эквивалентные (диффеоморфные) многообразия. Абстрактное определение многообразия. Многообразия с краем. Риманова метрика. Векторное поле. Всякое непрерывное отображение гладких многообразий гомотопно гладкому. 

Тема 5. 

Степень отображения компактных многообразий (без края) одинаковой размерности. Инвариантность степени отображения при гомотопиях. Индекс особой точки векторного поля. Теорема Эйлера-Пуанкаре.


Тема 6. 


Старшие гомотопические группы, их зависимость от отмеченной точки. Поведение старших гомотопических групп при отображении накрытия. Определение и основные примеры гомотопической эквивалентности. Точная гомотопическая последовательность пары.

            Тема 7.

Локально тривиальные расслоения. Тривиальность расслоения над шаром. Точная гомотопическая последовательность расслоения.

[image: image1.png]O06pa3sipl OTYeTHBIX paboT

Kontponbhas — 1. Tomeomopdusm,
HakpbITHe U dYHIAMEHTAJbHAs TPYIIIa

1. Hasosem nommuozectso A C R 3aMKHYTBIM, €C/IH OHO [yCTO, KOHETHO
unu copnagaer co BeeM R. Kax obprano, maoxkectso B C R nasweiBaerca
OTKPBITBIM, €CJIH R \ B 3aMKHYTO. Z[OKH)K[/ITG, UTO DOIYYIHBIICECH TOIOIO-
THYECKOe TIPOCTPAHCTBO KOMITAKTHO.

2. NIapHUPHBIH MEXaHW3M COCTOMT M3 JBYX CTepXKHell JIHHBI | KOTOpEIe
MOTYT IBHTATBCA TOJIbKO B BEpXHEH MOJIYILIOCKOCTH (cM. pUCYHOK). Konerg
MePBOro CTEPIKHSA 3aKPEIlIeH B HaYaje KOOPJAHHAT, & KOHEI, BTOPOTO CKOJIb-
3HT O OCH 86(7].1[/[43(3 (H MOYKeT npH H&‘O()XO,EI,[/IMO(TTI/I NPOXOIUTE Yepes3 HAYaa0
koOpIuHAT). JOKaKHTe, 9TO NPOCTPAHCTBO TIONOKEHHH MEXAHH3MA [OMEO-
mMopduo Gyrse X.

3. B R? geitctpyer rpynma (G Beex IOBOPOTOB BoXpyT oci () Z. Brrucite
yHIaMEHTANBHYIO IPYIITY IPOCTPAHCTBA €6 OPOHT.

4. Jloxaxcure, uro mHoxecTro {(2,1) | 2 € C,t € R, |1[*+¢2 = 1,]t] < ||}
roMeoMopHO IHIHHIDY, T.€. IEKaPTOBY IPOHSBEEHAI0 OTPe3Ka Ha OKPY K-
HOCTG.

5. TO'*]KHM[/I TOMOJIOTHICCKOrO TIPOCTPaHCTBa 4Y ABIAKTCH YyIOPAOIOIEH-
Hble HAGOPBI U3 TPeX MONapHo pasmndHbx Touer A, B, € &, rme durypa &
usobpazkeHa HA pucyHKe. JJokazxuTe, 4T0 TPOCTPAaHCTBO X MHHEHHO CBA3HO.

6. a) Tewna v : [0,1] — S! romoronmma meme y1(t) = e*™ (3mech
St={z € C||z| = 1}; umeerca B BHIy TOMOTONHUS TIETENDb, T.€. OTOGPAKE-
HHH OTpe3Ka B OKPyXKHOCTh Taknx, uto ¥(0) = ¥(1) = 1). Joxaxure, 4To
MeTIs ¥ MPOXOOUT Hepes3 Bee ToukH okpyxuoetd. b) Merns v : [0,1] — St
FOMOTOTIHE TeTae Yo{t) = e¥™. HokamuTe, 9TO ¥ MPOXOANT HePes KazIyio
TOYKY OKPY>KHOCTH 110 KpaiiHell Mepe aBa paza.




[image: image2.png]Kounrponbuaga — I1. BekTopHble noas,
3iiJlepoBa XapaKTePUCTHKA U CTeNeHb 0TOGPaKeHusI

1. BurumeauTs uHIEKC 0co60l TOUKH ABHO 3aJ@HHOTO BEKTOPHOIO MO,
nanpumep (z? + y% 2% — y¥).
2. Hairu cTeneHb rayccopa OTOODAZKEHNSA U3 KPEHASNA (WM APYTol opn-

©HTHPOBAHHON OBEPXHOCTH) B cePy, COMOCTABISIOMIErO KazKAOH TOUKe 9ToH
MOBEPXHOCTH HATIPABJICHHE BeKTOP& BHEMIHEH HOPMATIH.

3. Top npecTaBieH KaX MHOXECTBO IIaP TOUEK, IePBas U3 KOTOPHIX MPo-
6€Fa€T OOHY U3 H306])a)l(€HHI>IX Ha PHCYHKe 3alellIeHHbIX (7K])y)l([{0(7T€n, a
BTOPasi — APYIyr. OT()G])&)K&‘H[/I&‘ H3 TOPa B OKPYKHOCTD COTIOCTABIACT KaK-
;L()n TakoH mape HampabBJIeHHe BEKTOPA, COSIUHSIONIErO 3TH TOYKH OKPYKHO-
crelt. Tpefyeres HARTH CTemeHb STOTO OTOBPAKEHU.

4. HaitTu crenens otobpaxenua S' — S conocTapmstomniero xax 1o T04-
ke okpyxHoctn S! € C! paguyca 1,5 ¢ HeHTpoM B HyJle apryMeHT byHKIHH

f=az—1){z—2).
Dk3amel (5 Moayas 1 Kypca)

1. [TocuuTATE BTOPYI COMOTONMYECKYIO TPYNIY GyKeTa OKPY:KHOCTH H
ABYMEPHOIT chephL.

2. BBIuCImTE Bee TOMOTOMHYECKHe [PYIIL IPOU3BEICHUS OKPYZKHOCTH
H NIPOEKTHBHOH IIIOCKOCTH.

3. HocunTATE NIEPBble JBe TOMOTOMHYECKHE IPyYIINEL IpocTpatceTea SO(3,
Beex ABMIKeHHHt poctpancTsa R3.

4. MoxxHO /I IPEICTaBUTh KPEHIEIb KAK IPOCTPAHCTBO PACCIOSHI HA,
OKPYKHOCTBIO CO CJIOEM OKPYKHOCTE?

5. CylecTByeT JIH Ha TOPe BEKTOPHOE [OJIe ¢ POBHO OmHOH 0coBolt Toukoh?
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