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���"� �������� ��
�"�����,� ����������, � ���� ������#��� &�(+

��� ��, ����( a = (a1, . . . , an) � b = (b1, . . . , bn) �� R
n ��(�%� ��� a < b ��+

(��
"������� �������� ��
�� Ib
a = [a1, b1]×· · ·×[an, bn] n+ �
��! �
, �+

'���#��( � ��
�� F >  ��*����� ���% ����
�*���! f : Ib
a → M � "�!���'+

-$�% �� Ib
a �  ��
����('- ���'�
'��' (M, d, +)� �"� (M, d) >  ��
����+

(�� �
���
������ �  ��
�(�! d� (M, +) > ������� ���'�
'��� �� ���*�+

��- + � d ����
������ ���������#�� �"�����J d(u, v) = d(u + w, v + w)

"�, ���% u, v, w ∈ M � 	
� �
�  ��
����(�! ���'�
'��� ��'*�� ��+

 �!���� ���% ���'���% �� (�'��% ��
��������% ���'(��% ��" ��*����

��$���������� ��
 �
�������� �
���
������� ��"�������  ��
�(�! ��+

'�"�
&� ���� ��( ������� �
����(�� �'(�� ��������-� 1n+ �
���2  '�#+

����"�(��� � ���� θ = (θ1, . . . , θn)� �� |θ| = θ1 + · · ·+ θn > "���K  '�#��+

�



��"�(�� θ� �
� � ����� � 4�� (����(��� 0 � 1 ��������-� ��������������

 '�#����"�(�� (0, . . . , 0) � (1, . . . , 1)� � ��
�������� ��"� 0 � θ � α ���

σ � κ ���� �-��, ��(��
"�������

��, x, y ∈ Ib
a� x < y� ��
�"��� n+'- � �5���'- @
������#A ����

7����� ����
�*���, f ∈ F �� ��"�
, �'���#��(� Iy
x ⊂ Ib

a �
����� J

mdn(f, Iy
x) = d

(∑
θ∈E

f(x + θ(y − x)),
∑
η∈O

f(x + η(y − x))

)
,

�"� E ���#  ��*����� ���%  '�#����"�(��� θ � 1� "�, (���
�% |θ| >
������ ������ x+θ(y−x) = (x1 +θ1(y1−x1), . . . , xn +θn(yn−xn))� � O >

 ��*����� ���%  '�#����"�(��� η � 1 � �������! "����! |η|� 	�" n+�!

��
��
��! 7����� ����
�*���, f ∈ F �� �
, �'���#��(� Ib
a ���� ����,

�������� 1� ��'���� (��"� M = R� � � ��� �;�2

Vn(f, Ib
a) = sup

P

∑
1�σ�κ

mdn

(
f, I

x[σ]
x[σ−1]

)
, 1�2

�"� �'�
� ' ��
���, �� ���  '�#����"�(�� κ � ��� ������� 
��+

�����, P = {x[σ] : σ � κ} �
, �'���#��(� Ib
a � ����
� ����( ��"�

x[σ] = x[σ1, . . . , σn] = (x1(σ1), . . . , xn(σn)) ∈ Ib
a� ��(� � ��� x[0] = a�

x[κ] = b � x[σ− 1] < x[σ] "�, ���% 1 � σ � κ 1��� � ����� �� P ���# "�+

(�
���� �
�����"���� ������% 
�������! ��
��(�� [ai, bi]� i = 1, . . . , n2�

6� ��� � ��� �'  � � �5����% 
�������! �� 1�2  �������� � �� � ��+

��� ��� �% �������, �� '����-� �
� "��������� ����% ����( � 
��������

P � � Ib
a ���# ��L�"������ �� ��� 1 � σ � κ ��������-$�% �
, �'���#+

��(�� I
x[σ]
x[σ−1] ⊂ Ib

a �� ���
��� �� ��
�����#�� � (��
"������ ��, �

3� ����"�����, ��(*� ���,��� ��
��
�� ����
�*���,  ��#5��� ��+


,"(�� �� n� 	'��# 0 �= α � 1 � f ∈ F � B��"', ���� ��
�"��� �
������

��(��
� x ∈ Rn  '�#����"�(�� α �� �
����'J

x�α = (xiJ i ∈ {1, . . . , n}� αi = 1) ∈ R
|α|.

�



6� ��� � ��� ���� x ∈ Ib
a� �� x�α ∈ Ib

a�α = I
b�α
a�α ⊂ R|α|� ��, z ∈ Ib

a

��
�"��� �
�������  '�#����"�(�� α ����
�*���� f z
α : Ib

a�α → M ��

&�
 '��J f z
α(x�α) = f(z + α(x − z)) "�, ���% x ∈ Ib

a� ��( ��� f z
α �������

���#(� �� |α| ��
� ����% xi ∈ [ai, bi]� "�, (���
�% αi = 1� � �����#���

��
� ����� &�(��
����� � 
���� zi 1�
� αi = 02� D��� ����
# � ��
�+

"������ 1�2 �� ����# n �� |α|� f > �� f z
α �
� z = a � Ib

a > �� Ib
a�α� ��

���'�� ��
�"������ |α|+�! ��
��
�� ����
�*���, f ∈ F �  �"�&�(�+


�� ��
"�:�
�'��� (���
�, �����������, ��
�� V|α|(f a
α, Ib

a�α)�

	����! ��
��
��! ����
�*���, f ∈ F � � ���� 7�����:��
"�:�
�'+

�� ��� ��� �;� ������� �������'

TV(f, Ib
a) =

∑
0 �=α�1

M|α|(f a
α, Ib

a�α),

�  ��*����� BV(Ib
a; M) = {f ∈ F : TV(f, Ib

a) < ∞} > �
���
������ 

����
�*���! ��
��������! �����! ��
��
���
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��% 
�������! � ��
��
�! ���% 
�� �
�����!� (���
�� � �"��! ���
�+

�� ����$�-� ��������� ���!���� ��
��
�� �� )�
"��' &'�(
�! �"��!

��
� ����!� � � "
'��! > �����#�'-��, �
� "�(������#���� �������%


��'�#����� 
����� 1���
� � � <2�

N �  � �� ���� f ∈ F � x, y ∈ Ib
a� x � y� z ∈ Ib

a � 0 �= α � 1� ��

md|α|(f z
α, Iy

x�α) = d

( ∑
θ∈E , θ�α

f
(
z + α(x − z) + θ(y − x)

)
,

∑
η∈O, η�α

f
(
z + α(x − z) + η(y − x)

))
.

� �	��
����� ��� z = a � z = x ����
����
�

� �����J

md|α|(f a
α, Iy

x�α) = md|α|(f a+α(x−a)
α , Iy

a+α(x−a)�α),

�



md|α|(fx
α , Iy

x�α) = d

( ∑
θ∈E , θ�α

f
(
x + θ(y − x)

)
,

∑
η∈O, η�α

f
(
x + η(y − x)

))
.

N�  � <� ���� f ∈ F � x, y ∈ Ib
a � x < y� ��

d
(
f(x + γ(y − x)), f(x)

)
�

∑
0 �=α�γ

md|α|(fx
α , Iy

x�α) ��� 
��� 0 �= γ � 1,

md|α|(fx
α , Iy

x�α) �
∑

α�β�1

md|β|(f a
β , I

x+α(y−x)
a+α(x−a) �β) ��� 
��� 0 �= α � 1.

N�  � ;� 1O2 ���� f ∈ F � 0 �= α � 1 � P = {x[σ] : σ � κ}
���� �����
�� �	����
�� Ib

a� �� V|α|(f a
α, Ib

a�α) �	

� ����� 
��	��
��

V|α|(f a
α, I

x[σ]
x[σ−1]�α) �� 
��� �������
����	� 1 � σ � κ 1	�����

����

|α|��� 
	��	���2�
1P2 ���� �������
	����
���� �����	��
�� {fj} = {fj}∞j=1 �� F

�������
� 
	 Ib
a �������� ��� j → ∞ � �����	��
�� f ∈ F � ��

TV(f, Ib
a) � lim infj→∞ TV(fj, I

b
a) 1����
������

���� �
��� TV2�

1Q2 ���� f ∈ F � x, y ∈ Ib
a � x � y� �� ����� ����� 
��	
�
��
	J

d(f(y), f(x)) �
∑

0 �=α�1

RS|α|(fx
α , Iy

x�α) � TV(f, Iy
x);

∑
0 �=α�γ

V|α|(fx
α , Iy

x�α) = TV(f, Ix+γ(y−x)
x ) � TV(f, Ix+γ(y−x)

a ) − TV(f, Ix
a )

��� 
��� 0 �= γ � 1�

1S2 ���� f ∈ BV(Ib
a; M)� �� ��
���� ν : Ib

a → R� �	�	

	� ��	
����

ν(x) = TV(f, Ix
a ) ��� 
��� x ∈ Ib

a� �
������ ���
����� ��
���

���

�� �� (−1)|α|
∑

0�θ�α(−1)|θ|ν(x + θ(y − x)) � 0 ��� 
��� x, y ∈ Ib
a� x � y�

� 0 �= α � 1� ������ TV(ν, Ib
a) = TV(f, Ib

a)�

6� ��� � ��� �
� M = R ��  � � � ���
�� ��
�������� � ��  �% < �

;1Q2 '���������� � ���� ��
��� ��
�������� � ��  �% < � ;1�2 � ��  � ;1S2

���'���� � ��;�� � ���!���� 1O2 � 1P2 ��  � ; �������� �� �����

�



<� 9D6?DCF 9I	F �DNNI

B(�*� � ��� �����"������#����# {fj} ⊂ F ��������� ���������#��

(� ��(��� 1�� Ib
a2� ���� "�, �-���� x ∈ Ib

a �� �(���� � M �����"���+

���#����� {fj(x)} (� ��(���� I ���  ���� ���"'-$�! �
��
�� ����
�
���� ����� "�, ����
�*���! n ��
� ����% �� �������, � �  ��
����+

(�! ���'�
'��� (M, d, +)�

9 � � 
 � � �� ���� �������
	����
���� �����	��
�� {fj} ⊂ F ���

�����
� ��
�������
� ����	��
	 
	 Ib
a � ���
���
����� ����
��

sup
j∈N

TV(fj, I
b
a) < ∞, 1<2

�� {fj} �������� ����������
	����
����� �����	� �������
� 
	 Ib
a

�������� ��� j → ∞ � 
��������� �����	��
�� f ∈ BV(Ib
a; M)�

.�� ���
� � ����$��� 
��'�#���� 
���� �8� 1n = 1 � M >  ��
����(��

�
���
������2� ���� �<� 1n = 2 �M = R2� ��;� 1n ∈ N �M = R2 � �<� 1n = 2

� M >  ��
����(�, ���'�
'���2�

;� BNFTGU 	696VDV3GU 	?I3=I	 7GT6?F
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���� ���
� � �� ��,�����! �� �����!

���������! ��"� ���#-� "�, ��'��,� (��"� �������, ����
�*���! ��*��

� 
�&��(����� ����
����#�� ����%��� �
���
�������

	'��# (M, ‖ · ‖) > ����!��� ��
 �
������� �
���
������ ��" ���� 

K = R ��� C � M∗ > ��� ���
,*������ ���� �
���
������ ���% ��+

�
�
����% ����!��% &'�(
������� �� M � ��
�5� ��������� ��� M∗

> ����%��� �
���
������ ���������#�� ��
 � ‖u∗‖∗ = sup{|u∗(u)| :

u ∈ M � ‖u‖ � 1}� u∗ ∈ M∗� 3��� �� � ��� �����"������#����# {uj}
4�� ����� �� M �%�"���, ����� � M ( 4�� ���' u ∈ M 1(�
��(� uj

w→ u

�



� M2� ���� u∗(uj) → u∗(u) � K �
� j → ∞ "�, ���% u∗ ∈ M∗W (
� � �����
� 4�� ��'��� � ���  ���� ��
�������� ‖u‖ � lim infj→∞ ‖uj‖�
	��(��#(' ����!��� ��
 �
������� �
���
������ (M, ‖ · ‖) ���#  ��+


����(�, ���'�
'���� �� ���,��, n+�! ��
��
�� 7������ |α|+�! ��
��
��
"�, 0 �= α � 1 � �����! ��
��
�� ����
�*���, f : Ib

a → M ���",��, (�(

��5� ���������#�� ��"'
�
������!  ��
�(� d(u, v) = ‖u−v‖� u, v ∈ M �

9 � � 
 � � <�  ���� (M, ‖ · ‖) ! ��������

�� ���	�	����
�� �	
	�

��
� ������	
��
�� �������

�� ������	
��
� (M∗, ‖ ·‖∗) � ��������
���	�	����
�� � ����� {fj} ⊂ F ! �������
	����
���� �����	��
���

���� ��� {fj} 
����
����� ����
�� 1<2 �

sup
j∈N

‖fj(x)‖ < ∞ ��� 
��� x ∈ Ib
a�

�� 
	������ ����������
	����
���� 
 {fj}� ����
	�	��	� �	� �����
	�
�������
	����
���� ����� {fj}� � �����	��
�� f ∈ BV(Ib

a; M) �	����

��� fj(x)
w→ f(x) 
 M ��� j → ∞ ��� 
��� x ∈ Ib

a�

.�� ���
� � ,��,���, 
���
���
������ �� ����
�*���,  ����% ��+


� ����% ������� �
��
��� ����
� �� �;� X���� �� ���
� � ;��� "�, ���+

�
�*���! ��
��������! �� )�
"��' ��
��
�� �"��! ��
� ����!�

3� �
� �
�%  �*�� ��(����#� ��� ��� '�����, ���
� � � < ,��,-��,

�'$�������� � "�, �% ��
���"��������

?����� 7�7� V���,(��� ��""�
*��� �
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