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1 ×òî òàêîå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë:

1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, . . .

×ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ak = 1
k

Íèêàêîé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ðàâåí íóëþ. Îäíàêî, ÷åì áîëüøå íîìåð

÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òåì áëèæå ñàì ÷ëåí ïîñëåäîâàåòëüíîñòè ê íóëþ: a100 =

0.01 , a150 ≈ 0.0066 7 , a100000 = 0.000 01

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí íóëþ. Ìû ïîêà

íå äàëè ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, òîëüêî îáñóäèëè åãî ñìûñë.

1.1 Óïðàæíåíèå Ïðåäåëû ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíû íóëþ. Âû÷èñ-

ëèòå (ïðèáëèæåííî) ïî ôîðìóëå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè 2, 5, 10, 20.

1. bn = 1
n2

2. cn = 1
2n

3. dn = (−3)−2n

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîíå÷íî, íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.

Ñêàæåì, åñëè ìû ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak = 4k+1
2k−5

, òî ñ ðîñòîì k ÷ëåí

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak áóäåò âñ¼ áëèæå è áëèæå ê 2.

Äåéñòâèòåëüíî, a100 = 401
195

= 2 11
195

, a150 = 4×150+1
2∗150−5

= 2 11
295

, a100000 = 4∗100000+1
2∗100000−5

=

2 11
199 995

Îäíàêî íèêàêîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ðàâåí èìåííî äâóì.

Äëÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå lim
k→∞

ak = 2 . Ýòî

âûðàæåíèå ÷èòàåòñÿ "Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak ïðè ñòðåìëåíèè k ê áåñêîíå÷-

íîñòè ðàâåí äâóì".

1.2 Óïðàæíåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé bn = 6n−2
7−3n

. Ïðå-

äåë ýòîé ïîñäåëîâàòåëüíîñòè ðàâåí −2 , lim
n→∞

bn = −2 . Íàéòè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñ íîìåðàìè 2, 5, 10, 20.
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1.3 Óïðàæíåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé cn = n2

n2+n+1
. Ïðå-

äåë ýòîé ïîñäåëîâàòåëüíîñòè ðàâåí 1 , lim
n→∞

cn = 1 . Íàéòè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñ íîìåðàìè 2, 5, 10, 20.

1.4 Óïðàæíåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü dn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé dn = n+(−1)n·10
2n

.

Ïðåäåë ýòîé ïîñäåëîâàòåëüíîñòè ðàâåí 1
2
, lim
n→∞

dn = 1
2
. Íàéòè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñ íîìåðàìè 2, 5, 10, 20.

1.5 Óïðàæíåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü en îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé en =
sin(π·n

2
)

n
. Ïðå-

äåë ýòîé ïîñäåëîâàòåëüíîñòè ðàâåí 0 , lim
n→∞

en = 0 . Íàéòè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñ íîìåðàìè 11, 12, 13, 14.

Çàìåòèì, ÷òî, â ïðåäïîñëåäíåì ïðèìåðå ïîëîâèíà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

áîëüøå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, à ïîëîâèíà - ìåíüøå, íî äëÿ íàñ âàæíî ëèøü òî, ÷òî

ïîñòåïåííî è òå è äðóãèå ÷ëåíû ïðèáëèæàþòñÿ ê 1
2
. Â ïîñëåäíåì æå ïðèìåðå ÷àñòü

÷ëåíîâ ðàâíà ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ - â ýòîì òîæå íåò íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ, ñàìè

÷ëåíû ìîãóò áûòü êàêèìè óãîäíî, íî ïîñòåïåííî îíè äîëæíû ñòàíîâèòüñÿ âñå áëèæå

è áëèæå ê ñâîåìó ïðåäåëó.

Äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà.

Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü

óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëîN , ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N áóäåò

âûïîëíÿòñÿ óñëîâèå |an − a| < ε, òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an.

Ïî÷åìó æå îïðåäåëåíèå òàêîå ñëîæíîå? È ÷òî îíî çíà÷èò? Êàê ìû óæå îáñóäèëè,

âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòåïåííî äîëæíû ñòàíîâèòüñÿ âñå áëèæå è áëèæå ê

ñâîåìó ïðåäåëó. Êàê çàäàòü ýòî óñëîâèå? Ìû äîëæíû ôîðìàëüíî çàïèñàòü, ÷òî íà-

÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñå ÷ëåíû áóäóò î÷åíü áëèçêè ê ñâîåìó ïðåäåëó, òî åñòü

|an − a| áóäåò î÷åíü ìàëåíüêèì, ïðè÷åì ñ ðîñòîì n äîëæåí ñòàíîâèòüñÿ âñå ìåíüøå

è ìåíüøå. Äëÿ ýòîãî â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà è ñêàçàíî "äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî
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ìàëîãî ÷èñëà ε ... áóäåò âûïîëíÿòñÿ óñëîâèå |an − a| < ε". Íî íàì íå òðåáóåòñÿ, ÷òî-

áû âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëè î÷åíü áëèçêè ê ïðåäåëó, ýòî óñëîâèå äîëæíî

âûïîëíÿòñÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, ïîýòîìó ìû è ãîâîðèì "ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

N , ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N áóäåò âûïîëíÿòñÿ óñëîâèå |an − a| < ε"

1.6 Óïðàæíåíèå Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn = 6n−2
7−3n

íàéòè òàêîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ

ëþáîãî íîìåðà n > N âñå ÷ëåíû áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëà íå áîëåå ÷åì íà 0, 1,

íå áîëåå ÷åì íà 0, 01.

Ñ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìû óæå ñòàëêèâàëèñü è çíàåì, ÷òî åå ïðåäåë b ðàâåí

−2. Íàéäåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, ÷åìó ðàâíà ðàçíîñòü |bn − b|:

|bn − b| = |6n−2
7−3n

− (−2)| = |6n−2
7−3n

+ 2| = |6n−2+14−6n
7−3n

| = | 12
7−3n
|

Íà÷èíàÿ ñ êàêîãî ìîìåíòà ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî áóäåò ìåíüøå ÷åì 0, 1? Ïîäñòà-

âèì N = 10, ïîëó÷èì: |b10 − b| = | 12
7−3×10

| = | 12
7−30
| = 12

23
> 0, 1. Íå ïîäõîäèò. Âîçüìåì

ñîòûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, b100 . Èòàê, N = 100, çíà÷èò |bN − b| =
∣∣ 12
7−300

∣∣ =

12
293
≈ 0, 04 095 6 < 0, 1. Ïîäõîäèò, ïðè÷åì âñå çíà÷åíèÿ áîëüøå 100 òîæå ïîäîéäóò.

Òî åñòü ìû íàøëè íóæíîå ÷èñëî. Äàâàéòå ðàññìîòðèì N = 90 :
∣∣ 12
7−3·90

∣∣ = 12
263

= 0, 0

4562 7 < 0, 1 - ýòî çíà÷åíèå íàì òîæå ïîäõîäèò! Áóäåò ëè îøèáêîé â îòâåòå óêàçàòü

N = 100? Äåëî â òîì, ÷òî â îïðåäåëåíèè è â óñëîâèè çàäà÷è ðå÷ü íå èäåò î ìèíè-

ìàëüíî âîçìîæíîì N , òàê ÷òî ìû ìîæåì óêàçûâàòü ëþáîå ïîäõîäÿùåå ÷èñëî, òàê

÷òî îøèáî÷íûì òàêîé îòâåò íå áóäåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå

÷èñëà - íåïðàâèëüíî. Ìû ìîæåì ïîòðàòèòü íà ýòî î÷åíü ìíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó

ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá - ðåøèì ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî:

|bn − b| < 0, 1

| 12
7−3n
| < 0, 1

−0, 1 < 12
7−3n

< 0, 1 ïðè n > 3 ïîëó÷àåì ÷òî 7− 3n < 0, ïîýòîìó

−0, 1(7− 3n) > 12 > 0, 1(7− 3n) äîìíîæèì íà 10

−(7−3n) > 120 > (7−3n), òî åñòü äîëæíû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòñÿ äâà íåðàâåí-

ñòâà: 3n > 127 è 3n > −113. Ðåøåíèåì ýòèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ n > 127
3
⇒ n > 421

3
.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì n > 42 ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn áóäåò

îòëè÷àòüñÿ îò -2 íå áîëåå ÷åì íà 0,1, à ïðè ìåíüøèõ íîìåðàõ ýòî ðàâåíñòâî âûïîë-

íÿòüñÿ íå áóäåò.

Ðåøèì ýòó çàäà÷ó äëÿ ε = 0, 01 - ðåøåíèå áóäåò àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûì:

|bn − b| < 0, 01

| 12
7−3n
| < 0, 01

−0, 01 < 12
7−3n

< 0, 01 ïðè n > 3 ïîëó÷àåì ÷òî 7− 3n < 0, ïîýòîìó

−0, 01(7− 3n) > 12 > 0, 01(7− 3n) äîìíîæèì íà 100

−(7 − 3n) > 1200 > (7 − 3n), òî åñòü äîëæíû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòñÿ äâà

íåðàâåíñòâà: 3n > 1207 è 3n > −1193. Ðåøåíèåì ýòèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ n > 1207
3
⇒

n > 4021
3
. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì n > 402 ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

bn áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò -2 íå áîëåå ÷åì íà 0,01, à ïðè ìåíüøèõ íîìåðàõ ýòî ðàâåíñòâî

âûïîëíÿòüñÿ íå áóäåò.

Íî åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ìû íå îáÿçàíû íàõîäèòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå N.

1.7 Ïðèìåð Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè en =
sin(π·n

2
)

n
íàéòè òàêîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ

ëþáîãî íîìåðà n > N âñå ÷ëåíû áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëà íå áîëåå ÷åì íà 0, 1.

Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí íóëþ. Íà÷àëî ðåøåíèÿ áóäåì òàêèì æå êàê

è â ïðåäûäóùèé ðàç: ðåøèì íåðàâåíñòâî: |en − 0| < 0, 1, ò.å. |en| < 0, 1 Ïîäñòàâëÿÿ

ôîðìóëó äëÿ en ïîëó÷àåì
∣∣∣ sin(π·n

2
)

n

∣∣∣ < 0, 1 . Âûðàæåíèå sin(π·n
2

) ïðèíèìàåò òîëüêî

òðè çíà÷åíèÿ: 1, 0, -1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N = 10 äëÿ ëþáîãî n > N âñå ÷ëåíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò 0 ìåíüøå ÷åì íà 0,1.

1.8 Óïðàæíåíèå Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn =
sin(π·n

2
)

n
íàéòè òàêîå ÷èñëî N , ÷òî

äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N âñå ÷ëåíû áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëà íå áîëåå ÷åì íà

0, 01.

1.9 Óïðàæíåíèå Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = 3−4n
5+8n

íàéòè òàêîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ
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ëþáîãî íîìåðà n > N âñå ÷ëåíû áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëà íå áîëåå ÷åì íà 0, 2,

íå áîëåå ÷åì íà 0, 015.

1.10 Óïðàæíåíèå Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n2+4
n2 îïðåäåëèòü, êàêîå èç ÷èñåë

5, 1 èëè 1/2 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäåëîì è íàéòè òàêîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà

n > N âñå ÷ëåíû áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëà íå áîëåå ÷åì íà 0, 1, íå áîëåå ÷åì íà

0, 01.

1.11 Óïðàæíåíèå Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n2

n2+n
îïðåäåëèòü, êàêîå èç ÷èñåë

1/2, 2/3 èëè 1 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäåëîì è íàéòè òàêîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî

íîìåðà n > N âñå ÷ëåíû áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëà íå áîëåå ÷åì íà 0, 1, íå áîëåå

÷åì íà 0, 01.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n. ×ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñòà-

íîâÿòñÿ âñ¼ áëèæå è áëèæå ê êàêîìó-òî îïðåäåë¼ííîìó ÷èñëó, íî êàæäûé ñëåäóþ-

ùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Îñîáåííî âàæíî òî, ÷òî ÷ëåíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áîëüøèìè íîìåðàìè íå áûâàþò ìàëåíüêèìè, è ðîñò ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàåòëüíîñòè íè÷åì íå îãðàíè÷åí. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ðàâåí ïëþñ áåñêîíå÷íå÷íîñòè. Áîëåå òî÷íî, ïðåäåë ðàâåí ïëþñ áåñêî-

íå÷íîñòè â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, âñå ÷ëåíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàíóò áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà. Ò.å. ñòàâèòñÿ íå

òîëüêî óñëîâèå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðå÷àþòñÿ âñå áîëüøèå è áîëüøèå çíà-

÷åíèÿ, íî åùå è óñëîâèå, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êîíöå êîíöîâ îêàæóòñÿ

äàëåêî îò íóëÿ.

1.12 Ïðèìåð Ïîêàæåì,÷òî lim
n→∞

n2 = +∞ . Äåéñòâèòåëüíî, êàêîå ÷èñëî C ìû íå

íàçîâ¼ì, ìîæíî íàéòè òàêîå N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N áóäåò âåðíî n2 > C . Äåé-

ñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî C < 1 ìîæíî áðàòü N = 1 , äëÿ C > 1 äîñòàòî÷íî âçÿòü

N =
[√

C
]
, öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà

√
C - íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

√
C

.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = −n. ×ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàíî-

âÿòñÿ âñ¼ ìåíüøå è ìåíüøå, íå "íàêàïëèâàÿñü"íè ê êàêîìó ÷èñëó. ×ëåíû ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ñ áîëüèìè íîìðåàìè íå áûâàþò áîëüøèìè, óìåíüøåíèå ÷ëåíîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè íè÷åì íå îãðàíè÷åíî. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàåòëüíîñòè ðàâåí ìèíóñ

áåñêîíå÷íîñòè, lim
n→∞

an = −∞.Òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè, íåîáõîäèìî

ïîñòàâèòü óñëîâèå, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòåïåííî îòäàëÿþòñÿ îò íóëÿ â

îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, è íà÷èíàÿ, ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ñòàíóò äàëüøå, ÷åì

ëþáîå íàïåðåä çàäàíîå ÷èñëî. Ôîðìàëüíî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå: åñëè äëÿ ëþáîãî

ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà

n > N áóäåò âûïîëíÿòñÿ óñëîâèå an < −, òî ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ÿâëÿ-

åòñÿ −∞.

1.13 Ïðèìåð Ïîêàæåì, ÷òî lim
n→∞

(−n + 10) = −∞ . Äåéñòâèòåëüíî, êàêîå ÷èñëî

> 0 ìû íå íàçîâ¼ì, ìîæíî íàéòè òàêîå N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N áóäåò âåðíî

−n + 10 < −M . Äëÿ ëþáîãî ìîæíî âçÿòü N = [] + 10 , òîãäà äëÿ n > N áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ íóæíîå íåðàâåíñòâî.

1.14 Óïðàæíåíèå Äàòü îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ +∞

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü lim
n→∞

an =∞.Òàêîé ïðåäåë âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû

çíàåì, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëüøå è áîëüøå ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå, è â íåêîòîðûé ìîìåíò ñòàíóò áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàíîãî ÷èñëà.

1.15 Ïðèìåð Ïîêàæåì, ÷òî lim
n→∞

(−1)n · 2n + n = ∞ . Äåéñòâèòåëüíî, êàêîå ÷èñëî

> 0 ìû íå íàçîâ¼ì, ìîæíî íàéòè òàêîå N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N áóäåò âåðíî

|(−1)n ·2n+n| > M . Äëÿ ëþáîãî ìîæíî âçÿòü N = []+1 , òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî

n > N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |an| = 3n > 3N > 3 > M , à äëÿ íå÷åòíîãî

|an| = | − n| > N >
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Ïîñëåäíèé âîïðîñ, êîòîðûé íåîáõîäèìî îáñóäèòü â ýòîé ÷àñòè - ýòî ñèòóàöèÿ, êî-

ãäà ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò ïðåäåëà. Åñëè èñõîäèòü èç îïðåäåëåíèé, òî ÷òî çíà÷èò,

÷òî ïðåäåë íå ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè? Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî > 0,

÷òî âñåãäà áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèå ÷ëåíû, êîòîðûå ìåíüøå

÷åì ýòî ÷èñëî. À ÷òî çíà÷èò, ÷òî ïðåäåë íå ðàâåí íèêàêîìó ÷èñëó ? Ýòî çíà÷èò, ÷òî

êàêîå ÷èñëî ìû áû íå âçÿëè, ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî âñåãäà áóäóò âñòðå÷àòüñÿ

òàêèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, läëÿ êîòîðûõ |an−a| > ε. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷ëåíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå íà÷èíàþò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ íè ó îäíîãî ÷èñëà. Ðàññìîòðèì

ïðîñòîé ïðèìåð: an = sinn. Åñëè ìû âñïîìíèì ãðàôèê ñèíóñà òî ñòàíåò ïîíÿòíî, ÷òî

òàê êàê åå ÷ëåíû - ýòî òî÷êè íà ñèíóñîèäå, òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà áóäóò

âñòðå÷àòüñÿ ÷èñëà èç âñåãî ïðîìåæóòêà îò -1 äî 1. Îäíàêî ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà

ýòîãî ôàêòà ìû ïðèâîäèòü íå ñòàíåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n · sinn òàêæå íå

èìååò ïðåäåëà - õîòü â íåé è âñòðå÷àþòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ÷èñëà, â íåé âñåãäà

áóäóò âñòðå÷àòüñÿ è ÷èñëà, ìåíüøèå, íàïðèìåð, 1.

1.16 Óïðàæíåíèå Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n · cos(2πn).

1.17 Óïðàæíåíèå Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n · cos(2πn+ π).

1.18 Óïðàæíåíèå Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n · cos(πn).

1.19 Óïðàæíåíèå Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n · cos(πn
2

).

2 ×òî òàêîå ïðåäåë ôóíêöèè?

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (x) = (x−1)π
sinπx

. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íå âåçäå: äåéñòâè-

òåëüíî, âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå sinπx èíîãäà îáðàùàåòñÿ â íîëü, à äåëåíèå íà

íîëü íå îïðåäåëåíî. Íàïðèìåð, â òî÷êå x = 1 çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåí íóëþ:

sin πx = sin π = 0. Çíà÷èò, çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x = 1 âû÷èñëèòü íåâîçìîæíî.
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Îäíàêî, ÷òî-òî óçíàòü î ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ìîæíî. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (x) = (x−1)π
sinπx

â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê x = 1:

x = 0.8 x = 0.9 x = 0.95 x = 0.97 x = 0.99 x = 0.995 x = 0.999

f (x) = (0.8−1)π
sin 0.8π

≈ −1. 069 f (x) = (0.9−1)π
sin 0.9π

≈ −1.0166 −1. 004 1 −1. 001 5 −1. 000 165 −1. 000 041 −1. 000 002

x = 1.2 x = 1.1 x = 1.05 x = 1.03 x = 1.01 x = 1.005 x = 1.001

f (x) = (1.2−1)π
sin 1.2π

≈ −1. 069 f (x) = (1.1−1)π
sin 1.1π

≈ −1. 016 6 −1. 004 1 −1. 001 5 −1. 000 165 −1. 000 041 −1. 000 002

Ìû âèäèì, ÷òî ÷åì áëèæå x ê åäèíèöå, òåì çíà÷åíèå ôóíêöèè áëèæå ê −1. Â

ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè f (x) ïðè ñòðåìëåíèè x ê åäèíèöå ðàâåí

−1. Ýòî âûðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê: lim
x→1

f (x) = −1

Ïîçæå ìû îáñóäèì ðàçëè÷èÿ â ïðåäåëàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ôóíêöèé, à ïî-

êà çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè óæå èçó÷àëîñü âñåìè â øêîëå. ×òîáû

óáåäèòüñÿ â ýòîì, îáñóäèì ñëåäóþùóþ çàïèñü: lim
x→+∞

f (x) = a. ×òî îíà îçíà÷àåò?

Ïðîùå âñåãî ýòî ïîíÿòü ïðè ïîìîùè ãðàôèêà: ôóíêöèÿ ñ ðîñòîì x (êàê ðàç ïðè

x→ +∞) ñòàíîâèòñÿ âñå áëèæå è áëèæå ê íåêîòîðìó ÷èñëó a. Ïîñìîòðèì íà ãðàôèê

f(x) = 3 + sinx
x
:

Ìû âèäèì ÷òî ôóíêöèÿ ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðÿìîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ

àñèìïòîòîé, è èìåííî â òàêîì âèäå ìû ñ ýòèì è âñòðå÷àëèñü ðàíåå - åñëè ó ôóíêöèè

åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ó íåå åñòü ïðåäåë ïðè x → +∞.

Îòìåòèì çäåñü âàæíûé ìîìåíò - äà, ôóíêöèÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü àñèìïòîòó! È â

øêîëå âàì íå ãîâîðèëè ïðîòèâîïîëîæíîãî. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, êîòîðûå åå íå

ïåðåñåêàþò - íàïðèìåð ãèïåðáîëà. Íî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà ôóíêöèÿ íå ìîæåò

åå ïåðåñåêàòü.

Çàïîëíèì òàáëè÷êó ñî çíà÷åíèÿìè ýòîé ôóíêöèè -

x = 10 11 ... 30 31 32 ... 100 101 102 ...

f(x) = 3 + sinx
x

2.946 2.909 2.967 2.987 3.017 2.995 3.004 3.01

Ïî ýòèì çíà÷åíèÿì âèäíî, ÷òî õîòÿ è ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ÷èñëà ê äðóãîìó

ôóíêöèÿ ìîæåò è óäàëèòüñÿ îò ñâîåãî ïðåäåëà, â öåëîì, ñ ðîñòîì àðãóìåíòà, çíà÷åíèÿ

ïðèáëèæàþòñÿ ê ïðåäåëó. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå: åñëè äëÿ ôóíêöèè ñóùåñòâóåò òàêîå
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÷èñëî , ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî , ÷òî

ïðè ëþáîì x > M áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |f(x) − a| < ε, òî íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëîì ôóíêöèè ïðè ñòðåìëåíèè x ê áåñêîíå÷íîñòè.

2.1 Óïðàæíåíèå Çàïèñàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïðè x→ −∞

2.2 Óïðàæíåíèå Íàéòè ïðåäåë f (x) = x2+x−2
x2+2x−3

ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê 1

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ôóíêöèåé ïðè x = 1. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî è ÷èñëèòåëü

è çíàìåíàòåëü îäíîâðåìåííî ðàâíû 0. Òî åñòü ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â ýòîé òî÷êå.

Çàïîëíèì òàáëèöó ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïðè x→ 1 :

x = 0.8 x = 0.9 x = 0.95 x = 0.97 x = 0.99 x = 0.995 x = 0.999

f (x) = 0.82+0.8−2
0.82+2·0.8−3

≈ 0.737 f (x) ≈ 0.744 0.747 0.748 0.749 0.74969 0.74993

x = 1.2 x = 1.1 x = 1.05 x = 1.03 x = 1.01 x = 1.005 x = 1.001

f (x) = 1.22+1.2−2
1.22+2·1.2−3

≈ 0.762 f (x) ≈ 0.756 0.753 0.752 0.751 0.7503 0.75006

Ïî òàáëèöå âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèáëèæàþòñÿ ê ÷èñëó 0.75. È õîòÿ ìû

è íå ìîæåì ïî ýòèì çíà÷åíèÿì ÄÎÊÀÇÀÒÜ, ÷òî ïðåäåë ðàâåí èìåííî ýòîìó ÷èñ-

ëó, òàêîé âûâîä áûë áû ñàìûì ðàçóìíûì. È äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåë ðàâåí 0.75. Íî

ìîæíî ëè ðåøèòü ýòîò ïðèìåð ïðîùå - áåç òàáëèö? È æåëàòåëüíî òàê, ÷òîáû ýòî ðå-

øåíèå ïðèçíàëè ïðàâèëüíûì íà êîíòðîëüíîé? Äëÿ ýòîãî äàâàéòå èçó÷èì ôóíêöèþ.

Ìû èìååì îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ - â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñòîÿò êâàäðàò-

íûå òðåõ÷ëåíû. Ðàçëîæèì èõ íà ìíîæèòåëè: lim
x→1

x2+x−2
x2+2x−3

= lim
x→1

(x−1)(x+2)
(x−1)(x+3)

, è òåïåðü

âèäíî, ïî÷åìó ó íàñ âîçíèêëè ïðîáëåìû - â çíàìåíàòåëå ñòîèò ìíîæèòåëü (x − 1),

êîòîðûé ðàâåí íóëþ â ïðåäåëüíîé òî÷êå. Íî ýòîò æå ñàìûé ìíîæèòåëü ñòîèò è â

÷èñëèòåëå, à òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì òî÷êè, ëåæàùèå ðÿäîì ñ 1, íî íå ðàâíûå

1, òî ìîæíî ñîêðàòèòü äðîáü íà ýòîò ìíîæèòåëü (îí íå ðàâåí íóëþ), à çàòåì ñíîâà

ïîäñòàâèòü â ôóíêöèþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó:lim
x→1

(x−1)(x+2)
(x−1)(x+3)

= lim
x→1

(x+2)
(x+3)

= lim
x→1

1+2
1+3

= 0.75.

Ìû ðåøèëè ýòîò ïðèìåð. È ñðàçó æå äâà çàìå÷àíèÿ: ñèòóàöèÿ, ñ êîòîðîé ìû ñòîëê-

íóëèñü, íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòüþ âèäà [0
0
]. Äåëî â òîì, ÷òî ïîëó÷èâ è â ÷èñ-

ëèòåëå è â çíàìåíàòåëå 0, ìû íèêîãäà çàðàíåå íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷åìó áóäåò ðàâåí
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ïðåäåë è áóäåò ëè îí âîîáùå. Âòîðîå çàìå÷àíèå - ïðèåì, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè,

âñåãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

lim
x→a

f(x)
g(x)

= [0
0
]. Åñëè f(a) = 0, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæè-

òåëè, îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí (x − a), à òàê êàê íóëþ ðàâíû îáà ìíîãî÷ëåíà, òî ìû

ñìîæåì ñîêðàòèòü äðîáü è èçó÷àòü òî÷íî òàêæå íîâóþ ôóíêöèþ.

2.3 Óïðàæíåíèå f (x) = 4x3−2x2+x−2
2x3+6x2−3x

.

À åñëè çíà÷åíèè ôóíêöèè â èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷êå îïðåäåëåíî, èìååò ëè ñìûñë

âû÷èñëÿòü ïðåäåë ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå? Äëÿ òåõ ôóíêöèé, êîòîðûå âñòðå÷àëèñü â

øêîëüíîé ïðîãðàììå ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â òî÷êå.. Íî ýòî

âåðíî ñîâåðøåííî íå äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, öåëàÿ ÷àñòü.

3 Êîãäà âîçíèêàþò ñëîæíîñòè?

Ìû íàó÷èëèñü íàõîäèòü ïðåäåëû ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, îòíîøåíèÿ ôóíêöèé è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíàêî, åñòü èíòåðåñíûå ñèòóàöèè, êîãäà ïîëüçîâàòüñÿ "àðèô-

ìåòèêîé ïðåäåëîâ"íå óäà¼òñÿ. Íàïðèìåð, ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè

f (x) = (x−1)π
sinπx

ïðè ñòðåìëåíèè x ê åäèíèöå ðàâåí −1. Ïî÷åìó ìû íå âîñïîëüçîâà-

ëèñü çäåñü òåîðåìîé îá îòíîøåíèè ïðåäåëîâ, âåäü íàéòè ïðåäåëû ôóíêöèé (x− 1) π

è sin πx ïðè ñòðåìëåíèè x ê åäèíèöå ïðîñòî? Äåëî â òîì, ÷òî, êàê ìû óæå ãîâîðè-

ëè, çíàìåíàòåëü sin πx ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè x ê åäèíèöå, à çíà÷èò, è

òåîðåìà îá îòíîøåíèè ïðåäåëîâ íå ïðèìåíèìà. Áûâàåò æå, ÷òî íàîáîðîò, è ÷èñëè-

òåëü, è çíàìåíàòåëü äðîáè ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòè ñëó÷àè ëåãêî ñâîäÿòñÿ

îäèí ê äðóãîìó. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòó ñëîæíîñòü ìîæíî ïðè ïîìîùè íåáîëüøîé

õèòðîñòè

3.1 Ïðèìåð Íàéä¼ì lim
x→∞

4x3−2x2+x−2
2x3+6x2−3x

. Ìû íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î

÷àñòíîì ïðåäåëîâ, ò.ê. ïðè ñòðåìëåíèè x ê áåñêîíå÷íîñòè è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
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ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ìû ìîãëè áû "ïåðåâåðíóòü"äðîáü, ñâåñòè íàõîæäåíèå

ïðåäåëà ê òàêîé çàäà÷å: lim
x→∞

4x3−2x2+x−2
2x3+6x2−3x

= lim
x→∞

1
2x3+6x2−3x

1
4x3−2x2+x−2

. Ñåé÷àñ è ÷èñëèòåëü, è

çàíìåíàòåëü äðîáè èìåþò ïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè x ê áåñêîíå÷íîñòè, íî ýòè ïðåäåëû

ðàâíû íóëþ, è âîñïðëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ÷àñòíîì ïðåäåëîâ îïÿòü íå óäà¼òñÿ. Ñäå-

ëàåì äðóãîå ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè. Çàìåòèì, ÷òî lim
x→∞

4x3−2x2+x−2
2x3+6x2−3x

= lim
x→∞

4x3−2x2+x−2

x3

2x3+6x2−3x

x3

=

lim
x→∞

4x3

x3
− 2x2

x3
+ x
x3
− 2
x3

2x3

x3
+ 6x2

x3
− 3x
x3

= lim
x→∞

4− 2
x
+ x
x2
− 2
x3

2+ 6
x
− 3
x2

. Â ýòîé äðîáè ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ

ëåãêî èùåòñÿ, à ãëàâíîå, ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ óæå íå ðàâåí íóëþ. (Äîðåøàòü àêêó-

ðàòíî). Ïî÷åìó ìû ïîäåëèëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè èìåííî íà x3 ? Äåëî

â òîì, ÷òî x3 - ýòî ñàìàÿ ñòàðøàÿ ñòåïåíü, âñòðå÷àþùàÿñÿ â çíàìåíàòåëå, âûïîëíèâ

òàêîå äåëåíèå ìû îáåñïå÷èëè ñåáå íåíóëåâîé ïðåäåë â çíàìåíàòåëå.

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ïðè¼ìà ðåøàþòñÿ è áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è.

lim
x→∞

(x+1) sinx
x2

lim
x→∞

2x+8√
x2+6x−5

lim
x→∞

x2−5x+8√
x2+3x−2+

√
x4+5x3−4

À ÷åìó ðàâå ïðåäåë ñóììû äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè ôóíêöèé, åñëè îäíà èç

íèõ ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ, à äðóãàÿ ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè? Îòâåò ìîæåò áûòü ðàçûì.

Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìû î ñëîæåíèè, óìíîæåíèè è äåëåíèè ïðåäåëîâ íè÷åì íå ìîãóò

íàì ïîìî÷ü. Îäíàêî è íà ýòîò ñëó÷àé åñòü íåáîëüøàÿ õèðîñòü: åñëè ñëàãàåìûå íå

ñîêðàùàþòñÿ ïðîñòî, êàê â ñëó÷àå x− (x− 1), íóæíî ïîïûòàòüñÿ óäà÷íî óìíîæèòü

è ïîäåëèòü âûðàæåíèå íà ÷òî-òî, ÷òî óïðîñòèò âûðàæåíèå õîòÿ áû â ÷èñëèòåëå.

3.2 Ïðèìåð lim
x→∞

(√
x2 − 3x+ 3−

√
x2 − 5x+ 7

)
Çäåñü íàì íóæíî íàéòè ïðåäåë ðàç-

íîñòè äâóõ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðà-

æåíèå õîòü íåìíîãî óïðîñòèëîñü, óìíîæèì è ïîäåëèì âûðàæåíèå íà ñóììó ýòèõ æå

êîðíåé è âîñïîëüçóåìñÿ â ÷èñëèòåëå ôîðìóëîé ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.

lim
x→∞

(√
x2 − 3x+ 3−

√
x2 − 5x+ 7

)
= lim

x→∞

(
√
x2−3x+3−

√
x2−5x+7)(

√
x2−3x+3+

√
x2−5x+7)√

x2−3x+3+
√
x2−5x+7

=

lim
x→∞

(
√
x2−3x+3)

2
−(
√
x2−5x+7)

2

√
x2−3x+3+

√
x2−5x+7

= lim
x→∞

(x2−3x+3)−(x2−5x+7)√
x2−3x+3+

√
x2−5x+7

= lim
x→∞

x2−3x+3−x2+5x−7√
x2−3x+3+

√
x2−5x+7

=
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lim
x→∞

2x−4√
x2−3x+3+

√
x2−5x+7

òàêèå ïðåäåëû èñêàòü ìû óæå óìååì. Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà x

lim
x→∞

2x−4√
x2−3x+3+

√
x2−5x+7

= lim
x→∞

2x−4
x√

x2−3x+3
x

+

√
x2−5x+7

x

=

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ òàêèå çàäà÷è è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

3.3 Ïðèìåð

lim
n→∞

(√
4n2 − 3n+ 5− 2

√
n2 − 7x+ 12

)
= lim

n→∞

(√
4n2 − 3n+ 5− 2

√
n2 − 7x+ 12

) (√
4n2 − 3n+ 5 + 2

√
n2 − 7x+ 12

)(√
4n2 − 3n+ 5 + 2

√
n2 − 7x+ 12

) =

= lim
n→∞

(4n2 − 3n+ 5)− 4 (n2 − 7x+ 12)√
4n2 − 3n+ 5 + 2

√
n2 − 7x+ 12

= lim
n→∞

4n2 − 3n+ 5− 4n2 + 28x− 48√
4n2 − 3n+ 5 + 2

√
n2 − 7x+ 12

=

= lim
n→∞

4n2 − 3n+ 5− 4n2 + 28x− 48√
4n2 − 3n+ 5 + 2

√
n2 − 7x+ 12

= lim
n→∞

25n− 43√
4n2 − 3n+ 5 + 2

√
n2 − 7x+ 12

=

= lim
n→∞

25n−43
n√

4n2−3n+5
n

+ 2
√
n2−7x+12

n

=
25

4

3.4 Óïðàæíåíèå Íàòéòè ïðåäåë ôóíêöè lim
x→∞

(√
x2 + 5x− 7−

√
x2 − 7x+ 8

)
3.5 Óïðàæíåíèå Íàòéòè ïðåäåë ôóíêöè lim

x→∞

(√
9x2 − x+ 3− 3

√
x2 − 6

)
3.6 Óïðàæíåíèå Íàòéòè ïðåäåë ôóíêöè lim

x→∞

(
2
√
x2 − 7x+ 4−

√
4x2 − 6x+ 5

)
3.7 Óïðàæíåíèå Íàòéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

lim
n→∞

(√
n2 − 5n+ 3−

√
n2 − 3n+ 5

)
3.8 Óïðàæíåíèå Íàòéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

lim
n→∞

(√
n2 + 6n− 4−

√
n2 − 2n+ 7

)
3.9 Óïðàæíåíèå Íàòéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

lim
n→∞

(
2
√
n2 − n+ 5−

√
4n2 − 2n+ 3

)
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4 Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Ïîêà â âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ìû îáõîäèëèñü íåñëîæíûìè ñîîáðàæåíèÿìè, ñâîäÿ-

ùèìèñÿ ïî÷òè âñåãäà ê ðàçíûì ñâîéñòâàì ìíîãî÷ëåíîâ. Òåïåðü ïîñìîòðèì íà áîëåå

ñëîæíûå âûðàæåíèåÿ.

lim
x→0

sinx
x

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (x) = sinx
x

îêîëî òî÷êè x = 0 . Â ñàìîé òî÷êå

ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, ò.ê. çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü. ×èñëèòåëü äðîáè òîæå

ðàâåí íóëþ â òî÷êå íîëü. Ñðàâíèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè îêîëî íóëÿ.

x 1 0.5 0.1 0.05 0.01

sinx 0.84147 0.47943 0.099833 0.04997 9 0.009999 8

x− sinx 0.15853 0.02057 0.000167 0.000021 0.0000002

sinx
x

Ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íî ðàçíèöà ìåæäó

÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ãîðàçäî áûñòðåå, ÷èñëèòåëü è çíàìåíà-

òåëü ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü-î÷åíü áëèçêè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòíîøåíèå sinx
x

ñòàíîâèòñÿ âñ¼

áëèæå è áëèæå ê åäèíèöå, ò.å. lim
x→0

sinx
x

= 1 . Êîíå÷íî, ìû íå äîêàçàëè ýòî ðàâåíñòâî,

è ìû íå áóäåì åãî äîêàçûâàòü, ïðîñòî ïðîèëëþñòðèðîâàëè ðàâåíñòâî ïðèìåðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè â ëþáîì ñòàíäàðòíîì

ó÷åáíèêå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

4.1 Ïðèìåð lim
x→0

sinx
5x

= lim
x→0

1
5
· sinx

x
= 1

5
lim
x→0

sinx
x

= 1
5

4.2 Ïðèìåð lim
x→0

x
sinx

=

4.3 Ïðèìåð lim
x→0

2x2

sinx
=

4.4 Ïðèìåð lim
x→0

x−3x2

sinx
=

4.5 Ïðèìåð lim
x→0

sinx
x2+5x2 =

4.6 Ïðèìåð lim
x→0

sinx
x2+2x2−4

=
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4.7 Ïðèìåð lim
x→0

x−3x2+2
sinx

=

4.8 Ïðèìåð lim
x→0

sin2 x
3x

=

4.9 Ïðèìåð Íàéä¼ì ïðåäåë lim
x→0

sin 6x
x

. Åñëè x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî è 6x ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî lim
6x→0

sin 6x
x

= lim
6x→0

6 sin 6x
6x

= 6

4.10 Ïðèìåð Íàéä¼ì ïðåäåë lim
x→0

sin 3x
x

4.11 Ïðèìåð lim
x→0

sin 7x
2x

4.12 Ïðèìåð lim
x→0

5x
sin 2x

4.13 Ïðèìåð lim
x→0

x2−x
sin 4x

4.14 Ïðèìåð lim
x→0

5x
sinx+x2

4.15 Ïðèìåð lim
x→0

sin 2x
x−x3

4.16 Ïðèìåð Íàéä¼ì ïðåäåë lim
x→0

sin 6x
sin 3x

. Ìû óìååì èñêàòü ïðåäåë lim
x→0

sin 6x
6x

, âîñïîëü-

çóåìñÿ ýòèì óìåíèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ íàøåãî ïðåäåëà:lim
x→0

sin 6x
sin 3x

= lim
x→0

sin 6x
6x
· 6x

sin 3x
Ìû

óìíîæèëè è ïîäåëèëè äðîáü íà 6x ...

lim
x→0

ex−1
x

Äðîáü ex−1
x

òîæå íå îïðåäåëåíà â íóëå: è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ðàâíû

íóëþ ïðè x = 0 . Åñëè ìû ñðàâíèì ÷èñëèòåëüè çíàìåíàòåëü ýòîé äðîáè, òî, òàê æå

êàê è â ñëó÷àå ñ sinx
x

óâèäåì, ÷òî îíè î÷åíü áëèçêè, ñáëèæàþòñÿ ãîðàçäî áûñòðåå,

÷åì êàæäîå èç çíà÷åíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

x 1 0.5 0.1 0.05 0.01

ex − 1

(ex − 1)− x
ex−1
x
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Ìû âèäèì, ÷òî îòíîøåíèå ex−1
x

ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áëèæå è áëèæå ê åäèíèöå, ò.å.

lim
x→0

ex−1
x

= 1 . Êîíå÷íî, ìû íå äîêàçàëè ýòî ðàâåíñòâî, è ìû íå áóäåì åãî äîêàçû-

âàòü, ïðîñòî ïðîèëëþñòðèðîâàëè ðàâåíñòâî ïðèìåðàìè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî çàìå-

÷àòåëüíîãî ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè â ëþáîì ñòàíäàðòíîì ó÷åáíèêå ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà (íàïðèìåð: Çîðè÷, 1997).

4.17 Ïðèìåð lim
x→0

ex−1
2x

= lim
x→0

1
2
ex−1
x

= 1
2

lim
x→0

ex−1
x

= 1

4.18 Ïðèìåð lim
x→0

3x+x2

ex−1
= lim

x→0

x(3+x)
ex−1

= lim
x→0

x
ex−1

(3 + x) = lim
x→0

x
ex−1
× lim

x→0
(3 + x) = 3

4.19 Ïðèìåð lim
x→0

ex−1+sinx
4x

= lim
x→0

(
ex−1
4x

+ sinx
4x

)
= lim

x→0

ex−1
4x

+ lim
x→0

sinx
4x

= 1
4

+ 1
4

= 1
2

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè êàêàÿ-òî âåëè÷èíà y ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî îòíëîøåíèå ey−1
y

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå

4.20 Ïðèìåð Íàéä¼ì ïðåäåë lim
x→0

e3x−1
x

. Åñëè x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî è 3x ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî lim
x→0

e3x−1
x

= lim
3x→0

e3x−1
x

= lim
3x→0

3(e3x−1)
3x

= 3

4.21 Ïðèìåð Íàéä¼ì ïðåäåë lim
x→0

e2x−1
x

4.22 Ïðèìåð lim
x→0

e10x−1
5x

4.23 Ïðèìåð lim
x→0

e2x−1
sin 5x

= lim
x→0

e2x−1
2x

2x
sin 5x

= 1× lim
x→0

2x
sin 5x

= lim
x→0

5x
sin 5x

2
5

= 2
5

4.24 Ïðèìåð lim
x→0

e6x−1
1−e2x

4.25 Ïðèìåð lim
x→0

(e3x−1) sin 2x

(1−e4x) sin 5x

4.26 Ïðèìåð lim
x→0

sin2 3x
x−xe4x
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lim
x→0

1−cosx
x2 Èñïîëüçóÿ çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë lim

x→0

sinx
x

íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåä-

ñòâèå, òîæå î÷åíü ïîëåçíîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ. Èòàê, íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåë

lim
x→0

1−cosx
x2 . Âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëîé äëÿ êîñèíóñà äâîéíîãî óã-

ëà:

cos 2α = 1− 2 sin2 α

Ïóñòü 2α = x, âåäü èìåííî cosx ó÷àñòâóåò â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðèìåðå. Òîãäà

α = x
2
. Èòàê, lim

x→0

1−cosx
x2 = lim

x→0

1−(1−2 sin2 x
2 )

x2 = lim
x→0

2 sin2 x
2

x2 = lim
x→0

2 sin2 x
2

4(x2 )
2 = 2

4
= 1

2

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì:

lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2

4.27 Ïðèìåð Íàéä¼ì lim
x→0

1−cos 2x
sinx sin 3x

. Åñëè x → 0, òî 2x → 0, ò.å. lim
x→0

1−cos 2x
sinx sin 3x

=

lim
x→0

(
1−cos 2x

(2x)2
× (2x)2

sinx sin 3x

)
= lim

x→0

1−cos 2x
(2x)2

× lim
x→0

4x2

sinx sin 3x
= 1

2
lim
x→0

x×3x
sinx sin 3x

× 4
3

= 2
3

4.28 Óïðàæíåíèå lim
x→0

cos 3x−1
sinx(ex−1)

4.29 Óïðàæíåíèå lim
x→0

cos 3x−cos 2x
sinx(e2x−1)

Óêàçàíèå: cos 3x − cos 2x = (cos 3x− 1) −

(cos 2x− 1)

4.30 Óïðàæíåíèå lim
x→0

ex sinx−e2x sinx
1−cos 3x

4.31 Óïðàæíåíèå lim
x→0

(e2x−1)(e3x−1)
1−cos 2x

4.32 Óïðàæíåíèå lim
x→0

sin 2x(e3x−1)
cos 3x−1

lim
x→0

ln(x+1)
x

Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

lim
y→0

ey−1
y

= 1. Ïóñòü ln(x + 1) = y . Òîãäà åñëè x = 0, òî è y = ln(0 + 1) = 0 , áî-

ëåå òîãî, åñëè x → 0, òî è y → 0 . Åñëè ln(x + 1) = y , òî eln(x+1) = ey, à çíà÷èò

(x+ 1) = ey è x = ey − 1.

Èòàê,

lim
x→0

ln(x+ 1)

x
= lim

y→0

y

ey − 1
=

1

lim
y→0

ey−1
y

= 1
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4.33 Ïðèìåð lim
x→0

ln(2x+1)
sin 3x

lim
x→0

(1+x)α−1
x

Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ýòîò ïðåäåë, à ïîòîì èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ëþáûõ

ïîëîæèòåëüíûõ α, äðîáíûõ, èððàöèîíàëüíûõ, ëþáûõ. Îäíàêî ïîäðîáíî ìû ðàçáåð¼ì

ñëó÷àè ñ íåñêîëüêèìè öåëûìè α.

Ïóñòü α = 1 . Òîãäà ïðåäåë âû÷èñëèòü î÷åíü ïðîñòî:

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= lim

x→0

1 + x− 1

x
= 1

Ïóñòü α = 2. Òîãäà

lim
x→0

(1 + x)2 − 1

x
= lim

x→0

1 + 2x+ x2 − 1

x
= lim

x→0

2x+ x2

x
= lim

x→0
(2 + x) = 2

Íåñëîæíî ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ è ïðè α = 3 è α = 4 , äëÿ ýòîãî íóæíî ëèøü

âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

Èòàê,

lim
x→0

(1 + x)3 − 1

x
= lim

x→0

1 + 3x+ 3x2 + x3 − 1

x
= lim

x→0

(
3 + 3x+ x2

)
= 3

lim
x→0

(1 + x)4 − 1

x
= lim

x→0

1 + 4x+ 6x2 + 4x3 + x4 − 1

x
= lim

x→0

(
4 + 6x+ 4x2 + x3

)
= 4

Îêàçûâàåòñÿ, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà âåðíà äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ α :

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α

Íàïðèìåð, lim
x→0

√
1+x−1
x

= lim
x→0

(1+x)
1
2−1

x
= 1

2
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4.34 Ïðèìåð lim
x→0

2√1+3x− 3√1+2x
x

= lim
x→0

(1+3x)
1
2−(1+2x)

1
3

x
= lim

x→0

(
(1+3x)

1
2−1

x
− (1+2x)

1
3−1

x

)
=

lim
x→0

(1+3x)
1
2−1

x
− lim

x→0

(1+2x)
1
3−1

x
= 3

2
− 2

3
= 5

6

4.35 Óïðàæíåíèå lim
x→0

2√1+4x− 3√1+3x
2x

4.36 Óïðàæíåíèå lim
x→0

3√1+6x−1
3x

4.37 Óïðàæíåíèå lim
x→0

2√1+4x−(1+x)2

2x

Ñäâèã ïåðåìåííîé Ïî÷òè âñå ïðåäåëû, êîòîðûå ìû èñêàëè, áûëè ïðè x → 0

. Êîíå÷íî, â çàäà÷àõ âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå ïåðåìåííûå, íå ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ,

îäíàêî ýòî íå ìåøàåò èñïîëüçîâàòü íàì çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû: ñäâèã ïåðåìåííîé

ñâîäèò çàäà÷ó ê óæå ðåøåííûì

4.38 Ïðèìåð lim
x→π

2

cosx
π−2x

Ïóñòü y = x− π
2
, òîãäà åñëè x→ π

2
, òî

y = x− π

2
→ π

2
− π

2
= 0,

ò.å. y → 0. Åñëè y = x− π
2
òî x = y + π

2
. Âîçâðàùàåìñÿ ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å

lim
x→π

2

cosx

π − 2x
= lim

y→0

cos
(
y + π

2

)
π − 2

(
y + π

2

) = lim
y→0

− sin y

π − 2y − π
=

1

2

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé ïðèâåäåíèÿ cos
(
y + π

2

)
= − sin y

5 Äðóãèå òèïû íåîïðåäåë¼ííîñòè

Âñå ïðåäåëû, êîòîðûå ìû èñêàëè ðàíüøå, îòíîñèëèñü ê òèïàì 0
0
, ∞∞ èëè (∞−∞)

, ò.å. ìû èñêàëè ïðåäåë îòíîøåíèÿ äâóõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ èëè ê áåñêîíå÷íîñòè èëè èñêàëè ðàçíîñòü äâóõ âåëè÷èí, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè. Êîíå÷íî, ñðåäè çàäà÷ î íàõîæäåíèè ïðåäåëîâ, âñòðå÷àþòñÿ íå òîëüêî

òàêèå.
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5.1 Ïðèìåð Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
.

Êàçàëîñü áû, â ÷¼ì òóò ñëîæíîñòü? lim
x→∞

(
1 + 1

x

)
= 1 , åäèíèöà â ëþáîé ñòåïåíè

ðàâíà åäèíèöå, çíà÷èò lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= 1. Îäíàêà ýòî ñîâåðøåííî íå òàê, äëÿ òîãî,

÷òîáû ýòî óâèäåòü, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ:

x 1 10 100 1000(
1 + 1

x

)x
2 ≈ 2.593 7 ≈ 2.705 ≈ 2.718

Ïî ÷èñëåííûì äàííûì ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåëè÷èíà
(
1 + 1

x

)x
ñõîäèòñÿ ïðè

x → ∞ ê íåêîòîðìó ÷èñëó, è ýòî ÷èñëî ñîâåðøåííî íå ðàâíî åäèíèöå. Ýòî äåéñòâè-

òåëüíî òàê.

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e ≈ 2.718281828

×èñëî e îäíà èç çàìå÷àòåëüíûõ ìèðîâûõ êîíñòàíò, âåëè÷èí, âñòðå÷àþùèõñÿ

íåîæèäàííûì îáðàçîì â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ çíàíèé. Ýòî ÷èñëî íåëüçÿ ïðåäñòà-

âèòü â âèäå êîíå÷íîé äðîáè, ò.å. îíî èððàöèîíàëüíî. ×èñëî e íå ìîæåò áóòü êîðíåì

íèêàêîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè: íè êâàäðàòíîãî,

íè êóáè÷åñêîãî, íè äàæå óðàíåíèÿ ñîòîé ñòåïåíè. ×èñëî e ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî-

ðàçíîìó, ó íåãî ìíîãî çàìå÷àòåëüíûõ îïðåäåëåëíèé, è ïðåäåë lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
îäíî èç

íèõ. Îäíàêî, åñëè ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûì ïðåäåë lim
x→0

ex−1
x

, òî ïðåäåë lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
ìîæíî âû÷èñëèòü. (Îáû÷íî, ïðè ñòðîãîì èçëîæåíèè òåîðèè ïðåäåëîâ ýòè ïðåäåëû

íàõîäÿò â îáðàòíîì ïîðÿäêå). Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì íàòóðàëüíîãî

ëîãàðèôìà: a = eln a è ñâîéñòâîì ln
[
ab
]

= b ln a. Èòàê:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

x→∞
eln[(1+ 1

x)
x
] = lim

x→∞
ex ln(1+ 1

x)

Ïóñòü y = 1
x
. Òîãäà åñëè x→∞ , òî y → 0 . Çíà÷èò,

lim
x→∞

ex ln(1+ 1
x) = lim

y→0
e

1
y

ln(1+y) = lim
y→0

e
ln(1+y)

y = e
lim
y→0

ln(1+y)
y = e1 = e

Â ïîñëåäíåì äåéñòâèè ìû ñäåëàëè åù¼ îäèí íåòðèâèàëüíûé õîä. Ïî÷åìó, ñîá-

ñòâåííî, lim
y→0

e
ln(1+y)

y = e
lim
y→0

ln(1+y)
y ? Âîâñå íå âñåãäà ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè çíà÷îê
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ïðåäåëà è ôóíêöèþ, à òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ. Ýòî è åñòü, â êàêîì-òî

ñìûñëå, îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå. Ôóíêöèÿ ex íåïðåðûâíà (ýòî

óòâåðæäåíèå ìû íå äîêàçûâàëàè, è äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî äîêàçàòü, íóæíî ìíîãî âî-

çèòüñÿ ñ ïðåäåëàìè), ñ íåé òàêîé ïåðåõîä äåëàòü ìîæíî. À ôóíêöèÿ f (x) = [x] -

öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà íå íåïðåðûâíà, ñ íåé òàêîé ôîêóñ áû íå ïðîø¼ë. Äåéñòâèòåëü-

íî, lim
n→∞

[
1− 1

n

]
= 0 , ò.ê. äëÿ ëþáîãî n ÷èñëî

(
1− 1

n

)
íå ìåíüøå íóëÿ, íî ìåíüøå

åäèíèöû. Îäíàêî
[
1− lim

n→∞
1
n

]
= 1 , ò.ê. lim

n→∞
1
n

= 0 .

5.2 Ïðèìåð Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

(1 + 2x)
3
x . Âîñïîëüçóåìñÿ îïÿòü îïðåäåëåíèåì ëî-

ãàðèôìà a = eln a . Èòàê, lim
x→0

(1 + 2x)
3
x = lim

x→0
eln(1+2x) 3

x = lim
x→0

e
3 ln(1+2x)

x = e
lim
x→0

3 ln(1+2x)
x

. Çàäà÷à ñâåëàñü ê íàøîæäåíèþ ïðåäåëà lim
x→0

3 ln(1+2x)
x

, íàéä¼ì åãî. lim
x→0

3 ln(1+2x)
x

=

lim
x→0

6 ln(1+2x)
2x

= 6 , èòàê, lim
x→0

(1 + 2x)
3
x = e

lim
x→0

3 ln(1+2x)
x = e6

5.3 Ïðèìåð Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

(1 + sin x)
3

e2x−1

5.4 Ïðèìåð Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

cosx
1

sin 2x sin 3x

5.5 Ïðèìåð Íàéòè ïðåäåë lim
x→∞

(
1 + 1

2x

)4x
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