
Äîìàøíåå çàäàíèå 3

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ëàãðàíæèàíîì

L(x, y, ẋ, ẏ) =
(ẋ)2 + (ẏ)2

2
+ y.

(Óêàçàíèå: âñïîìíèòå øêîëüíóþ ôèçèêó è ïðîøëîãîäíèé êóðñ ìå-
õàíèêè).

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí, îïðåäåëåííûé â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè ôîðìóëîé

L(x, y, ẋ, ẏ) =
(ẋ)2 + (ẏ)2

y

Äîêàæèòå, ÷òî èñòèííûå òðàåêòîðèè � ýòî ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè. (Óêàçàíèå: ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, à ìîæíî âñïîìíèòü äîìàøíåå çàäà-
íèå 1).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü L(x, ẋ) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò ẋ ∈ Rn, êîýôôè-
öèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò x ∈ Rn (äîñòàòî÷íî ãëàäêî). Äîêàæèòå,
÷òî

d

dt
L(γ(t), γ̇(t)) = 0

äëÿ ëþáîé èñòèííîé òðàåêòîðèè γ ãàìèëüòîíèàíà L.

Çàäà÷à 4. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðåäïîëîæèì äîïîëíè-
òåëüíî, ÷òî L(x, v) > 0 äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v. Äîêàæè-
òå, ÷òî èñòèííûå òðàåòîðèè ëàãðàíæèàíà L ÿâëÿþòñÿ òàêæå èñòèí-
íûìè òðàåêòîðèÿìè ëàãðàíæèàíà

√
L (ëàãðàíæèàí L íàçûâàþò ðè-

ìàíîâîé ìåòðèêîé, à åãî èñòèííûå òðàåêòîðèè � ãåîäåçè÷åñêèìè
ýòîé ìåòðèêè; èíòåãðàë îò

√
L âäîëü ãëàäêîé êðèâîé ðàâåí äëèíå

ýòîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî äàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè).

1


