
Àíàëèç I Ëèñòîê 6

Ïðîèçâîëüíûå ðÿäû
Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå ïðèçíàê Ëåéáíèöà: åñëè an � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëü-
íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî an > an+1 è lim

n→∞
an = 0, òî ðÿä a1 − a2 + a3 − a4 + . . .

ñõîäèòñÿ.
b)Íåîáõîäèìî ëè â ýòîì ïðèçíàêå ïðåäïîëàãàòü an > an+1?
Çàäà÷à 2.Ïóñòü ðÿäû a1+a2+. . . è b1+b2+. . . ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ê A è B ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâåäåíèé anbm, n, m ∈ N, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,
è åãî ñóììà ðàâíà AB.
Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä ez = 1+ z

1!
+ z2

2!
+ z3

3!
+ . . . ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîãî

êîìïëåêñíîãî z.
b)Äîêàæèòå, ÷òî ez1+z2 = ez1ez2 .

c)Äîêàæèòå, ÷òî |eφi| = 1 äëÿ âåùåñòâåííûõ φ.
Ïîäñêàçêà: ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî ez = ez.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü an è bn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
a) Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû Bn = b1 + · · ·+ bn. Äîêàæèòå, ÷òî

(1)
k∑

n=1

anbn = ak+1Bk −
k∑

n=1

(an+1 − an)Bn.

b)Äîêàæèòå ïðèçíàê Àáåëÿ: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, à ðÿä
b1 + b2 + . . . ñõîäèòñÿ, òî ðÿä a1b1 + a2b2 + a3b3 + . . . ñõîäèòñÿ.
Ïîäñêàçêà: äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak+1Bk ñõîäèòñÿ, çàòåì ïðèìåíèòå êðèòåðèé
Êîøè êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó (1).
c)Äîêàæèòå ïðèçíàê Äèðèõëå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííà è lim

n→∞
an = 0, à

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bn îãðàíè÷åíà, òî ðÿä a1b1 + a2b2 + a3b3 + . . . ñõîäèòñÿ.
Ïîäñêàçêà: äåéñòâóéòå àíàëîãè÷íî.
d∗)Íåîáõîäèìà ëè ìîíîòîííîñòü an â ýòèõ ïðèçíàêàõ?
Çàäà÷à 5. Âûÿñíèòå, ñõîäÿòñÿ ëè ñëåäóþùèå ðÿäû.
a) sin(x)− sin(2x)
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c) 1− 1
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4q + . . . , p, q ∈ N;
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+ . . . ;

f)
∞∑

n=1

(−1)n n√2
n

;

g) sin(x) + sin(2x)
2

+ sin(3x)
3

+ . . . , x ∈ R;
h∗)

∞∑
n=1

sin(nx)P (n)
Q(n)

, ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû.

i∗)Ïðè êàêèõ x ðÿä ïóíêòà g) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî?
Çàäà÷à 6∗. Êàêèå ïîäìîæåñòâà C ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêàìè ñëàãàåìûõ óñëîâíî
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?


