КР1.2.  Вероятностно-статистические модели и методы в менеджменте
21.10.10
{Уровни сложности: (стандартный;  *первый;
   **второй;
***третий)}.
Задача 1. Пусть даны случайные величины X  и   Y = 2 X – 3.  М[X] = 5;   D[X] =1.
Найдите:  М[Y];  D[Y],   cov(X, Y),  cor (X, Y),  cor (X, X). 
Ответы: М[Y] = 7;  D[Y] = 4;  cor (X, Y) = 1 (линейность);  cov(X, Y)= 2;   cor (X, X) = 1.
Задача 2**. Найти в буквенном выражении о.м.п. θомп для параметров  закона распределения сл.в., моделирующей количество изделий X с отклонениями от декларированных требований в поставляемых партиях объема 1000: по выборочным наблюдениям  объема 20,  x20 = (x1, x2, …).
Решение: 

1. Возможны два варианта моделей для X:    а. X ~ Bi (1000; p);   б. X ~ Pois(λ) { λ = 1000· p}. Модель б.  лучше.

   




X ~ Pois(θ);  

М[X] = D[X] = θ > 0.  
2. Функция правдоподобия 
L(θ; xn) = θ x1+ x2+…+ xn . exp(-nθ) / [(x1)! ·(x2)! ·…· (xn)!] 
для выборки xn = (x1, x2,…, xn) длины n = 20.
После монотонного преобразования:
L*(θ; xn) = (x1+ x2+…+ xn) · ln θ – nθ.
Ответ:  θомп = (x1+ x2+…+ xn)/n , n = 20.
Задача 3. а) По выборке x20 = (x1,x2,…,x20)  построить буквенные выражения для выборочных оценок параметров  закона распределения сл.в., моделирующей количество изделий X с отклонениями от декларированных требований, в поставляемых партиях объема 1000 и сопоставить их с соответствующими о.м.п., найденными в задаче 2.
б) Сформулируйте известные Вам свойства найденных оценок.
Решение: 

1а. Модель 
X ~ Pois(θ); 
θ = М[X].
2а. Выборочная оценка для М[X] - выборочное среднее:Т1(xn)= (x1+ x2+…+ xn)/n, n= 20.

3а. Полученная выборочная оценка совпадает с    о.м.п. θомп.
Ответ: а. 
Выборочная оценка для М[X] - выборочное среднее: Т1(xn)=(x1+ x2+…+xn)/n, n = 20. 
Ответ: б. 
Свойство 1. M[Т1(xn)] = M[X] = θ = λ .

Свойство 2.  D[Т1(xn)] = D[X]/n = θ/n = λ/n,   n = 20.  
Свойство 3.  Т1(xn) ~  N(θ;  θ/n) ,   n = 20.         

Свойство 4.  Полученная выборочная оценка совпадает   с    о.м.п. θомп.
Задача 4.  Найти α : P(X <  2) > α,  используя найденные оценки параметров сл.в. X  
(при выборочном среднем X  равном 5).

Решение:
Модель: 
X ~ Pois(θ) = Pois(5).
Ответ:   
P(X < 2) = P(X = 0) + P(X =1) = (λ0/ 0!)exp(-5) + (λ1/ 1!)exp(-5) = (1+5) exp(-5) = 6·exp(-5)= =0.0404 > 0.04 = α. 

Задача 5*.  Используя найденные оценки параметров сл.в. X,  
(при выборочном среднем X равном 5):

 а) построить симметричный доверительный интервал (аβ, bβ)  уровня доверия β = 0.95 для M[X] сл.в. X : 


P(аβ <  M[X] < bβ ) > β =0.95.   
б) Найти длину 2·Δβ,  построенного интервала  (Δβ : ошибка оценки м.о. сл.в. X).
Решение:    
1. Модель:  X ~ Pois(λ) , M[X] = λ = 5 = D[X],  β =0.95;  n = 20.
2. θ = M[X] ~ Т1(xn)  ~  N(Т1;  Т1/n) ~  N(5;  5/n) ~ N(5;  0,25);        (Т1(xn) = 5). 
3. D[X]/n = 5/20 = 0.25;  стандартная  ошибка оценки M[X]:  Δ  = √ (D[X]/n) = 0,5.

4. Симметричный доверительный интервал уровня доверия β для M[X]: 

(аβ; bβ) :  P(аβ <  M[X] < bβ ) > β; 

аβ = 5 - Δβ;
bβ = 5 + Δβ;
5.  Ошибка оценки м.о.  сл.в. X:   Δβ = zβ· Δ;  zβ = z0.95 = 2;  Δβ =2·0,5 = 1.

Ответ а:   Симметричный доверительный интервал (аβ, bβ):
аβ = 4;   bβ = 6,  (β = 0.95).
Ответ б:  Длина интервала:    2·Δβ = 2.
Задача 6*.  Найти n0,  минимальный размер случайной выборки, чтобы длина Δβ, ошибки оценки м.о.  сл.в. X,   при  выборке  xn0 = (x1, x2, …), (при выборочном среднем X равном 5), была бы  меньше заданного числа 1.
Решение:  (См.  решение задачи 5.)
1. Длина ошибки оценки м.о.  сл.в. X    Δβ  = zβ· Δ , √ (D[X]/n);   


2. Δ,  стандартная  ошибка, равна    √ (D[X]/ n0),
D[X] = M[X] = 5.
3. | Δβ | < 1,  следовательно, n0 > (zβ)2· D[X] = 4·5 = 20.  

n0  = 21.
Ответ:  n0  = 21.
