Тема 1:  Сл.в.: м.о., дисперсия; корреляция сл.в.
Теория:
1. М[X] = E[X] : м.о. сл.в.X = среднее значение  сл.в. Х.
М[аX + bY + c] = М[X] + bM[Y] + c.

2. D[X] = var[X] = σx2 : дисперсия сл.в.X; 
D[X] = M[(X-M[X]) 2 = M[X2] - M[X] 2.
σx : стандартное отклонение сл.в.  от м.о. сл.в. X.
D[аX + bY + c] = а2 D[X] + b2 [Y] + 2ab·cov(X, Y).  
3. cov(X, Y) = М[(X- М[X]) · М[(Y- М[Y])   =  М[(X·Y)] - М[X] · М[Y].
cov(aX +b, cY+d)  =
a·c·cov(X, Y).

4. cor (X, Y) = ρ(X, Y) = cov(X, Y) / (σx·σx).
cor(aX +b, cY+d)  =
(a·c)/(| a·c |) · cor(X, Y) = sign(a·c) · cor(X, Y). 






sign(u) = { 1, если  u > 0;  -1, если  u < 0}.
Свойство 1. 

Если X и Y
независимы,  тогда 
cor(aX +b, cY+d)  =
cor(X, Y) = 0
Свойство 2.

Если Y = aX +b, линейно зависимы, тогда |cor(X, Y)|  = 1 ,  точнее   cor(X, Y) = 1· sign(a).

Задачи:
Задача 1.а. Пусть даны случайные величины X  и   Y = 2 X – 3.  М[X] = 5;   D[X] =1
Найдите:  М[Y];  D[Y],   cov(X, Y)  и  cor (X, Y). 
Задача 1.б.  Пусть даны случайные величины X и Y. 
М[X] = -5; М[Y] = 10; σx = 2; σy = 3; ρ(X, Y) = 0,95. 

Найдите:  М[X·Y].
Тема 2:  Оценки параметров законов распределения сл.в. по случайной выборке. 
  Оценки максимального правдоподобия (о.м.п.).
Обозначения. 

1. Sn (..k) - сумма n слагаемых зависящих от индекса k: от 1 до n.  
Например: Sn(xk) = x1+ x2 + …+ xk + …+ xn . 

Замечание: В индексах Sn(xk)   пропечатывается как Sn(xk)   или  Sn(xk).
2. Пn(..k)    -  произведение n сомножителей зависящих от индекса k:  от 1 до n.  

Например:  Пn(xk)  = x1· x2 · …· xk ·… · xn .

Замечание: В индексах Пn(xk)   пропечатывается как Пn(xk)  или  Пn(xk).
Теория:
1. Случайная выборка:  Xn = (X1, X2, …, Xn), 
(сл. выборка),

н.о.р. сл.величин (н.о.р.  - независимые одинаково распределенные  сл.в.),

независимые наблюдения одного и того же показателя, модель которого – сл.в. X.
2.  Выборка (значения сл. выборки):  xn = (x1, x2, …, xn), значения n независимых наблюдений одного и того же показателя, модель которого – сл.в. X.
3.a. Закон распределения сл.в. X с неизвестным значением параметра θ можно задать 
функцией правдоподобия  L(u; θ):  
L(у; θ) > L(z; θ), если  Pθ(X = у) > Pθ(X = z). 

А. Для дискретной сл.в.  X,  принимающей значения xk  с вероятностью p(xk; θ), 
L(u; θ):  L(xk; θ) = Pθ(X= xk) = p(xk; θ).

Б.  Для непрерывной сл.в.  X  c плотностью распределения p(u; θ):

L(u; θ) = p(u; θ), если xk  значение сл.в.  Xk, то:  L(xk; θ) = p(xk; θ). 
4.a. L(xk; θ) – функция максимального правдоподобия (ф.м.п.-1) для параметра θ при выборочном изолированном значении   xk   наблюдаемой  сл.в. X.
3.б. Функция правдоподобия случайной выборки Xn : 
L(un; θ) = L(u1, u2,…, un,; θ) = L(u1; θ) · L(u2; θ) ·…· L(un; θ) = Пn [L(uk; θ)].
4.б. Функция максимального правдоподобия (ф.м.п.) при выборке xn:  L(xn; θ).
5. Оценка неизвестного параметра θ: функция выборки Tθ(xn) задающая оценку возможного значения параметра θ. 

6. Tθ(Xn) – статистика, сл.в.,  оценивающая возможное значение параметра θ.
7. Оценка максимального правдоподобия параметра θ по выборке xn,   такая оценка параметра θомп(xn) = θомп, при подстановке которой вместо θ в функцию максимального правдоподобия,  L(xn;θ) принимает локально максимальное значение. 
Другими словами,  θомп  - точка экстремума функции L(xn;θ), как функции аргумента θ.
8.
Замечание 1. Точку θомп   проще находить как точку максимального значения преобразованной функции максимального правдоподобия L*( xn; θ): 



L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      где f(u) – некоторая неубывающая функция.
9.
Замечание 2.    θомп = θ(x1, x2, …),  при разных значениях выборочных наблюдений принимает значения, дающие приближенное значение неизвестного параметра θ.
10.  Если рассматривать θомп = θ(X1, X2, …), то мы получим сл.в. «случайную оценку значений искомого параметра распределения». Вероятностное распределение значений этой сл.в. задает вероятностное распределение возможных значений искомого параметра. 
Задача 2. Найти о.м.п. θомп  для параметров θ основных законов распределения сл.в.
Решение приводится в ниже рассмотренных примерах.

Примеры: 
ф.м.п.,   L*(xn;θ)   и   омп 

для основных типов распределений сл.в.,  θ –параметр распределения сл.в. X.
Пример 1. Сл.в. Бернулли:  (Индикатор наступления события): 
X k ~ B(θ)| θ=p. 

М[X k] = p,   D[X k] = p · (1 – p) = p · q. 
p = P(X k = 1), 
q = 1 - p = P(X k = 0);
ф.м.п.-1.
 L(xk; θ) = θ xk · (1 – θ) (1 – xk) ,    {xk = 1, либо xk = 0}.
ф.м.п.

L(xn; θ) =  {P(X1 = x1, X2 = x2, …,  Xn = xn ) = Пn(L(xk; θ))} = Пn(θ xk · (1 – θ) (1 – xk)) = 
  

=   θ Snxk · (1- θ) n- Snxk      - 
ф.м.п.  для  сл.в. Бернулли. 
Преобразование: 
L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      f(u) = ln(u). 
Тогда 
L*( xn; θ) = Sn(xk) · ln(θ) + (n - Sn(xk)) · ln(1-θ).

ОМП

θомп  ( xn) = Sn(xk) / n  
- выборочное среднее.

Пример 2.  Биномиальное распределение сл.в.: 
X k ~ Bi(N, θ)| θ=p.
(Количество успехов в серии  N  н.о.р.сл.в.  Бернулли B(θ)). 
X k  = Y 1 + Y 2 + … +Y N  ,  (Y k  – н.о.р.сл.в. Бернулли)      

М[X k] = N· p,  
 D[X k] = N · p · (1 – p) = N· p · q.
ф.м.п.-1.
L(xk; θ) = CN xk · θ xk · (1 – θ) (N – xk) ,    {xk = 0, либо xk = 1, …, либо xk = N}.
ф.м.п.
L(xn; θ) = {P(X1 = x1,X2 = x2, …, Xn = xn) = Пn(L(xk; θ))} = Пn(CN xk · θ xk · (1 – θ) (N – xk)) = (Пn (CN xk)) · θ Snxk ·(1- θ) Nn - Snxk     - ф.м.п.  для  биномиальной сл.в.. 
Преобразование: 
L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      f(u) = ln(u / [Пn(CN xn )]. 
Тогда 

L*( xn; θ) = Sn(xk) · ln(θ) + (N·n - Sn(xk)) · ln(1-θ).

ОМП 

θомп  ( xn) = Sn(xk) /(N·n).

Пример 3.  Распределение Пуассона:  X k ~ P(θ)| θ=λ.

(Количество редких событий за единичный временной  интервал). 

λ  - интенсивность потока редких событий 
(среднее число поступивших событий за единичный временной  интервал).    
М[X k] = θ,  
 D[X k] = θ.
ф.м.п.-1.
L(xk; θ) = exp (-θ) · θ xk/ [(xk)!],  {xk = 0, либо xk = 1, …, либо xk = n, …}.
ф.м.п.
L(xn; θ) = {P(X1 = x1,X2 = x2, …, Xn = xn) = Пn(L(xk; θ))} = Пn(exp (-θ) · θ xk/ [(xk)!]) =
= exp (-n· θ) · (θ Snxk) / Пn( (xk)!) 
- ф.м.п.  для  сл.в. Пуассона.
Преобразование: 
L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      f(u) = ln[u · Пn( (xk)!)].
Тогда 

L*( xn; θ) = -n· θ + Sn(xk) · ln(θ).  
ОМП 

θомп  ( xn) = Sn(xk) /n

- выборочное среднее.
Пример 4.  Экспоненциональное (показательное) распределение:  X k ~ E(θ)| θ=λ.  
(Длительность временного интервалами между моментами поступления соседних редких событий). 
λ  - интенсивность потока редких событий 
(среднее число поступивших событий за единичный временной  интервал).  
М[X k] = 1/θ,  
 D[X k] = 1/ θ2.
ф.м.п.-1.
L(xk; θ) = θ · exp ( - θ· xk), {xk > 0}.
ф.м.п.
L(xn; θ) = { Пn(L(xk; θ)) = Пn [θ · exp ( - θ· xk)]} = 


= θn · exp ( - θ· Sn(xk)   ) - ф.м.п.  для  экспоненциональной сл.в.
Преобразование: 
L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      f(u) = ln(u).
Тогда 

L*( xn; θ) = n · ln(θ) - Sn(xk)· θ.
ОМП 
θомп  ( xn) = n / Sn(xk) .
Пример 5.  Нормально распределенная случайная величина:  X k ~ N(θ; σ2)| θ=m.  
(Модель характеристики, результата сложения (наложения) нескольких независимых показателей, с неизвестным значением среднего).

М[X k] = θ,  
 D[X k] = σ2, известное значение.

ф.м.п.-1.
L(xk; θ) = (1/ √(2·π· σ2) ) · exp ( - (xk – θ)2/(2 σ2)).
ф.м.п.
L(xn; θ) = { Пn(L(xk; θ)) = Пn(1/ √(2·π· σ2) ) · [exp (- Sn((xk - θ)2) /(2 σ2) )]} -
для  нормально распределенной случайной величины 
с известной дисперсией и неизвестным средним

Преобразование: 
L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      f(u) = ln[u / Пn(1/ √(2·π· σ2)] · (2 σ2).
Тогда 
L*( xn; θ) = (- Sn((xk - θ)2).
ОМП 
θомп  ( xn) = θомп  ( xn) = Sn(xk) /n
- выборочное среднее.
Пример 6.  Нормально распределенная случайная величина:  X k ~ N(m; θ)| θ = σ2.  
(Модель характеристики, результата сложения (наложения) нескольких независимых показателей, с неизвестным значением дисперсии).


М[X k] = m - известное значение;  
 D[X k] = θ, неизвестное значение.

ф.м.п.-1.
L(xk; θ) = (1/ √(2·π· θ) ) · exp ( - (xk – m)2/(2 θ)).
ф.м.п.
L(xn; θ) = {Пn(L(xk; θ)) = Пn(1/ √(2·π· θ) ) · [exp (- Sn((xk - m)2) /(2 θ) )]} =

= (2·π· θ)n/2 · [exp (- ((2 θ)- n ) · Sn((xk - m)2) ] -
для  нормально распределенной случайной величины 
с известным средним и неизвестной дисперсией.

Преобразование: 
L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      f(u) = 2·ln[u / Пn(1/ √(2·π)].

Тогда 
L*( xn; θ) = -n ln θ - Sn((xk - m)2)/ θ.
ОМП 
θомп  ( xn) = Sn((xk - m)2) )/ n 
- выборочная дисперсия.
Пример 7.  Нормально распределенная случайная величина: 

Xk~N(θ1; θ2)| (θ1= m; θ2 = σ2).  
(Модель характеристики, результата сложения (наложения) нескольких независимых показателей, с неизвестными  значениями среднего и дисперсии).


М[X k] = θ1 - неизвестное значение;  
 D[X k] = θ2, неизвестное значение.

ф.м.п.-1.
L(xk; (θ1; θ2)) = (1/ √(2·π· θ2) ) · exp ( - (xk – θ1)2/(2 θ2)).
ф.м.п.
L(xn; (θ1; θ2)) = {Пn(L(xk; (θ1; θ2))) = Пn(1/ √(2·π· θ2) ) · [exp (- Sn((xk - θ1)2) /(2 θ2) )]} =


= (2·π· θ2)n/2 · [exp (- ((2 θ2)- n ) · Sn((xk - θ1)2) ] -
для  нормально распределенной случайной величины 
с неизвестным средним и неизвестной дисперсией.

Преобразование: 
L*( xn; θ) =  f (L(xn; θ)),      f(u) = 2·ln[u / Пn(1/ √(2·π)].

Тогда 
L*( xn; (θ1; θ2)) =  -n ln θ2 - Sn((xk - θ1)2)/ θ2.
ОМП 
θомп  (xn) = (θ1(xn); θ2(xn)) омп = (Sn(xk) /n;   Sn((xk - Sn(xk) /n)2) )/ n- 
выборочная средняя и выборочная дисперсия.
Тема 3:  Выборочные оценки параметров распределений сл.в. выборки Хn.
Выборка: xn = (x1, x2, …, xn):  наблюдения значений последовательности независимых одинаково распределенных (н.о.р.) сл.в.  Хк    (м.о. M[Xk] = m  и дисперсия  D[Xk] = σ2)
1. Выборочная средняя: -x- = (x1 + x2 +… +xn)/n = Sn(xk) /n.  

Свойство 1.а. -x-   ~  N(m; σ2/n).  (При больших n  и  известной σ2  ).       
Свойство 1.б. -x- ~ N(m;S2/n) (При больших n  и неизвестной σ2, но известной оценке  σ2  ~ S2 .)  
Свойство 1.в.  Стандартное отклонение оценки среднего называют стандартной ошибкой оценивания среднего (Δст.ош).   
При известной σ2  ,  Δст.ош. =   √ (σ2/n) = σ/√ n.

При неизвестной σ2, но известной оценке  σ2  ~ S2,  Δст.ош. =   √ (S2/n).
2.1. Выборочная дисперсия: при известном среднем  

S2n= ((x1 – m)2 + (x1 – m)2 + …+( xn – m)2)/n.   
Свойство 2.1.    S2n ~ σ2 · (χ2 n)/n ).  (При больших n.)
2.2. Выборочная дисперсия: при неизвестном среднем  

S2n-1 = ((x1 – -x-)2 + (x1 – -x-)2 + …+( xn – -x-)2)/(n -1) .

 Свойство 2.2.    S2n-1 ~ σ2 · (χ2 n- 1)/(n – 1).   (При больших n.)
Задача 3. По выборке xn = (x1, x2, …)  построить выборочные оценки параметров для основных типов распределений сл.в. в выборке  и сопоставить их с соответствующими (о.м.п.).

Задача 4. Используя найденные оценки параметров распределения сл.в. X  для заданных (а; в) найти α : 

P(а < X <  в) > α . 
Тема 4:  Доверительный интервал для M[X] сл.в. X.
Задача 5.  Используя найденные оценки параметров сл.в. X  построить
доверительный интервал (аβ,  bβ)   уровня доверия β   для M[X] сл.в. X , который по определению обладает свойством 
P(аβ <  M[X] < bβ ) > β.    

Решение. Воспользовавшись свойствами выборочной средней можно построить симметричный интервал: (аβ = -x- - Δβ ;  bβ = -x- + Δβ )  длины 2·Δβ  (Δβ  - отклонение уровня β сл.в. -x- от среднего). 
а) Если известно значение σx2 ,   то  Δβ  = z0,β · Δст.ош  ;  (Δст.ош  =  σx /(√ n) ) , 
где z0,β  отклонение уровня β (от среднего равного 0) сл.в. Z0, (стандартной нормально распределенной), Z0 ~ N(0, 1):    
 




P( - z0,β  <  Z0 < z0,β  ) = β.
б) Если известна оценка для  σ2 :  S2n-1 ,  то    Δβ  = tn -1,β · (√[S2n-1   / n]  = tn -1,β · Δст.ош  ,
где tn -1,β  отклонение уровня β (от среднего равного 0) сл.в. tn -1 (Стьюдента с параметром (n-1)):   
P( - tn -1,β <  tn -1 < tn -1,β) = β.

Задача 6.  Найти n0,  минимальный размер случайной выборки, такое, чтобы длина доверительного интервала 2·Δβ  для среднего сл.в. X  выборки  xn0 = (x1, x2, …) была бы  меньше заданного числа d.
Решение   сводится к решению соответствующих неравенств: 
а) n0: 
2·Δβ = 2·[ z0,β  · σx /(√n0)] < d. 
б) n0 : 2·Δβ = 2·t n -1,β · (√S2n-1  ) /(√n0) < d.  
Модельные количественные характеристики:  (тип распределения модельной сл.в.; параметры распределения и содержательная трактовка этих параметров).
1. Стоимость продукции за период фиксированной продолжительности: z ~ N(m, σ2).
2. Количество изделий X в поставляемой партии (N) с отклонениями от декларированных требований:   X ~ Bi(N; p).
3. Количество экстренных запросов на экспертное оценивание состояния объекта за рабочую смену: X ~ Рois(λ). 
4. Интервалы времени между моментами обращения отдельных клиентов в офис.
Y ~ Exp(λ).
Дополнительная задача.
Задача. Аналитик рынка ценных бумаг оценивает доходность определенного вида акций. Случайная выборка за 16 дней показала, что средняя доходность по акциям данного типа составляет 8% с выборочным средним квадратическим отклонением в 4%. Предполагая, что доходность акции подчиняется нормальному закону распределения, определите ожидаемый двухсторонний доверительный интервал для доходности интересующего аналитика вида акций с уровнем доверия 0,999. 
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