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Ðÿäû Òåéëîðà
Çàäà÷à 1. Çàïèøèòå ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé â òî÷êå x = x0 âíóòðè îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëèòå èõ ðàäèóñû ñõîäèìîñòè è âûÿñíèòå, ãäå îíè ñõîäÿòñÿ ê
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè:
a)xn, n ∈ Z;
b)xa, a ∈ R;
c) ax, a > 0;
d) ln(x);
e) sin(x) è cos(x).
Çàäà÷à 2. Çàïèøèòå ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé â òî÷êå x = 0, îïðåäåëèòå
èõ ðàäèóñû ñõîäèìîñòè è âûÿñíèòå, ãäå îíè ñõîäÿòñÿ ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèè:
a) arctg(x);
b) arcsin(x) è arccos(x);
c) ln
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Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî

ln(2) = 1− 1
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b)Ïóñòü n ∈ N. Çàïèøèòå ln(n) ðÿäîì èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
c)Äîêàæèòå, ÷òî

π = 4− 4
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Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòàíîâêó σ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} çèãçàãîîáðàçíîé,
åñëè σ(2k − 1) < σ(2k) è σ(2k) < σ(2k + 1) äëÿ âñåõ k, ãäå ýòî èìååò ñìûñë. Êîëè÷åñòâî
òàêèõ ïåðåñòàíîâîê íàçîâ¼ì ÷èñëîì Ýéëåðà è îáîçíà÷èì En.
Çàäà÷à 4∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ n > 0 âûïîëíåíî 2En+1 =

n∑
k=0

(
n
k

)
EkEn−k.

b∗)Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå tg(x) â ðÿä Òåéëîðà â x = 0 âûãëÿäèò êàê
∞∑

n=0

E2n+1
x2n+1

(2n + 1)!
.

c∗)Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå 1/ cos(x) â ðÿä Òåéëîðà â x = 0 âûãëÿäèò êàê
∞∑

n=0

E2n
x2n

(2n)!
.

Îïðåäåëåíèå 2. Îïðåäåëèì ÷èñëà Áåðíóëëè Bn êàê êîýôôèöèåíò ïðè xn

n!
ðÿäà Òåéëîðà

ôóíêöèè x
ex−1

â òî÷êå x = 0.
Çàäà÷à 5∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî Bn = 0 ïðè íå÷¼òíîì n > 1.
b∗)Âûðàçèòå B2n ÷åðåç E2n−1.
Çàäà÷à 6∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ k ∈ N âûðàæåíèå Sk(n) = 1k + 2k + · · ·+ nk ñîâïàä¼ò ñ
íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì îò n ñòåïåíè k + 1.
b∗)Âûðàçèòå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè.
Ïîäñêàçêà: ïðîñóììèðóéòå Sk(n)/k! ïî k.


