
úÁÄÁÞÉ �Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ 3, 8.3.2011{1.4.20111. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(z), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ H ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ u = f(z) =
∫ z0 dt

√(1− t2)(1− k2t2) , ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ 0 É z, É 0 < k < 1.÷ÙÂÒÁÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 1 �ÒÉ t = 0. ðÏÌÏÖÉÍK = ∫ 10 dt
√(1− t2)(1− k2t2) ;K ′ = ∫ 1=k1 dt

√(1− t2)(1− k2t2) (ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÆÕÎË�ÉÑ f(z) ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ H := {z : Im z ≥ 0}. b) ðÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ −K;K;K + iK ′;−K + iK ′, ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÀÝÅÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ. Ó) ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ×ÅÒ-ÛÉÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. d) ïÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z = sn(u) (ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÎÕÓ) ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØÄÏ Ä×ÏÑËÏ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó �ÅÒÉÏÄÁÍÉ 4K; 2iK ′ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ u (�ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ).e) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÎÕÌÉ É �ÏÌÀÓÁ sn(u). f) åÓÌÉ � = iK ′=K, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ A Ô.Þ. sn(u) = A�1( u2K )=�0( u2K ).2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÆÕÎË�ÉÑ g(z) = ∫ z0 t−2=3(1− t)−2=3dt ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ H ÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ √32� �3(13). b) ÆÕÎË�ÉÑ h(z) = ∫ z0 dt√1− t4 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏÓÔÏÒÏÎÏÊ 14√��2(14). ) ÆÕÎË�ÉÑ a(z) = ∫ z0 (1− t2)−1=3(1 + t2)−2=3dt ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ÒÏÍÂÓ ÕÇÌÏÍ 60◦ É ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 14√��(13)�(16). d) ÆÕÎË�ÉÑ b(z) = ∫ z0 dt(1− tn) 2n ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2�n�2( 1n)�(n−2n ) sin2 �n . e) ÆÕÎË�ÉÑ (z) = ∫ z0 (1 + t5)2=5(1− t5)4=5dt ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ �ÑÔÉËÏÎÅÞÎÕÀ Ú×ÅÚÄÕ.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ä×ÕÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÙ, É ÇÏÌÏÍÏÒÆ-ÎÙÊ ×ÎÕÔÒÉ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÅÎ.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ öÕËÏ×ÓËÏÇÏ w =ö(z) = 12(z + 1z ) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ a) ÄÏ�ÏÌÎÅ-ÎÉÑ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ËÒÕÇÕ ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÔÒÅÚËÕ [−1; 1℄. b) ÷ÎÅÛÎÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S�, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ±1 É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÓØ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �, ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S2�,�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ±1 É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÓØ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 2� (ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÄÕÇÁ,ÌÅÖÁÝÁÑ × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ �ÏÌÕÍÅÓÑ�, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÊ ÍÅÖÄÕ S� É ÂÌÉÚËÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ S� × ÔÏÞËÅ 1, �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÏ�ÌÀ, ÂÏÌÔÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ ÄÕÇÅ S2� É ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÝÕÀ�Ï ÆÏÒÍÅ �ÒÏÆÉÌØ ËÒÙÌÁ ÓÁÍÏÌÅÔÁ.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ a) ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ É ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÁÌÅÎ ÏÔ-ÒÅÚÏË [0; i℄. b) ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ É ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÁÌÅÎ ÏÔÒÅÚÏË [0; i℄ É ÌÕÞ[2i;∞i℄. ) ÷ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÙ z2 = 2a2 os 2� É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ. d) ïÂÌÁÓÔÉ
|z − 3| > 9; |z − 8| < 16 É ËÏÌØ�Á ÍÅÖÄÕ ËÒÕÇÁÍÉ � < |w| < 1 (ÚÁÏÄÎÏ ÎÁÊÄÉÔÅ �).6. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ × ÚÁÄÁÞÅ 2 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÂÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ B(a; b) := ∫ 10 xa−1(1− x)b−1dx.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) B(a; b) = ∫ ∞0 ya(1 + y)a+b dyy (�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = y1+y ). b) �(a)=ta = ∫ ∞0 yae−ty dyy (�ÏÄ-ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = ty), Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �(a + b)=(1 + t)a+b = ∫ ∞0 ya+be−(1+t)y dyy . ) �(a + b)∫ ∞0 ta(1 + t)a+b dtt =
∫ ∞0 tadtt ∫ ∞0 ya+be−(1+t)y dyy = ∫ ∞0 ya+be−y dyy ∫ ∞0 tae−ty dtt = ∫ ∞0 ya+be−y�(a)ya dyy = �(a) ∫ ∞0 ybe−y dyy == �(a)�(b), ÔÏ ÅÓÔØ B(a; b) = �(a)�(b)�(a+b) . 1


