
Ëèñòîê 18. Âàðèàöèîííûå çàäà÷è.

Çàäà÷è 1à,á), 2 ñîñòàâëÿþò íåîáõîäèìûé ìèíèìóì â ýòîì ëèñòêå.

1. Ïóòíèê äîëæåí ïåðåéòè ïîëå èç íà÷àëüíîé òî÷êè A = (0, 0) â êîíå÷íóþ B = (1, 1)
çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ t = 1. Â òî âðåìÿ, ïîêà îí íàõîäèòñÿ â ïóòè, â ïîëå äóåò

âåòåð, ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè âîçäóõà îòíîñèòåëü-

íî ïóòíèêà, êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè � k = 1. Îïðåäåëèòå îïòèìàëüíóþ

òðàåêòîðèþ ïóòíèêà, çàäà÷à êîòîðîãî � ìèíèìèçèðîâàòü ðàáîòó, çàòðà÷åííóþ íà ïðå-

îäîëåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ âåòðà. Ðåøèòå çàäà÷ó â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

a) ñêîðîñòü âåòðà ïîñòîÿííà ~v = (0,−1);

b) âåòåð ïîñòåïåííî íàðàñòàåò ~v = (0,−t);

c) âåòåð ìåíÿåò íàïðàâëåíèå ïî çàêîíó ~v = (sin πt
2 , − cos πt

2 ).

2. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ëàãðàíæèàí ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû çàâèñèò íå òîëüêî

îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò qi è ñêîðîñòåé q̇i, íî è îò îáîáùåííûõ óñêîðåíèé q̈i, ò.å.,

åñëè L = L(qi, q̇i, q̈i, t), òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, ïîëó÷åííûå èç ïðèíöèïà íàè-

ìåíüøåãî äåéñòâèÿ, áóäóò èìåòü âèä
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= 0.

Êàêèå ïðè ýòîì íàäî íàëîæèòü óñëîâèÿ íà âàðèàöèè òðàåêòîðèé â íà÷àëüíûé è êî-

íå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè?

3. Ïîëüçóÿñü âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì, äîêàæèòå, ÷òî êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó äâóìÿ

òî÷êàìè íà äâóìåðíîé ñôåðå ÿâëÿåòñÿ äóãà áîëüøîãî êðóãà.

4. Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êîòîðîé ðàâíà

0, ñêîëüçèò ïîä äåéñòâèåì ñâîåãî âåñà ïî íåêîòîðîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå

çàäàííûå òî÷êè, íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ

êðèâóþ, íàçûâàåìóþ áðàõèñòîõðîíîé, äâèæåíèå ïî êîòîðîé èç íà÷àëüíîé â êîíå÷íóþ

òî÷êè çàíèìàåò íàèìåíüøåå âðåìÿ.

à) Ïîëüçóÿñü âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì, ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áðà-

õèñòîõðîíû.

á*) Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, íàéäèòå ôîðìó áðàõèñòîõðîíû.


