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2. ïôïâòáöåîéñ ïëòõöîïóôé ÷ ïëòõöîïóôø.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ S1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÁÑ ËÁË {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} = {z ∈ C | |z| = 1}, É
E : R→ S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ E(t) = (cos 2�t; sin 2�t) ÉÌÉ E(t) = e2�it.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ f : S1 → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R → R (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ f) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f ◦ E = E ◦ F . Â) ðÕÓÔØ F1; F2 : R → R |
Ä×Á ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F1(t) − F2(t) = const:, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ
| ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ×) ðÕÓÔØ F | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (t + 1) − F (t) = const:, ÐÒÉÞÅÍ
ËÏÎÓÔÁÎÔÁ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg f É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f . Ç) ðÕÓÔØ ft : S1 → S1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, Ô.Å. ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ,
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t ∈ [0; 1]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ft : R→
R, ÎÅÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Ft | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ft ÄÌÑ ×ÓÅÈ t. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
f0 : S1 → S1 É f1 : S1 → S1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ deg f0 = deg f1. Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ deg f0 = deg f1, ÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0 É f1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÁÍ 2Á É 2Ä). ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÐÕÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÐÕÔÉ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÐÕÔÉ | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ  :
[0; 1] → S1 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ (0) = 1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÇÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
� : [0; 1] → R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ E ◦ � =  É �(0) = 0. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
ÐÕÔÅÊ | ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ  : [0; 1]2 → S1 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ  (0; s) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ s, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : [0; 1]2 → R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ E ◦	 =  É
	(0; s) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ s.

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 2Å). òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÏÄÎÑÔÉÑ F0 É F1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f0 É f1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F0(0) = F1(0), É
ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ id : S1 → S1 | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á 1 : S1 → S1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÓÅ × ÔÏÞËÕ 1 ∈ S1.
÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ  : [0; 1] → S1 | ÐÅÔÌÑ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (0) = (1) = 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : S1 → S1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(z) = (log z=2�i), ÇÄÅ w = log z | ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 2�i] ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ew = z.

úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. Â) ðÕÓÔØ 1; 2 | Ä×Å ÐÅÔÌÉ,  = 1 · 2,
Á �1, �2, � | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg � = deg �1 +deg �2. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÔÌÉ
1 É 2 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ deg �1 = deg �2.

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ  7→ deg � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ �1(S1) É Z.

úÁÄÁÞÁ 5 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1). Á) ðÕÓÔØ f : [0; 1] → [0; 1] | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ [0; 1] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = x. Â) ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ
ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1)? Á ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ R?

ðÕÓÔØ D ⊂ R2 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, f : D → D | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ D ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x) = x.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ÐÕÓÔØ f : D → D | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÔÏÇÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : D → S1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(x) = f(x)−x

|f(x)−x| , Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ us : S1 → S1, 0 ≤ s ≤ 1,
| ÆÏÒÍÕÌÏÊ us(t) = g(s cos 2�t; s sin 2�t).

úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ us | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÅÐÅÎØ deg us ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
s. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(u0) = 0. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ id : S1 → S1.
Ç) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÕÎËÔÏ× 6Á{6× ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ). ÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ P (z) = zn+an−1zn−1+· · ·+a0 Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ an−1; : : : ; a0 ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ.
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äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ÐÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ us[P ] ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×ÏÍ us[P ](z) = P (sz)= |P (sz)|, ÇÄÅ z ∈ S1 É s ∈ [0;∞). üÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ deg us[P ] ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ s.
úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(u0) = 0. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ s ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ us[P ]
ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ us[P0], ÇÄÅ P0(z) = zn. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg us[P ] = n ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ s.
÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 7Â). òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ us[(1 − t)P + tP0], 0 ≤ t ≤ 1. ðÒÉ |z| = R À 1 ÉÍÅÅÍ
|zn| À |akzk| ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ k ≤ n− 1, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ sÀ 0 ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.


