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Ãëàâà 0

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî êóðñà áóäóò êîìïëåêñíûå àëãåáðàè÷åñêèå êðè-
âûå, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Òàêèå êðèâûå îáëàäàþò
ñëîæíûìè èíäèâèäóàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è, êàê ïðàâèëî, äâå ðàç-
ëè÷íûå êðèâûå, äàæå åñëè îíè îäíîãî ðîäà, ìàëî ïîõîæè äðóã íà äðóãà.
Îäíàêî åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì êðèâûå íå ïîîäèíî÷êå, à â ñåìåéñòâàõ, òî
òàêèå ñåìåéñòâà óæå óñòðîåíû îòíîñèòåëüíî ïðîñòî è îáëàäàþò ìíîãèìè
çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå íàõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ
â ìàòåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Ïåðåõîä îò îòäåëüíûõ êðèâûõ ê ñå-
ìåéñòâàì è åñòü ïðåäìåò íàøåãî êóðñà.

Â íàøåì îáûäåííîì ïðåäñòàâëåíèè êðèâûå � ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü âå-
ùåñòâåííûå êðèâûå íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îáëàäàåò ìíîãèìè íåäîñòàò-
êàìè. Ãëàâíûé íåäîñòàòîê ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â àëãåáðå óäîáíåå èìåòü äåëî
ñ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè. Íàïðèìåð, íàä ïîëåì C ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè n îò îäíîé ïåðåìåííîé èìååò ðîâíî n êîðíåé ñ ó÷åòîì èõ
êðàòíîñòåé, à íàä ïîëåì R ýòî íåâåðíî � ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ìîæåò
áûòü ìåíüøå, ÷åì n êîðíåé. Äëÿ êðèâûõ ýòî ðàçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,
÷òî äâå ïëîñêèå êîìïëåêñíûå êðèâûå ñòåïåíè n è m ïåðåñåêàþòñÿ â mn
òî÷êàõ, à äëÿ âåùåñòâåííûõ êðèâûõ ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî � ÷èñëî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìîæåò áûòü ìåíüøå mn.

Êðîìå òîãî, êðèâûå (è, â ÷àñòíîñòè, ïðÿìûå) íà àôôèííîé ïëîñêîñòè
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ, ÷òî òîæå ñîçäàåò ïðå-
ïÿòñòâèÿ äëÿ èõ èçó÷åíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì êðèâûå åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-
âàòü â êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ìû
ñåé÷àñ îáñóäèì.

0.1 Êîìïëåêñíûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà

Òî÷êàìè n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà CPn ÿâëÿ-
þòñÿ êîìïëåêñíûå ïðÿìûå â (n+1)-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn+1,
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Ðèñ. 1: Äâå àôôèííûå êàðòû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì áåñêîíå÷íî óäàëåííûå
òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òàêàÿ ïðÿìàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò-
ñÿ îòëè÷íîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êîé (z0, z1, . . . , zn), ÷åðåç êîòîðóþ îíà
ïðîõîäèò. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà òî÷êà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ: òî÷êà (λz0, λz1, . . . , λzn)
çàäàåò òó æå ñàìóþ ïðÿìóþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, CPn � ýòî ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî (n+ 1)-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âûêîëîòûì íà÷àëîì êî-
îðäèíàò ïî äåéñòâèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë óìíîæåíèåì âåêòîðîâ íà êîíñòàíòû. Òî÷êó ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå íàáîðà (z0 : z1 : · · · : zn), íå âñå ýëåìåíòû
êîòîðîãî íóëåâûå, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì îáîçíà÷åíèåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
íàáîðîâ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî îïèñàííîãî âûøå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Íàáîð (z0 : z1 : · · · : zn) íàçûâàþò îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïîëàãàÿ zi = 1 ïîî÷åðåäíî äëÿ i = 0, 1, . . . , n, ìû ïîëó÷àåì n+ 1 êàðòó
â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêàÿ êàðòà ïîêðûâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî, çà
èñêëþ÷åíèåì ãèïåðïëîñêîñòè zi = 0, è ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì êîìïëåêñíûì
ïðîñòðàíñòâîì Cn. Âñå êîîðäèíàòû, êðîìå i-é, â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò
íàáîð àôôèííûõ êîîðäèíàò â ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòå.

Ïðè n = 1 ìû èìååì äåëî ñ îäíîìåðíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì
CP1. Ýòî îäèí èç ïåðâûõ � íàðÿäó ñ êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C � ïðèìåðîâ
êîìïëåêñíûõ êðèâûõ. Ýòó êðèâóþ íàçûâàþò òàêæå ðàöèîíàëüíîé êðèâîé,
èëè ñôåðîé Ðèìàíà.

Ïîëîæèâ z0 = 1 èëè z1 = 1 â CP1, ìû ïîëó÷àåì äâå àôôèííûå êàð-
òû â CP1, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ C.
Íà ïåðâîé èç ýòèõ êàðò åñòü êîîðäèíàòà z1, íà âòîðîé � êîîðäèíàòà z0.
Â êàæäóþ èç êàðò íå ïîïàäàåò ðîâíî îäíà òî÷êà, êîòîðóþ ìû áóäåì íà-
çûâàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé äëÿ ýòîé àôôèííîé êàðòû; ýòà òî÷êà
îáîçíà÷àåòñÿ z1 = ∞ â ïåðâîé êàðòå è ñîîòâåòñòâåííî z0 = ∞ âî âòîðîé,
ñì. ðèñ. 1.

Âûáîð àôôèííûõ êîîðäèíàò íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (è, áîëåå îáùèì
îáðàçîì, â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n) íåîäíî-
çíà÷åí. Îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé ìîæíî ïåðåéòè ïðîåêòèâíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì � ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Z = AZ ′, ðàññìàòðèâàåìûì
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó (çäåñü Z,Z ′ � âåêòîðû-ñòîëáöû,
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A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n+1). Ïðîåêòèâíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå íå ìåíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîäìíîæåñòâ ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè, êðèâûõ â íåì. Ïîýòîìó ìû ÷àñòî áóäåì âû-
áèðàòü íàèáîëåå óäîáíûå êîîðäèíàòû � òå, â êîòîðûõ èíòåðåñóþùèå íàñ
ïîäìíîæåñòâà çàäàþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè ôîðìóëàìè.

0.2 Òîïîëîãèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà

Êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íå ñëó÷àéíî íàçûâàåòñÿ ñôåðîé Ðèìàíà
� ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ñôåðîé. Êîì-
ïëåêñíûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè òàêæå èìåþò
ïðîñòóþ òîïîëîãèþ. Îíè êîìïàêòíû, à èõ ãîìîëîãèè ìîæíî îïèñàòü èíäóê-
òèâíî: êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n+ 1 ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì àôôèííîé êàðòû Cn+1 è ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íà åäè-
íèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó (n+1)-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ 2(n+ 1)-ìåðíîé êëåòêè ê
2n-ìåðíîìó êîìïëåêñó. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ãîìîëîãèè ïðî-
åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

H2i(CPn) = C äëÿ i = 0, 1, . . . , n,

à âñå îñòàëüíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé ðàâíû 0.
Êîëüöî êîìïëåêñíûõ êîãîìîëîãèé ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà CPn ïî-

ðîæäåíî ýëåìåíòîì h ñòåïåíè 2. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî ìíîãî÷ëå-
íîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé, ñðåçàííûõ ïî ñòåïåíè n+1,H∗(CPn) = C[h]/(hn+1 =
0). Ýëåìåíò hi â ýòîì êîëüöå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ïî Ïóàíêàðå ïðîåêòèâ-
íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó CPn−i, ïðåäñòàâëÿþùåìó îáðàçóþùóþ â ãîìîëîãèÿõ
H2(n−i)(CPn), i = 0, . . . , n. Â ÷àñòíîñòè, ñàì ýëåìåíò h äâîéñòâåíåí ïîäïðî-

ñòðàíñòâó CPn−1 � ãèïåðïëîñêîìó ñå÷åíèþ.

0.3 Äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè

Äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü � ýòî êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (âîç-
ìîæíî, ñ êðàåì). Åñëè êðàé ïóñò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü çàìêíóòà.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü äâà ðàç-
ëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé òî÷êè. Åñëè âî âñåõ òî÷êàõ
äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè çàäàíî íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ, ïðè÷åì â áëèçêèõ
òî÷êàõ íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ñîãëàñîâàíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ïîâåðõíî-
ñòè çàäàíà îðèåíòàöèÿ. Ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé ìîæíî çàäàòü îðèåíòà-
öèþ, íàçûâàþò îðèåíòèðóåìîé. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîñêîñòü
R2 îðèåíòèðóåìà è ÷òî âûêàëûâàíèå íåñêîëüêèõ òî÷åê íå âëèÿåò íà îðèåí-
òèðóåìîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñôåðà S2 îðèåíòèðóåìà.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî îðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè, ïîòîìó ÷òî
ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãëàäêàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ � ýòî çàìêíó-
òàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü.



6 Ãëàâà 0. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ðèñ. 2: Ñôåðû ñ 0, 1, 2, 3 ðó÷êàìè

Ñâÿçíîé ñóììîé äâóõ ïîâåðõíîñòåéM èN íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüM#N ,
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûðåçàíèÿ èçM èN ìàëûõ îòêðûòûõ äèñ-
êîâ D1 è D2 è ïðèêëåéêèM \D1 ê N \D2 ïî ãîìåîìîðôèçìó h : ∂D1 → ∂D2.
Åñëè ìàëûé îòêðûòûé äèñê D âûðåçàåòñÿ èç òîðà S1 × S1, òî îñòàâøååñÿ
ìíîæåñòâî íàçûâàþò ðó÷êîé.

Ñâÿçíóþ ñóììó g òîðîâ íàçûâàþò ñôåðîé ñ g ðó÷êàìè (ñôåðà ñ íóëåì
ðó÷åê ýòî ïðîñòî ñôåðà S2). Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ äâóìåðíàÿ
ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ g ðó÷êàìè (äëÿ íåêîòîðîãî g), ïðè÷åì
ñôåðû ñ ðàçíûì ÷èñëîì ðó÷åê íå ãîìåîìîðôíû. Ñôåðû ñ g ðó÷êàìè äëÿ
g = 0, 1, 2, 3 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2. Óïîìÿíåì òàêæå, ÷òî ëþáàÿ çàìêíó-
òàÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ñâÿçíîé ñóììå íåñêîëüêèõ
ýêçåìïëÿðîâ âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, ïðè÷åì ñâÿçíûå
ñóììû ðàçíîãî ÷èñëà ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé íå ãîìåîìîðôíû. Ïî ïîâî-
äó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ñì.,
íàïðèìåð, [?].

0.4 Ñêëåéêà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé èç ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ

Ëþáóþ çàìêíóòóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü, ò.å.
ðàçðåçàòü íà òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òî ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà ëèáî íå èìåþò
îáùèõ òî÷åê, ëèáî èìåþò îäíó îáùóþ âåðøèíó, ëèáî èìåþò îäíó îáùóþ
ñòîðîíó (îáùåé íå ìîæåò áûòü ÷àñòü ñòîðîíû). Ïóñòü V � ÷èñëî âåðøèí, E
� ÷èñëî ðåáåð (ñòîðîí) è F � ÷èñëî ãðàíåé äàííîé òðèàíãóëÿöèè. ×èñëî V−
E +F , íàçûâàåìîå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé äàííîé ïîâåðõíîñòè M , íå
çàâèñèò îò âûáîðà òðèàíãóëÿöèè. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(M). Ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ñôåðû ñ g ðó÷êàìè ðàâíà 2−2g, à ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
ñâÿçíîé ñóììû g âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé ðàâíà 1− g.

Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ëþáóþ çàìêíóòóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ìîæ-
íî ñêëåèòü èç ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïðè òàêîé ñêëåéêå êàæäàÿ ñòîðîíà ìíî-
ãîóãîëüíèêà ñêëåèâàåòñÿ ðîâíî ñ îäíîé èç ñòîðîí ýòîãî æå èëè äðóãîãî
ìíîãîóãîëüíèêà, òàê ÷òî âåðøèíû ñêëåèâàþòñÿ ñ âåðøèíàìè. Ñêëååííûå
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Ðèñ. 3: Ñêëåéêà ïîâåðõíîñòè èç ìíîãîóãîëüíèêîâ

Ðèñ. 4: Ñòàíäàðòíàÿ ñêëåéêà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g èç 4g-
óãîëüíèêà

ïîïàðíî ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêîâ îáðàçóþò ãðàô íà ñêëååííîé ïîâåðõíî-
ñòè; âåðøèíàìè ýòîãî ãðàôà ñëóæàò ñêëååííûå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêîâ,
à ãðàíÿìè � âíóòðåííîñòè ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ôîðìóëà Ýéëåðà, âûðàæàþ-
ùàÿ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòè ÷å-
ðåç ÷èñëî âåðøèí, ðåáåð è ãðàíåé ãðàôà, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ òàêîé
ñêëåéêè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îðèåíòèðóåìóþ (è îðèåíòèðîâàííóþ) ïîâåðõ-
íîñòü, íóæíî îðèåíòèðîâàòü êàæäûé èç ñêëåèâàåìûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è
ïðè ñêëåéêå ñòîðîí ñîáëþäàòü ñîãëàñîâàííîñòü îðèåíòàöèè. Ïîñêîëüêó äëÿ
êàæäîé ïàðû ñòîðîí åñòü ëèøü îäèí ñïîñîá ñêëåèòü èõ òàê, ÷òîáû îðèåí-
òàöèè áûëè ñîãëàñîâàíû, êàæäàÿ ñêëåéêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáè-
åíèåì âñåõ ñòîðîí âñåõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû, ñì.
ðèñ. 3.

Çà÷àñòóþ áûâàåò óäîáíî ðåàëèçîâûâàòü ïîâåðõíîñòü äàííîãî ðîäà ñêëåé-
êîé èç îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòîðîí ó ìíîãîóãîëüíè-
êà, ñêëåéêîé êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ïîâåðõíîñòü ðîäà g, ðàâíî 4g. Ïðè
g > 1 îðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà g èç 4g-óãîëüíèêà ìîæíî ñêëåèòü
íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîé îáû÷íî áåðåòñÿ ñêëåéêà
ïî ñõåìå ababcdcd . . . (ïåðâàÿ ñòîðîíà ñêëåèâàåòñÿ ñ òðåòüåé, 2-ÿ ñ 4-îé, 5-ÿ
ñ 7-îé è ò.ä.), ñì. ðèñ. 4.

Ïðè ñòàíäàðòíîé ñêëåéêå ñëåä ìíîãîóãîëüíèêà îáðàçóåò ãðàô ñ îäíîé
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Ðèñ. 5: Ïðèìåð ñêëåéêè ïîâåðõíîñòè èç ìíîãîóãîëüíèêîâ

âåðøèíîé, 2g ðåáðàìè è îäíîé ãðàíüþ íà ïîëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà

V − E + F = 1− 2g + 1 = 2− 2g,

ò.å. åå ðîä äåéñòâèòåëüíî ðàâåí g.

Óïðàæíåíèå 0.4.1. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ýéëåðà, íàéäèòå ðîä îðèåíòèðóå-
ìîé ïîâåðõíîñòè, ñêëååííîé èç îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:
à) abcabc; á) abcdabcd; â) abcdabdc.

Óïðàæíåíèå 0.4.2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ýéëåðà, íàéäèòå ðîä ïîâåðõíîñòè,
ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ ðèñ. 5 ïî óêàçàííîé
òàì ñõåìå.

0.5 Íàêðûòèÿ è ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : M → N äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé íàçûâà-
þò íàêðûòèåì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè y ïîâåðõíîñòè N åñòü îêðåñòíîñòü
U = U(y) ⊂ N , ïðîîáðàç êîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè p ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì
îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî íàáîðà êîïèé îêðåñòíîñòè U , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå
îòîáðàæåíèÿ p íà êàæäóþ èç êîïèé åñòü ãîìåîìîðôèçì.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì íàêðûòèÿ ñëóæèò îòîáðàæåíèå z 7→ zn ïðîêîëîòî-
ãî åäèíè÷íîãî äèñêà |z| < 1, z ̸= 0 íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé â ñåáÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàêðûâàåìàÿ ïîâåðõ-
íîñòü N ñâÿçíà. Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî êàæäàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè N èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîîáðàçîâ, ëèáî ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ êàæäîé òî÷êè
êîíå÷íî è ÷èñëî ïðîîáðàçîâ ëþáûõ äâóõ òî÷åê îäèíàêîâî. Ýòî îáùåå ÷èñëî
ïðîîáðàçîâ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ, èëè êîëè÷åñòâîì ëèñòîâ, íàêðûòèÿ. Åñ-
ëè íàêðûâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà è íà íåé âûáðàíà îäíà èç äâóõ
îðèåíòàöèé, òî íàêðûâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü òàêæå îðèåíòèðóåìà, ïðè÷åì íà
íåé îïðåäåëåíà îðèåíòàöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ñ íàêðûâàåìîé ïîâåðõíîñòè.

Óïðàæíåíèå 0.5.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàêðûòèÿ p : M → N , ãäå ïîâåðõ-
íîñòü M îðèåíòèðóåìà, à ïîâåðõíîñòü N íåîðèåíòèðóåìà.



0.5. ÍÀÊÐÛÒÈß È ÐÀÇÂÅÒÂËÅÍÍÛÅ ÍÀÊÐÛÒÈß 9

Òåîðåìà 0.5.2. Ïóñòü p : M → N � n-ëèñòíîå íàêðûòèå, ïðè÷åì M è

N � ñâÿçíûå êîìïàêòíûå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè. Òîãäà χ(M) = nχ(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìåëêóþ òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõ-
íîñòè N . Òîãäà ïðîîáðàç êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ýòîé òðèàíãóëÿöèè ñîñòî-
èò èç n ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ, ïðè÷åì â ñîâîêóïíîñòè
îíè îáðàçóþò òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíîñòè M . Â ïîëó÷åííîé òðèàíãóëÿöèè
ïîâåðõíîñòè M êàæäîìó òðåóãîëüíèêó òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè N ñîîò-
âåòñòâóåò ðîâíî n òðåóãîëüíèêîâ, êàæäîìó ðåáðó � ðîâíî n ðåáåð, à êàæäîé
âåðøèíå � ðîâíî n âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, χ(M) = nχ(N).

Óïðàæíåíèå 0.5.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðà ñ g ðó÷êàìè íàêðûâàåò ñôåðó ñ h
ðó÷êàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g− 1 äåëèòñÿ íà h− 1 (çäåñü g, h ≥ 2).

Íàêðûòèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè îòîáðàæàåìûõ
ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü y0 ∈ N � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà; ìû áóäåì ñ÷èòàòü åå áà-
çèñíîé òî÷êîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(N, y0). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íîå íàêðûòèå p : M → N ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòüþ è âûáåðåì êàêîé-íèáóäü
ïðîîáðàç x0 ∈ p−1(y0) òî÷êè y0.

Ïóñòü γ : [0, 1] → N � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ïåòëÿ ñ íà÷àëîì è êîí-
öîì â òî÷êå y0, γ(0) = γ(1) = y0. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ïðîîáðàç òî÷êè y0.
Òîãäà ó ïåòëè γ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ïîäíÿòèå γ̃ : [0, 1] → M ,
íà÷àëî êîòîðîãî γ̃(0) ñîâïàäàåò ñ âûáðàííûì ïðîîáðàçîì, à p ◦ γ̃ = γ. Ïðè
ýòîì êîíåö γ̃(1) ïóòè γ̃ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè y0, íî îí ìî-
æåò è íå ñîâïàäàòü ñ èñõîäíûì. Îí íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè γ â äàííîì
ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå çàìêíóòûõ ïóòåé. Òåì ñàìûì, êàæäîìó ýëåìåíòó
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(N, y0) ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâ-
êà � êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî � ìíîæåñòâà ïðîîáðàçîâ p−1(x0): êàæäûé
ïðîîáðàç îòîáðàæàåòñÿ â êîíåö ïîäíÿòîãî ïóòè ñ íà÷àëîì â ýòîì ïðîîáðà-
çå. Çíà÷èò, îïðåäåëåíî äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâå
ïðîîáðàçîâ. Ýòî äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ìîíîäðîìèåé íàêðûòèÿ.

Ïðèìåð 0.5.4. Ðàññìîòðèì â ïðîêîëîòîì åäèíè÷íîì äèñêå D \ {0} ïóòü γ ñ
îáùèì íà÷àëîì è êîíöîì y0, îáõîäÿùèé âîêðóã ïðîêîëà îäèí ðàç â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè îòîáðàæåíèè ïðîêîëîòîãî åäèíè÷íîãî äèñêà
â ñåáÿ f : z 7→ zn òî÷êà y0 èìååò n ïðîîáðàçîâ, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â òî÷êå 0. Ìîíîäðîìèÿ âäîëü ïóòè γ ÿâ-
ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé âåðøèí ýòîãî n-óãîëüíèêà � ðåçóëüòàòà
åãî ïîâîðîòà íà óãîë 2π/n îòíîñèòåëüíî öåíòðà.

Óïðàæíåíèå 0.5.5. Êàê âûãëÿäèò ìîíîäðîìèÿ òîãî æå îòîáðàæåíèÿ âäîëü
ïóòè, äâàæäû îáõîäÿùåãî ïðîêîë â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè?

Ýëåìåíòû ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(N, y0), çàäàþùèå ïåðåñòàíîâêè
ñëîÿ p−1(y0), îñòàâëÿþùèå òî÷êó t0 íåïîäâèæíîé, îáðàçóþò ïîäãðóïïó â
π1(N, y0). Ýòà ïîäãðóïïà èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(M,x0) íà-
êðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè. Òàêîå ñîïîñòàâëåíèå óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäãðóïïàìè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïî-
âåðõíîñòè è êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè åå íàêðûòèé. Ïðè ýòîì äâà íàêðû-
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òèÿ p1 : M1 → N è p2 : M2 → N ìû ñ÷èòàåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M1 → M2, çàìûêàþùèé êîììóòàòèâíûé òðå-
óãîëüíèê, ò.å. òàêîé, ÷òî p2 ◦ h = p1.

Â ÷àñòíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîêîëîòîãî äèñêà èçîìîðôíà
áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Z. Åå ïîäãðóïïû ýòî ïîäãðóïïû nZ, ñî-
ñòîÿùèå èç ÷èñåë, êðàòíûõ äàííîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, à òàêæå íóëå-
âàÿ ïîäãðóïïà. Íàêðûòèÿ, îòâå÷àþùèå ïîäãðóïïàì êîíå÷íîãî èíäåêñà, ìû
îïèñàëè âûøå. Íóëåâîé ïîäãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò íàêðûòèå, êîòîðîå ìîæ-
íî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàêðûâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó {z ∈ C : 0 < Im z < 1} (êîòîðàÿ, ðàçóìååòñÿ,
ãîìåîìîðôíà äèñêó) íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé, à îòîáðàæåíèå åñòü ýêñïîíåí-
öèàëüíîå îòîáðàæåíèå z 7→ e2πiz. Â ýòîì ñëó÷àå íàêðûâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü
îäíîñâÿçíà � åå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òðèâèàëüíà.

Ïóñòü ó íàñ åñòü êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå p : M → N ïîâåðõíîñòè N ,
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò âûêàëûâàíèÿ íåñêîëüêèõ òî÷åê èç
íåêîòîðîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè N̂ . Ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòü M̂ ⊃ M äîáàâ-
ëåíèåì íåñêîëüêèõ òî÷åê ê ïîâåðõíîñòè M è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
p̂ : M̂ → N̂ , ïðîäîëæàþùåå îòîáðàæåíèå p, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ó êàæäîé
âûêîëîòîé òî÷êè èç N̂ \ N åñòü ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ñîáîé ïðîêîëîòûé äèñê, òàêîé, ÷òî åãî ïðîîáðàç â M � íåñâÿçíîå îáúåäè-
íåíèå ïðîêîëîòûõ äèñêîâ, ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ p íà êàæäûé
èç ýòèõ ïðîîáðàçîâ ýêâèâàëåíòíî îòîáðàæåíèþ z 7→ zni ïðè íåêîòîðûõ ni.
Çàêëåèì êàæäûé èç ýòèõ äèñêîâ öåíòðàëüíîé òî÷êîé è ïðîäîëæèì îòîáðà-
æåíèå p ïî íåïðåðûâíîñòè â ýòó òî÷êó. Ïðîäîëæåííîå îòîáðàæåíèå íàçû-
âàåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ïîâåðõíîñòè N̂ . Îòìåòèì, ÷òî ðàçâåòâ-
ëåííîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèÿ
âñåõ ñòåïåíåé ni äëÿ âñåõ âûêîëîòûõ òî÷åê ðàâíû 1.

Â ïðîñòåéøåé � è ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîé � ñèòóàöèè ðå÷ü èäåò î êîíå÷íî-
êðàòíûõ íàêðûòèÿõ ïðîêîëîòîé ñôåðû. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü N � ýòî ñôåðà
S2, èç êîòîðîé âûêîëîòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê T = {t1, . . . , tc}. Âîçü-
ìåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó t0 ∈ S2 \ T . Ñîåäèíèì òî÷êó t0 ñ êàæäîé èç òî÷åê
ti íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ îòðåçêîì ãëàäêîé êðèâîé, íå ïðîõîäÿùèì ÷åðåç
òî÷êè tj äëÿ j ̸= i. Òàêîìó îòðåçêó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïóòü γi, êîòîðûé
èäåò îò t0 ê ti âäîëü âûáðàííîãî îòðåçêà, çàòåì îáõîäèò âîêðóã òî÷êè ti
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, çàòåì âîçâðàùàåòñÿ âäîëü âûáðàííîãî îòðåçêà â
òî÷êó t0. Âûïîëíèì òåïåðü ýòî äåéñòâèå ñ êàæäûì èç ïðîêîëîâ ti, ñëåäÿ çà
òåì, ÷òîáû

• îòðåçêè, èäóùèå â ïðîêîëîòûå òî÷êè, ïåðåñåêàëèñü ïîïàðíî ëèøü â
áàçèñíîé òî÷êå t0;

• öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, â êîòîðîì îòðåçêè âûõîäÿò èç òî÷êè t0, ñîâïà-
äàë áû ñ ïîðÿäêîì íóìåðàöèè ïðîêîëîòûõ òî÷åê.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ãðàô-çâåçäó íà S2 ñ öåíòðîì â òî÷êå t0 è ëó÷àìè,
èäóùèìè èç t0 â ti (ñì. ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6: Ãðàô-çâåçäà íà ñôåðå

Óïðàæíåíèå 0.5.6. ×òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñôå-
ðû S2, ïðîêîëîòîé â c òî÷êàõ?

Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè íàáîð ïåðåñòàíîâîê σ1, . . . , σc íà ïðîîáðàçå
f−1(y0) ∈ Y , îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ïîäãðóïïà â Sd, ïîðîæäåííàÿ ïåðåñòàíîâêàìè σ1, . . . , σc, äåéñòâóåò íà
ñëîå òðàíçèòèâíî, ò.å. äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê â ïðîîáðàçå åñòü ïåðå-
ñòàíîâêà èç ïîäãðóïïû, ïåðåâîäÿùàÿ ïåðâóþ òî÷êó âî âòîðóþ;

• ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîèçâåäåíèå σc ◦ · · · ◦σ2 ◦σ1 âñåõ ýòèõ ïåðåñòàíîâîê
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé.

Óïðàæíåíèå 0.5.7. Äîêàæèòå ýòè ñâîéñòâà.

Óïðàæíåíèå 0.5.8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê T = {t1, . . . , tc}
íà ñôåðå, ëþáîé çâåçäû íà ýòèõ òî÷êàõ è ëþáîãî íàáîðà ïåðåñòàíîâîê
σ1, . . . , σc, îáëàäàþùèõ äâóìÿ ïðèâåäåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, ñóùåñòâóåò
íàêðûòèå Y → S2 \ T , ìîíîäðîìèÿ êîòîðîãî âäîëü ïóòè γi ñîâïàäàåò ñ σi.
Ýòî íàêðûòèå åäèíñòâåííî, ò.å. äëÿ äâóõ òàêèõ íàêðûòèé f1 : Y1 → S2,
f2 : Y1 → S2 ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì h : Y1 → Y2, ÷òî f2 = h ◦ f1.
Óïðàæíåíèå 0.5.9. Ïðîâåðüòå, ÷òî öèêëîâîé òèï (ò.å. êîëè÷åñòâî öèêëîâ è
íàáîð èõ äëèí) ïåðåñòàíîâêè σi íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñíîé òî÷êè t0 è
ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî åå ñ ti.

Óïðàæíåíèå 0.5.10. Ïóñòü íàêðûâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå
ñôåðó, à ïðîêîëîòóþ ïîâåðõíîñòü áîëåå âûñîêîãî ðîäà. Êàê íóæíî èçìåíèòü
ïîíÿòèÿ çâåçäû è íàáîðà ïåðåñòàíîâîê, ÷òîáû íàêðûâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü
ïî-ïðåæíåìó âîññòàíàâëèâàëàñü îäíîçíà÷íî?

0.6 Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ãóðâèöà

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè âûðàæàåòñÿ ïðîñòîé
ôîðìóëîé ÷åðåç ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó íàêðûâàåìîé ïîâåðõíîñòè è ñòå-
ïåíü íàêðûòèÿ. Äëÿ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ôîðìóëà îêàçûâàåòñÿ áîëåå
ñëîæíîé � â íåå âõîäÿò õàðàêòåðèñòèêè âåòâëåíèÿ.
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Òåîðåìà 0.6.1 (Ðèìàí�Ãóðâèö). Ïóñòü p : M → N � n-ëèñòíîå ðàç-

âåòâëåííîå íàêðûòèå ñ k òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, ïðè÷åì òî÷êè âåòâëåíèÿ

èìåþò m1, . . . ,mk ïðîîáðàçîâ. Òîãäà

χ(M) = n (χ(N)− k) +m1 + . . .+mk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü N íà äâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà:
N = NA ∪NB , ãäå NA � îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé îêðåñòíîñòåé òî÷åê âåòâ-
ëåíèÿ, NB � çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ N \NA ê NA. Òîãäà

χ(N) = χ(NA) + χ(NB)− χ(NA ∩NB).

Íî ìíîæåñòâîNA∩NB ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ îêðóæíîñòåé, ïîýòîìó χ(NA∩
NB) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

χ(N) = AN +BN , ãäå AN = χ(NA), BN = χ(NB).

Àíàëîãè÷íî ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòüM íà çàìêíóòûå ìíîæåñòâàMA = p−1(NA)
è MB = p−1(NB). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

χ(M) = AM +BM , ãäå AM = χ(MA), BM = χ(MB).

Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ p íà ìíîæåñòâî MB ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, ïîýòî-
ìó BM = nBN , à çíà÷èò,

χ(M)−AM = n (χ(N)−AN ) .

ÌíîæåñòâîMA ñîñòîèò èçm1+. . .+mk íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ, à ìíîæå-
ñòâî N2

A ñîñòîèò èç k íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ. ßñíî òàêæå, ÷òî ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà êðóãà ðàâíà 1. Ïîýòîìó AM = m1 + . . .+mk è AN = n.

Âîò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ðèìàíà�Ãóðâèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìåëêóþ òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíî-
ñòè N , òàêóþ, ÷òî âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ åå âåðøèíàìè (ó òðèàí-
ãóëÿöèè ìîãóò áûòü è äðóãèå âåðøèíû). Ñëîâà �äîñòàòî÷íî ìåëêàÿ� çäåñü
îçíà÷àþò, ÷òî ïðîîáðàç âíóòðåííîñòè êàæäîãî òðåóãîëüíèêà òðèàíãóëÿöèè
ñîñòîèò èç âíóòðåííîñòåé òðåóãîëüíèêîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ñòåïåíè n
íàêðûòèÿ, è òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ïðîîáðàçîâ âíóòðåííîñòåé ðåáåð. Íàä
âíóòðåííîñòüþ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà òðèàíãóëÿöèè è íàä âíóòðåííîñòüþ
êàæäîãî åå ðåáðà îòîáðàæåíèå p ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì. Ïî-
ýòîìó ïðîîáðàçû ðåáåð è òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè N ïðè
îòîáðàæåíèè p îáðàçóþò èíäóöèðîâàííóþ òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíîñòè M .
Ïóñòü vN , eN è fN � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî âåðøèí, ðåáåð è ãðàíåé òðèàíãó-
ëÿöèè ïîâåðõíîñòè N , à vM , eM è fM � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî âåðøèí, ðåáåð
è ãðàíåé èíäóöèðîâàííîé òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè M . Òîãäà eM = neN ,
fM = nfN è vM = n(vN − k) +

∑
mi, îòêóäà

χ(M) = vM − eM + fM = nχ(M)− nk +
∑

mi,
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÷òî è òðåáîâàëîñü. Â ýòîì ðàññóæäåíèè òðèàíãóëÿöèþ ìîæíî çàìåíèòü ïðî-
èçâîëüíûì äîñòàòî÷íî ìåëêèì ðàçáèåíèåì ïîâåðõíîñòè N íà ìíîãîóãîëü-
íèêè.

Ôîðìóëó Ðèìàíà�Ãóðâèöà ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå, ÷àñòî áîëåå
óäîáíîì äëÿ ïðèëîæåíèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ íå èíôîðìàöèÿ î âåòâëå-
íèè íàä ïîâåðõíîñòüþ-îáðàçîìN , à èíôîðìàöèÿ î âåòâëåíèè íà ïîâåðõíîñòè-
ïðîîáðàçå M . Åñëè â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ M â íåêîòîðûõ ëî-
êàëüíûõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå p óñòðîåíî êàê z 7→ zd,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà òî÷êà èìååò èíäåêñ âåòâëåíèÿ d (ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ
èíäåêñ âåòâëåíèÿ ðàâåí 1). Ïóñòü d1, . . . , dm1 � èíäåêñû âåòâëåíèÿ íàä ïåð-
âîé òî÷êè âåòâëåíèÿ, dm1+1, . . . , dm1+m2 � èíäåêñû âåòâëåíèÿ íàä âòîðîé
òî÷êîé âåòâëåíèÿ è ò.ä. Òîãäà

d1 + . . .+ dm1 = dm1 + · · ·+ dm1+m2 = . . . = n.

Ïóñòü x1, . . . , xl � òî÷êè, èç êîòîðûõ ñîñòîÿò ïðîîáðàçû âñåõ òî÷åê âåòâ-
ëåíèÿ. Òîãäà

l∑
i=1

(di − 1) = (n−m1) + (n−m2) + . . . = kn− (m1 +m2 + . . .+mk).

Ïîýòîìó ôîðìóëó Ðèìàíà�Ãóðâèöà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

χ(M) = nχ(N)−
∑

(di − 1); (1)

çäåñü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì ïîâåðõíî-
ñòè M , èíäåêñ âåòâëåíèÿ êîòîðûõ îòëè÷åí îò 1.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (1) ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðî-
âàííûå â óïðàæíåíèÿõ 0.6.2�0.6.4.

Óïðàæíåíèå 0.6.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå òîðà òî-
ðîì ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå íåðàçâåòâëåííûì, ò.å. èíäåêñ âåòâëåíèÿ ëþáîé
òî÷êè ðàâåí 1.

Óïðàæíåíèå 0.6.3. Ïóñòü p : M → N � ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå îðèåíòè-
ðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî χ(M) ≤ χ(N).

Óïðàæíåíèå 0.6.4. Ïóñòü p : M → N � ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå îðèåíòèðó-
åìûõ ïîâåðõíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè χ(M) = χ(N) < 0, òî îòîáðàæåíèå
p � èçîìîðôèçì.


