
Ëèñòîê 1. Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà. Ñêîáêè Ïóàññîíà.

Âñå çàäà÷è ýòîãî ëèñòêà, êðîìå îòìå÷åííûõ çâåçäî÷êîé, ñîñòàâëÿþò íåîáõîäèìûé

ìèíèìóì.

1. 4-âåêòîðíîå ïîëå Aµ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî (ò.å., â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè, ñíàáæåííîì ìåòðèêîé gµν = diag(1,−1,−1,−1)) çàäàíî ôîðìóëàìè

A0 = 0, Ā(t, r̄) = R̄ cos(ωt− k̄r̄),

ãäå ÷àñòîòà ω, àìïëèòóäà R̄ è âîëíîâîé âåêòîð k̄ � êîíñòàíòû.

1) Îïðåäåëèòå óñëîâèÿ íà êîíñòàíòû ω, k̄ è R̄, ïðè êîòîðûõ Aµ ÿâëÿåòñÿ 4-ïîòåíöèà-

ëîì ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ � ïëîñêîé âîëíû.

2) Âû÷èñëèòå ñîîòâåòñòâóþøèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-

íîãî ïîëåé � Ē è H̄. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïîïåðå÷íà, ò.å. Ē⊥k̄
è H̄⊥k̄. Óáåäèòåñü, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé íàïðÿæåííî-

ñòåé âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è èìåþò ðàâíûå àìïëèòóäû.

2. Ëàãðàíæèàí çàðÿæåííîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èìååò âèä

L(r̄, ˙̄r, t) =
m ˙̄r2

2
+

e

c
( ˙̄r, Ā(r̄, t))− e φ(r̄, t),

ãäå e, m, r̄ � çàðÿä, ìàññà è ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû, à Ā è φ (= A0) � âåêòîðíûé è

ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îïðåäåëèòå îáîáùåííûé èìïóëüñ p̄
÷àñòèöû è ãàìèëüòîíèàí H(r̄, p̄, t) ýòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà è óáåäèòåñü, ÷òî îíè çàäàþò äâèæåíèå çàðÿäà ïîä äåéñòâèåì ñèëû Ëîðåí-

öà F̄L = eĒ + e
c [ ˙̄r, H̄]. Íàïîìíèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëåé ñâÿçàíû ñ ïîòåíöèàëàìè ñîîòíîøåíèÿìè H̄ =
[
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]
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∂r̄ −
1
c

∂Ā
∂t .

3. Ñêîáêè Ïóàññîíà.

Íàïîìíèì: ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû {qi, pi}i=1,...,n íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè íàçû-

âàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè (èíà÷å, êîîðäèíàòàìè Äàðáó), åñëè ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ íèõ

èìåþò âèä {qi, pj} = δi
j , {qi, qj} = {pi, pj} = 0. Íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåõàíè-

÷åñêîé ñèñòåìû îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû îáðàçóþò íàáîð êàíîíè÷åñêèõ

êîîðäèíàò.

Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò {za(qi, pj)}a=1,...,2n íà

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âûðàæåíèå äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà äâóõ ôóíêöèé f(z) è g(z) â

ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

{f, g} =
∂f

∂za

∂g

∂zb
wab(z), ãäå wab = {za, zb}.

4. 1) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà {xi,Mj}, {pi,Mj}, {Mi,Mj}, ãäå M̄ = [r̄, p̄] �
ìîìåíò èìïóëüñà 3-ìåðíîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

2)∗ Äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîñòðîéòå íåñêîëüêî (æåëàòåëü-

íî òðè) íåòðèâèàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ñêîáêè Ïóàññîíà êîòîðûõ ñî âñåìè êîìïîíåíòàìè ìîìåíòà èìïóëüñà

Mi çàíóëÿþòñÿ.

5. Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà R3 çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè {xi, xj} = εijkx
k, ãäå xi � äåêàðòîâû

êîîðäèíàòû òî÷êè â R3, à εijk � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð 3 ðàíãà, ε123 = 1.

1) Óáåäèòåñü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ñêîáêè Ïóàññîíà íåïðîòèâîðå÷èâî.



2) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò r, θ, φ. Îïðåäåëèòå ÿäðî
äàííîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû, òî åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà R3, èìåþ-

ùèõ íóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà ñî âñåìè ôóíêöèÿìè.

3)∗ Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â R3, íà êîòîðîé äàííàÿ ïóàññîíîâà

ñòðóêòóðà íåâûðîæäåíà (òî åñòü åå ÿäðî ñîäåðæèò ëèøü ïîñòîÿííûå ôóíêöèè).

Ïîñòðîéòå ïàðó êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.

6. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïîðîæäàþò 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé àë-

ãåáðû íàáëþäàåìûõ (ò.å., ôóíêöèé íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå), íàçûâàåìîå ýâîëþöèåé

Ut : f(q, p) 7→ ft(q, p) = f(q(t), p(t)).

Çäåñü q(t), p(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè q(0) =
q, p(0) = p. Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå ýâîëþöèè ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû íà-

áëþäàåìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýâîëþöèÿ òàêæå ñîõðàíÿåò (ò.å., ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì) ñêîáêè Ïóàññîíà: {f, g}t = {ft, gt}.

7. Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìàÿ, èìåþùàÿ íóëåâóþ

ñêîáêó Ïóàññîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì.

1) Äîêàæèòå, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èí-

òåãðàëîì äâèæåíèÿ.

2) Ãàìèëüòîíèàí ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä H(f(q1, p1), q2, p2, . . . , q
n, pn), ãäå

{qi, pi} � íàáîð îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî f(q1, p1) ÿâ-
ëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

8. Íàéäèòå çàêîí äâèæåíèÿ îäíîìåðíîé ÷àñòèöû, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà êîòîðîé èìååò

âèä

H(q, p) = F (
p2

2m
+

mω2q2

2
), F � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

9. Íàéäèòå çàêîí äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì

ïîëå H̄. Çàäàþùèé ìàãíèòíîå ïîëå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë Ā âûáåðèòå â âèäå

Ay = Az = 0, Ay = Hx.


