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	1. Равновесие Нэша.
Двое играют в игру: одновременно бросают на стол спички, одну или две штуки каждый. Если на столе оказалось нечетное число спичек (то есть 3), то их забирает первый игрок, а если четное (то есть 2 или 4), то второй. Побеждает тот, у кого накопилось больше спичек за 100 раундов. На первый взгляд, ни у одной из сторон не может быть более разумной стратегии, чем выбирать число бросаемых спичек наугад (т.е. бросая предварительно монетку, чтобы сделать выбор). При такой стратегии средний результат будет оставаться ничейным, сколько ни играй (докажите это). 

На самом деле, как ни странно, у первого игрока есть выигрышная стратегия: если он станет выбрасывать одну спичку чуть чаще, чем две (насколько чаще?), то суммарный выигрыш за много партий окажется чуть больше суммарного проигрыша (насколько больше?), что бы ни делал второй. Эта стратегия называется смешанным равновесием Нэша. Хотя существование смешанного равновесия часто относят к курсу математической экономики, для доказательства полезна такая «абстрактная» наука, как топология.
Литература: А. Савватеев, Теория игр для математиков, http://www.mccme.ru/ium/s04/games.html
Прасолов В.В. Элементы комбинаторной и дифференциальной топологии.
Х/ф «Игры разума».


	Начиная со второго курса
(темы позволяют
варьировать 
уровень работы)

	1. Многогранники Ньютона результанта и дискриминанта. 

Моном от n переменных можно представить точкой в n-мерном пространстве, рассматривая степени переменных в мономе как координаты точки. Выпуклая оболочка точек, соответствующих всем мономам полинома f, называется многогранником Ньютона полинома f. Например, если f – полином одной переменной степени k, то его многогранник Ньютона – отрезок [0,k], то есть многогранник Ньютона обобщает понятие степени многочлена одной переменной. Реферативная часть состоит в описании многогранников Ньютона результанта и дискриминанта. Можно также попытаться описать многогранники Ньютона других универсальных многочленов той же природы, например, страта Максвелла для многочлена малой степени.
Литература: Gel’fand, I. M.; Kapranov, M. M.; Zelevinsky, A. V. Newton polytopes of the classical resultant and discriminant. Adv. Math. 84 (1990), no. 2, 237–254.
Sturmfels, B. On the Newton polytope of the resultant. J. Algebraic Combin. 3 (1994), no. 2, 207–236.
С. В. Дужин, Многогранники и триангуляции,

http://www.mccme.ru/ium/f01/polyhedra.html

2. Нормальные формы векторных полей. 
В окрестности неособой точки векторного поля всегда может быть выбрана система координат, в которой поле окажется постоянным. Оказывается, «часто»  в окрестности особой точки также может быть выбрана система координат, в которой векторное поле записывается «просто» (например, является линейным). Реферативная часть состоит в обзоре соответствующих результатов Пуанкаре, Зигеля и Дюлака и доказательстве некоторых из них. Можно также попробовать упрощать векторные поля с дополнительной структурой, например, векторные поля на полупространстве.
Литература: Арнольд В.И. Геометрические методы в теории обыкновенных дифференциальных уравнений, 1999.

3. Топологическая классификация вещественных алгебраических кривых малой степени на плоскости (16я проблема Гильберта).

Топологически, гладкая плоская вещественная алгебраическая кривая – это несколько овалов на плоскости, некоторые из которых содержатся внутри других. Найдено множество ограничений на возможное количество и взаимное расположение овалов в зависимости от степени кривой, а также множество способов конструировать кривые с заданной конфигурацией овалов. Этих ограничений и конструкций оказывается достаточно, чтобы построить все возможные топологические типы кривых степени до 7, и доказать, что других нет. Реферативная часть состоит в обзоре известных ограничений и конструкций и доказательстве некоторых из них. Можно также попытаться изучать теми же методами топологию кривых малой степени на торе.

Литература: Вводные тексты Виро и соавторов: http://www.pdmi.ras.ru/~olegviro/introTRAV.html
4. Классификация устойчивых отображений Rn → Rn для малых n.
Говорят, что отображение y=f(x) в точке а эквивалентно отображению y=g(x) в точке b, если существуют замены переменных x’=x’(x) и y’=y’(y), переводящие a в b и f в g, то есть x’(a)=b и g(x’(x))=y’(f(x)) для всех x, достаточно близких к а. Например, если функция g одной переменной имеет k-кратную критическую точку b, то g в точке b эквивалентна y=xk в нуле. Говорят, что отображение f устойчиво в точке a, если любое близкое отображение в некоторой близкой к а точке эквивалентно отображению f в точке a. Например, устойчивые функции одной переменной – это функции без кратных критических точек.
Реферативная часть состоит в описании устойчивых отображений  Rn → Rn для малых n>1. Можно также попробовать классифицировать устойчивые отображения с дополнительной структурой, например, устойчивые отображения полупространства.
Литература: Арнольд В.И., Варченко А.Н., Гусейн-Заде С.М. Особенности дифференцируемых отображений. Том 1. 1982.

5. Топология гладких замкнутых кривых на плоскости.

Гладкая замкнутая кривая на плоскости – это гладкое отображение f отрезка [0,1] в плоскость, такое что f(0)=f(1), f’(0)=f’(1), и f’(t) не равно (0,0) ни для какого t. Уитни доказал, что одну гладкую кривую можно гладко продеформировать в другую, если и только если у них совпадает некоторая числовая характеристика, называемая индексом: по мере того, как t пробегает от 0 до 1, касательный вектор f’ совершает целое число оборотов, которое и называется индексом кривой f. Так же как индекс кривой меняется в ходе ее деформации в те моменты, когда кривая перестает быть гладкой, другие естественные числовые характеристики кривой меняются в ходе деформации в те моменты, когда кривая претерпевает другие вырождения. Например, число самопересечений меняется, когда у кривой в ходе деформации возникает самокасание, число перегибов меняется, когда возникает трехкратная касательная, и т.д. Такие числовые характеристики называются инвариантами первого порядка, и между ними существует множество неожиданных соотношений. Помимо описанной реферативной части, можно попробовать определять новые инварианты (например, связанные с числом вписанных в кривую окружностей) и искать соотношения между ними.
Литература: Прасолов В.В. Элементы комбинаторной и дифференциальной топологии, 2004
Arnold V. I. Plane curves, their invariants, perestroikas and classiﬁcations. In: Singularities and Bifurcations, Adv. Soviet Math., Vol. 21, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1994, pp. 33–91 (доступно в Google Books)



