
Ëèñòîê 2. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ïðîñòåéøèå ñèñòåìû.

1. Ïóñòü ìàòðèöà ïëîòíîñòè Σ ∈ End(Cn) (òî åñòü, ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðèöà-
òåëüíûé îïåðàòîð ñ ðàâíûì åäèíèöå ñëåäîì) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì îïåðàòî-
ðîì (èäåìïîòåíòîì): Σ2 = Σ. Ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäà-
âàåìûå òàêèìè ìàòðèöàìè ïëîòíîñòè, íàçûâàþòñÿ ÷èñòûìè.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã ïðîåêòîðà Σ ðàâåí åäèíèöå è â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
Cn ñóùåñòâóåò âåêòîð ψ òàêîé, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåí-
íîãî îïåðàòîðà A ∈ End(Cn) â ñîñòîÿíèè, çàäàâàåìîì ìàòðèöåé ïëîòíîñòè
Σ, ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå:

〈A〉Σ = (ψ,Aψ).

Âûðàçèòå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Σij ìàòðèöû ïëîòíîñòè Σ = ‖Σij‖ â íåêî-
òîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå Cn ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà ψ â ýòîì
æå áàçèñå è íàéäèòå íîðìó ‖ψ‖2 := (ψ, ψ) âåêòîðà ψ.

(b) Ïóñòü íåêîòîðîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ a ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
A îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð φa: Aφa = aφa ñ åäèíè÷íîé íîðìîé. Ïîëü-
çóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü îáíà-
ðóæèòü â ñîñòîÿíèè Σ çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé A ðàâíîå a (îáîçíà÷èì ýòó
âåðîÿòíîñòü ñèìâîëîì Pa(A)) äàåòñÿ ôîðìóëîé:

Pa(A) = |(ψ, φa)|2,

ãäå ñèìâîëîì |z| îáîçíà÷åí ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.

Îïèñàííûé â ýòîé çàäà÷å âåêòîð ψ íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ
êâàíòîâîé ñèñòåìû.

2. Îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà (óãëîâîãî ìîìåíòà) êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì îïåðàòîðîì L̄ = (L1, L2, L3), êîìïîíåíòû êîòîðîãî óäî-
âëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ëè so(3):

[La, Lb] := LaLb − LbLa = i~ εabcLc, a, b ∈ {1, 2, 3},

ãäå εabc åñòü ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà íîðìèðîâàí-
íûé óñëîâèåì ε123 = 1.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C3 è ââåäåì â End(C3) âåêòîðíûé îïåðà-
òîð M̄ = (M1,M2,M3), êîìïîíåíòû êîòîðîãî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ñëåäóþùåãî âèäà

(Ma)bc = −i εabc

(èíäåêñ b íóìåðóåò ñòðîêè ìàòðèöû, à èíäåêñ c åå ñòîëáöû).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîðû Ma ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè è ïðîïîðöèî-
íàëüíû êîìïîíåíòàì íåêîòîðîãî óãëîâîãî ìîìåíòà (íàéäèòå êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè).

(b) Ââåäåì äâà ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàâàåìûå ìàòðè-
öàìè ïëîòíîñòè

Σ1 =
1

2

 1 iα 0
−iα 1 0

0 0 0

 è Σ2 =
1

2

 β iβ 0
−iβ β 0

0 0 2(1− β)

 ,
ãäå α è β � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Îïðåäåëèòå:



i. Êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû α è β ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè?

ii. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ óïîìÿíóòûõ ïàðàìåòðîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè Σ1

è Σ2 çàäàþò ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ (ñì. çàäà÷ó 1)? ×òî ýòî çà ñîñòîÿíèÿ?
Ñìåñüþ êàêèõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ Σ1 è Σ2 ïðè îáùèõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ α è β?

iii. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ îïåðàòîðà ïðîåêöèè óãëîâîãî
ìîìåíòà Mn íà ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå n̄ (åäèíè÷íûé âåêòîð) â ñî-
ñîòîÿíèÿõ Σ1 è Σ2, ãäå îïåðàòîðMn çàäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

Mn = M̄ · n̄ = M1n1 +M2n2 +M3n3.

3. Â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû C2 êîìïîíåíòû âåê-
òîðíîãî îïåðàòîðà M̄ , ïðîïîðöèîíàëüíîãî óãëîâîìó ìîìåíòó (ñì. çàäà÷ó 2),
çàäàíû ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè (â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå)

Ma =
1

2
σa, a = 1, 2, 3,

ãäå 2× 2 ìàòðèöû σa åñòü òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Îïåðàòîð ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì H̄ = (H1, H2, H3) çàäà-
åòñÿ âûðàæåíèåì

W = −µ (M̄ · H̄),

ãäå µ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Îïðåäåëèòå:

(a) Ñïåêòð îïåðàòîðà ýíåðãèè W .

(b) Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò Ma a = 1, 2, 3 â ñîñòîÿíèè ñ ìàêñèìàëüíîé
ýíåðãèåé (òî åñòü, â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè (ñì. çàäà÷ó 1), êîòîðîìó ñîîòâåòñâóåò
ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà ýíåðãèè W ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì).

4. Ìîãóò ëè äâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðà Q è P , îïðåäåëåííûå íà ïðîñòðàí-
ñòâå Cn óäîâëåòâîðÿòü ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíÿì âèäà

[Q,P ] := QP − PQ = i~ Id,

ãäå Id åñòü åäèíè÷íûé (òîæäåñòâåííûé) îïåðàòîð?

5. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî F(R) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôèíèòíûõ ôóíê-
öèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì ìîäóëÿ. Ëèíåéíûé
îïåðàòîð K : F(R) → F(R) çàäàåòñÿ ÿäðîì k(x, y) : R × R → C, åñëè íà ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ F(R) äåéñòâèå îïåðàòîðà K : f 7→ Kf îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Kf(x) =
∫ +∞

−∞
k(x, y)f(y)dy.

Çàäàäèì íà ïðîñòðàíñòâå F(R) ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ïðàâèëó

(f, g) :=
∫ +∞

−∞
f ∗(x)g(x)dx, ∀ f, g ∈ F(R),

ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò âçÿòèå êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Îïðåäåëèòå:



(a) ßäðî îïåðàòîðà K† ñîïðÿæåííîãî ê äàííîìó ÿäåðíîìó îïåðàòîðó K îòíî-
ñèòåëüíî óêàçàííîãî âûøå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

(b) Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû çàäàíû ÿäðàìè

k1(x, y) = f(x+ y), k2(x, y) = f(x− y), k3(x, y) = f(x)g(y).

Êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè f è g íàêëàäûâàåò óñëîâèå ýðìèòîâîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà?

(c) Ìîæíî ëè ââåñòè ÿäðî äëÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà íà F(R)?

6. Â ôóíêöèîíàëüíîì óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå F(R), îïðåäåëåííîì â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å, çàäàí íåêîòîðûé ÿäåðíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð K. Êàêîå îãðà-
íè÷åíèå íà âèä ÿäðà k(x, y) ýòîãî îïåðàòîðà íàêëàäûâàåò óñëîâèå:

(a) Îïåðàòîð K êîììóòèðóåò (ïåðåñòàíîâî÷åí) ñ îïåðàòîðîì P

Pf(x) = −i~ df
dx
.

(b) Îïåðàòîð K êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì Q:

Qf(x) = xf(x).


