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Ãëàâà 3

Êðèâûå â ïðîåêòèâíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü (êàê è ëþáàÿ äâóìåðíàÿ ïî-
âåðõíîñòü) ñëèøêîì òåñíà, ÷òîáû â íåå ìîæíî áûëî âëîæèòü ëþáóþ ãëàä-
êóþ êðèâóþ. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñâîáîäû ãîðàçäî áîëüøå. Îäíàêî
çàäàâàòü êðèâûå â òðåõìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå è ïðîñòðàíñòâàõ
áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ñëîæíåå, ÷åì êðèâûå íà ïëîñêîñòè. Â ýòîé ãëàâå
ìû îáñóäèì ñïîñîáû çàäàíèÿ òàêèõ êðèâûõ.

3.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3.1.1. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1 â ïðîåêòèâ-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ýòîãî

• ââåäåì îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (t0 : t1) â CP1;

• ââåäåì îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (z0 : z1 : z2 : z3) â CP3;

• ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç CP1 â CP3, çàäàííîå ôîðìóëîé

(t0 : t1) 7→ (t30 : t20t1 : t0t
2
1 : t31).

Óïðàæíåíèå 3.1.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íåâûðîæäåííîå è âçà-
èìíîîäíîçíà÷íîå íà ñâîé îáðàç.

Îáðàç ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ïðè ïîñòðîåííîì îòîáðàæåíèè ëåæèò íà
êàæäîé èç ñëåäóþùèõ êâàäðèê:

z0z3 − z1z2 = 0;

z21 − z0z2 = 0;

z22 − z1z3 = 0,
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è åãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïåðåñå÷åíèå ýòèõ êâàäðèê.

Óïðàæíåíèå 3.1.3. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èç óêàçàííûõ
â ïðèìåðå êâàäðèê íå ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ (ò.å.
ñîäåðæèò ëèøíèå òî÷êè).

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òðóäíî îæèäàòü, ÷òîáû êðèâàÿ â
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿëàñü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãëàä-
êèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé (â îáùåì ñëó÷àå n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà � â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ n − 1 ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé). Ïîýòîìó ñî-
îòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî äàâàòü ëèøü ëîêàëüíî.

Ãëàäêîé êðèâîé â n-ìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò òàêîå
ìíîæåñòâî òî÷åê C, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ C èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè è òàêîé íàáîð îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ F1, . . . , Fn−1, ÷òî â âûáðàííîé îêðåñòíîñòè C ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì
ãèïåðïîâåðõíîñòåé F1 = 0, . . . , Fn−1 = 0, à äèôôåðåíöèàëû dF1, . . . , dFn−1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â òî÷êå A.
Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðè-

åíòèðóåìóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü.

Óïðàæíåíèå 3.1.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî îáðàç ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â ïðèâåäåí-
íîì âûøå ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé.

Ñòåïåíü ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê îäíî
èç äâóõ ñîâïàäàþùèõ ìåæäó ñîáîé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � ëèáî êàê ñòåïåíü
çàäàþùåãî ýòó êðèâóþ îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà, ëèáî êàê ÷èñëî òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ êðèâîé ñ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ïðîñòðàíñòâå
ïåðâîå îïðåäåëåíèå íå ðàáîòàåò, à âòîðîå ïåðåíîñèòñÿ áåç ñóùåñòâåííûõ èç-
ìåíåíèé. Ñòåïåíüþ ãëàäêîé êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò
êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ.

Óïðàæíåíèå 3.1.5. Âû÷èñëèòå ñòåïåíü êðèâîé-îáðàçà èç ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðèìåðà.

Èíòåðåñíûé ïðèìåð êðèâîé äàåò ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ â CP3. Ñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê â CP3 ãèïåðïëîñêîñòüþ îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó êîíèê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îíè ïåðåñå-
êàþòñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ èìååò ñòåïåíü
4. Ïîêàæåì, ÷òî åå ðîä ðàâåí 1, ò. å. îíà ãîìåîìîðôíà òîðó. Ïóñòü íàøè
êâàäðèêè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè F (x, y, z, w) = x2 + y2 + z2 + w2 = 0 è
G(x, y, z, w) = ax2 + by2 + cz2 + dw2 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè äâå êâàäðèêè ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñ-
âåðñàëüíî, ò. å. â òî÷êàõ èõ ïåðåñå÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëû dF è dG ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : CP3 \(0 : 0 : 0 : 1) → CP2, ïåðåâîäÿùåå
òî÷êó (x : y : z : w) â òî÷êó (x : y : z). Îòîáðàæåíèå p ïåðåâîäèò ïåðåñå-
÷åíèå êâàäðèê â êîíèêó ax2 + by2 + cz2 = d(x2 + y2 + z2); ýòî îòîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ 2-ëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ â òî÷-
êàõ ïåðåñå÷åíèÿ êîíèê ax2 + by2 + cz2 = 0 è x2 + y2 + z2 = 0. Ïîëó÷àåì
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2-ëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñôåðû S2 ñ 4 òî÷êàìè âåòâëåíèÿ (ââè-
äó äâóëèñòíîñòè íàêðûòèÿ, ïðîñòûìè). Ïîýòîìó íàêðûâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîð. Ïîñêîëüêó óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ êâàäðèê ýòî àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå íà ïðîñòðàíñòâå ïàð êâàäðèê, ìû
ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ êâàäðèê â òðåõìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ãëàä-

êîé êðèâîé ðîäà 1.

Óïðàæíåíèå 3.1.7. à) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

(x1 : x2) 7→ (x2
1 : x1x2 : x2

2)

ÿâëÿåòñÿ áèãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1 íà êîíè-
êó z22 = z1z3 â CP2.
á) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

{(x1 : x2), (y1 : y2)} 7→ (x1y1 : x1y2 : x2y1 : x2y2)

ÿâëÿåòñÿ áèãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ CP1 ×CP1 íà êâàä-
ðèêó z1z4 = z2z3 â CP3.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà êðèâîé â CPn, îáîáùàþùåãî ðàññìîò-
ðåííûé íàìè âûøå ïðèìåð êðèâîé â CP3, ðàññìîòðèì îáðàç ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé CP 1 ïðè îòîáðàæåíèè

(x : y) 7→ (xn : xn−1y : · · · : yn). (3.1)

Ýòà êðèâàÿ ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè ãèïåðïîâåðõíîñòåé

z21 = z0z2, z
2
2 = z1z3, . . ., z

2
n−1 = zn−2zn,

íî, êàê ìû âèäåëè íà ïðèìåðå n = 3, íå ñîâïàäàåò ñ ýòèì ïåðåñå÷åíèåì.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ êðèâóþ Γn. Îòîáðàæåíèå (3.1) âçàèìíî îäíî-

çíà÷íî, ïîýòîìó ðîä êðèâîé Γn ðàâåí 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòåïåíü êðè-
âîé Γn ðàâíà n. Â ñàìîì äåëå, ãèïåðïëîñêîñòü a0z0 + a1z1 + . . .+ anzn = 0
ïåðåñåêàåò êðèâóþ Γn â òàêèõ òî÷êàõ, ÷òî a0t

n + a1t
n−1+ . . . + an = 0, ãäå

t = x/y. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé Γn è ãèïåðïëîñêîñòè ñî-
îòâåòñòâóþò êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, à ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ðîâíî
n êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ïîýòîìó êðèâàÿ Γn íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëü-

íîé íîðìàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè n. Åå ÷àñòíûé ñëó÷àé êðèâàÿ Γ3 íîñèò
íàçâàíèå ñêðó÷åííîé êóáèêè.

Óïðàæíåíèå 3.1.8. Äîêàæèòå, ÷òî à) ëþáàÿ ãëàäêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ
ñòåïåíè n â CPn ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ ðàöèîíàëü-
íîé íîðìàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè n; á) ëþáûå n + 1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà
ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè n ëèíåéíî íåçàâèñèìû; â) ÷åðåç
ëþáûå n+ 3 ðàçëè÷íûõ òî÷åê â CPn â îáùåì ïîëîæåíèè (ò.å. òàêèõ, íèêà-
êèå n + 1 èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè) ïðîõîäèò ðîâíî
îäíà ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ.
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Óòâåðæäåíèå à) ïîêàçûâàåò, ÷òî â êàæäîé ñòåïåíè åñòü ïî ñóùåñòâó îäíà
ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ãåîìåòðè÷åñêèì
èíñòðóìåíòîì ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Óïðàæíåíèå 3.1.9. Ïóñòü ïåðåñå÷åíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ êâàäðèê â CP3 ñî-
äåðæèò ñêðó÷åííóþ êóáèêó. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì ýòîé êóáèêè è ïðÿìîé. Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ äëÿ ïàð êâàäðèê, ïðèâåäåííûõ ïîñëå ïðèìåðà 3.1.2.

Óïðàæíåíèå 3.1.10. Îïèøèòå ñåìåéñòâî âñåõ êâàäðèê â CP3, ñîäåðæàùèõ
äàííóþ ñêðó÷åííóþ êóáèêó.

3.2 Âëîæåíèÿ è ïîãðóæåíèÿ êðèâûõ

Ïðè ïðîåêòðèðîâàíèè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè êðèâûå â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåõîäÿò â êðèâûå â
ïîäïðîñòðàíñòâå. Ýòèì ñâîéñòâîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè
êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâàõ âîçìîæíî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà 3.2.1. Âñÿêóþ êðèâóþ ìîæíî âëîæèòü â òðåõìåðíîå ïðîåêòèâ-

íîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èëè îíà
óæå âëîæåíà â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü èëè â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî,
òî âñå äîêàçàíî. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êðèâóþ, âëîæåííóþ â ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé 3, ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü â ïðîñòðàí-
ñòâî íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì îáðàç áóäåò ãëàäêîé êðèâîé,
à ïðîåêöèÿ � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé íà îáðàç.

Ïóñòü C ⊂ CPn � êðèâàÿ, n ≥ 4. Ñîïîñòàâèì ýòîé êðèâîé ìíîãîîáðà-
çèå åå õîðä � ïîäìíîãîîáðàçèå â CPn, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé çàìûêàíèå
îáúåäèíåíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâå òî÷êè êðèâîé (â ýòî çàìûêàíèå
ïîïàäàþò è òî÷êè êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé) (ñì. ðèñ. 3.1). Ïîäìíîãîîáðàçèå
õîðä íå áîëåå, ÷åì òðåõìåðíî, ïîñêîëüêó åãî òî÷êè ïàðàìåòðèçóþòñÿ òðå-
ìÿ ïàðàìåòðàìè: äâóìÿ òî÷êàìè êðèâîé è òî÷êîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèõ
ïðÿìîé. Ïîýòîìó îíî íå ñîâïàäàåò ñî âñåì îáúåìëþùèì ïðîåêòèâíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì CPn. Òåì ñàìûì, â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü òî÷êà, íå
ëåæàùàÿ â ïîäìíîãîîáðàçèè õîðä. Ïðîåêöèÿ èç ýòîé òî÷êè îòîáðàæàåò êðè-
âóþ C â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn−1, ïðè÷åì âçàèìíîîäíîçíà÷íî íà
îáðàç ýòîé êðèâîé.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Óïðàæíåíèå 3.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç êðèâîé C ïðè òàêîì ïðîåêòèðîâà-
íèè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé.

Çàìå÷àíèå 3.2.3. Êàê ñàìî óòâåðæäåíèå, òàê è åãî äîêàçàòåëüñòâî, ñîâïàäà-
þò. ïî ñóùåñòâó, ñ òåîðåìîé Óèòíè î âëîæèìîñòè k-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
â 2k + 1-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è åå äîêàçàòåëüñòâîì.
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Ðèñ. 3.1: Çàïðåùåííûå íàïðàâëåíèÿ ïðîåöèðîâàíèÿ êðèâîé

Óïðàæíåíèå 3.2.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 3 íà êðèâîé C â CPn, íå ñîäåð-
æàùåéñÿ íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè, ìîæíî íàéòè òàêóþ òî÷êó, ïðîåêòè-
ðîâàíèå èç êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áèãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 3.2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êðèâîé èç îáùåé
òî÷êè, íå ëåæàùåé íà êðèâîé, åå ñòåïåíü ñîõðàíÿåòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè êðèâîé èç îáùåé òî÷êè êðèâîé åå ñòåïåíü ïàäàåò íà 1.

Äëÿ ãëàäêîé êðèâîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû óæå íå ìîæåì, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, âûáðàòü òàêîé öåíòð ïðîåêòèðîâàíèÿ, ÷òîáû îáðàç êðèâîé áûë
ãëàäêèì. Îäíàêî ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ýòîò îáðàç èìåë ëèøü
ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè � òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Òà-
êîå îòîáðàæåíèå êðèâîé â ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ ïîãðóæåíèåì.

Òåîðåìà 3.2.6. Âñÿêóþ êîìïëåêñíóþ êðèâóþ C ìîæíî îòîáðàçèòü â ïðî-

åêòèâíóþ ïëîñêîñòü CP2 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ó îáðàçà êðîìå ãëàäêèõ òî-

÷åê åñòü ëèøü òî÷êè ïðîñòîãî (ò.å. äâóêðàòíîãî) òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿ, íà äîïîëíåíèè ê ýòèì òî÷êàì îòîáðàæåíèå ëîêàëüíî áèãî-

ëîìîðôíî, à ó êàæäîé äâîéíîé òî÷êè äâà ïðîîáðàçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, êðèâàÿ C äîïóñêàåò
âëîæåíèå â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP3. Ïîäáåðåì â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå òàêóþ òî÷êó, ïðîåêöèÿ èç êîòîðîé ïðè îãðàíè÷åíèè íà C âçà-
èìíîîäíîçíà÷íà è áèãîëîìîðôíà íà îáðàç âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà òî÷åê îáðàçà, èìåþùèõ äâà ïðîîáðàçà, ïðè÷åì äâå âåòâè îáðàçà â
ýòèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Òàêàÿ òî÷êà äåéñòâèòåëüíî ñó-
ùåñòâóåò: äîñòàòî÷íî âçÿòü åå íå ëåæàùåé íà äâóìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè
â CP3, ñîñòîÿùåì èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò:

• îáúåäèíåíèå êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê êðèâîé C;

• îáúåäèíåíèå �îñîáûõ� õîðä, ò.å. õîðä, íà êîòîðûõ ëåæàò áîëüøå äâóõ
òî÷åê êðèâîé C, à òàêæå õîðä, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òàêèå äâå òî÷êè
êðèâîé C, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà êàñàòåëüíûå âåêòîðà â
íèõ è ñàìó õîðäó äâóìåðíî.

Ïðîåêöèÿ èç òàêîé òî÷êè îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.
Ïóñòü òåïåðü îáðàç êðèâîé C ïðè ïîãðóæåíèè â ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ êðè-

âîé ñòåïåíè d ñ δ äâîéíûìè òî÷êàìè. Íàéäåì ðîä êðèâîé C ïî ýòèì äàííûì.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîãðóæåííàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì f = 0 â êàð-
òå z = 1, ïðè÷åì îáå êàñàòåëüíûå â êàæäîé äâîéíîé òî÷êå íåâåðòèêàëüíû.
Ïî òåîðåìå Áåçó ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåííîé êðèâîé ñ êðèâîé,
çàäàííîé óðàâíåíèåì ∂f/∂y = 0, ðàâíî d(d− 1).

Óïðàæíåíèå 3.2.7. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó Áåçó äëÿ êðèâûõ
ñ ïðîñòûìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ èç äâîéíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ îáùèì íóëåì
êðèâîé f = 0 è êðèâîé ∂f/∂y = 0, ïîýòîìó òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïðîåêöèè
íà îñü x (ò.å. òî÷êàìè ñ âåðòèêàëüíûìè êàñàòåëüíûìè) ÿâëÿþòñÿ ëèøü òå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå îòëè÷íû îò äâîéíûõ òî÷åê. Èõ ÷èñëî ðàâíî
d(d−1)−2δ (êàæäàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷èòàåòñÿ äâà ðàçà, ïîñêîëüêó â íåé
êðèâàÿ ∂f/∂y = 0 ïåðåñåêàåò äâå âåòâè ïîãðóæåííîé êðèâîé). Ïî ôîðìóëå
Ðèìàíà� Ãóðâèöà èìååì

d(d− 1)− 2δ = 2d+ 2g − 2,

îòêóäà

g =
(d− 1)(d− 2)

2
− δ.

Óïðàæíåíèå 3.2.8. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ ñòå-
ïåíè 4 ñ îäíîé ïðîñòîé äâîéíîé òî÷êîé.

Óïðàæíåíèå 3.2.9. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà äâà äîïóñêàåò ïî-
ãðóæåíèå â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü â êà÷åñòâå êðèâîé ñòåïåíè 4 ñ îäíîé
ïðîñòîé äâîéíîé òî÷êîé.

Óïðàæíåíèå 3.2.10. Îöåíèòå ñòåïåíü ïëîñêèõ êðèâûõ (ñ äâîéíûìè òî÷êà-
ìè), íåîáõîäèìóþ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ëþáóþ êðèâóþ çàäàííîãî
ðîäà g.

Îòîáðàæåíèå C → C ′, ãäå C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, à C ′ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ,
ó êîòîðîé ìîãóò áûòü ïðîñòûå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ïðè÷åì ÷èñëî ýòèõ
òî÷åê êîíå÷íî, íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì íîðìàëèçàöèè, à êðèâóþ C íàçû-
âàþò íîðìàëèçàöèåé êðèâîé C ′. Â äåéñòâèòåëüíîñòè íîðìàëèçàöèÿ åñòü ó
ëþáîé ïëîñêîé êðèâîé, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ó íåå îñîáåííîñòè,
íî íàì ýòîò ôàêò íå ïîíàäîáèòñÿ.

Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðîåêöèÿ êðèâîé C â CPn íà êðèâóþ C ′

â CPm, m < n, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì, ò. å. åñëè
òî÷êà (x0 : · · · : xn) ∈ C ïåðåõîäèò â òî÷êó (y0 : · · · : ym) ∈ C ′, òî êîîð-
äèíàòû x0, . . . , xn ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç y0, . . . , ym, à y0, . . . , ym
ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç x0, . . . , xn. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî êî-
îðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïðîåêöèÿ èìåëà âèä

(x0 : · · · : xn) 7→ (x0 : · · · : xm).

Ïîýòîìó íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî xm+1, . . . , xn ðàöèîíàëüíî âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç x0, . . . , xm (äëÿ òî÷åê êðèâîé C). Ïóñòü êðèâàÿ C çàäàåòñÿ
ñèñòåìîé óðàâíåíèé fi(x0, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , r. Äëÿ òî÷êè (a0 : · · · :
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am) ∈ C ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé fi(a0, . . . , am, xm+1, . . . , xn) = 0, i =
1, . . . , r. Êàæäîé òî÷êå êðèâîé C ′ ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà êðèâîé C, ïîýòî-
ìó xm+1, . . . , xn îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a0, . . . , am. Ñëåäîâàòåëüíî,
xm+1(a0, . . . , am), . . . , xn(a0, . . . , am) � îäíîçíà÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ôóíê-
öèè. Íî àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íà ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà
ðàöèîíàëüíà.

Óïðàæíåíèå 3.2.11. Èçó÷èòå îñîáûå òî÷êè ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì

y2z2 − x2(z2 − x2) = 0,

è ïîñòðîéòå åå íîðìàëèçàöèþ.

3.3 Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà êðèâûõ â ïðî-

åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü C � êðèâàÿ, âëîæåííàÿ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn, n ≥ 2, ñ
êîîðäèíàòàìè (z0 : z1 : · · · : zn). Ïóñòü Pk(z0, . . . , zn) è Qk(z0, . . . , zn) � äâà
îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Pk è Qk

íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé è ÷òî îãðàíè÷åíèå ìíîãî÷ëåíàQk íà êðèâóþ C
íå îáðàùàåòñÿ òîæäåñòâåííî â 0. Òîãäà îãðàíè÷åíèå Pk

Qk
|C îòíîøåíèÿ ýòèõ

ìíîãî÷ëåíîâ íà êðèâóþ C ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íà ýòîé êðèâîé.
Áîëåå òîãî, âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà äàííîé êðèâîé ðåàëèçóåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùåå âëîæåíèå è ïîäõîäÿùóþ ïàðó
ìíîãî÷ëåíîâ.

Óïðàæíåíèå 3.3.1. Âû÷èñëèòå ñòåïåíü ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåé-
ñÿ îãðàíè÷åíèåì íà ïëîñêóþ êðèâóþ ñòåïåíè d íåñîêðàòèìîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè Pk

Qk
ñ îäíîðîäíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì ñòåïåíè k.
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Ãëàâà 17

Âçãëÿä íàçàä ñ òî÷êè çðåíèÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ

Ââåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó ïîñìîòðåòü íà
ìíîãèå ðàíåå ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ è óïðîñòèòü èõ âûâîä.

17.1 Ðîä ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
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