
Ëèñòîê 3. Îïåðàòîðû.

Âñå çàäà÷è â ýòîì ëèñòêå, êðîìå îòìå÷åííûõ çâåçäî÷êîé, ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè.

Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è ïèñüìåííûõ ðåøåíèé � 17 íîÿáðÿ.

1. Ïóñòü A, B è C � ëèíåéíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â Cn. Èçâåñòíî, ÷òî
[A,C] = [B,C] = 0, íî [A,B] 6≡ 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà C îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ êðàòíûå.

2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A â Cn, îáëàäàþùèé ïîëíûì íàáîðîì ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàçëè÷íû:

Aψi = λiψi, 1 ≤ i ≤ n, i 6= j ⇒ λi 6= λj.

Âûðàçèòå ïðîåêòîð Pi íà íàïðàâëåíèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ψi â âèäå ôóíêöèè
îò A.

3. Ïðèäóìàéòå ïðèìåðû íàáëþäàåìûõ A è B, à òàêæå ñîñòîÿíèÿ σ, ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(a) Ñîñòîÿíèå σ ñìåøàííîå, äèñïåðñèÿ íàáëþäàåìîé A â ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà
íóëþ: ∆σA = 0.

(b) Íàáëþäàåìûå A è B çàäàþòñÿ êîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì èõ
äèñïåðñèè â ñîñòîÿíèè σ: ∆σA = 0, ∆σB 6= 0 (ñîñòîÿíèå σ íå îáÿçàòåëüíî
ñìåøàííîå).

(c) Íàáëþäàåìûå A è B çàäàþòñÿ íåêîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè, íî â ñî-
ñòîÿíèè σ: ∆σA = 0, ∆σB = 0.

4. Íàáëþäàåìàÿ A ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, ò.å. êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå, äèñ-
ïåðñèÿ è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ýòîé íàáëþäàåìîé â ëþáîì
ñîñòîÿíèè ñèñòåìû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.

5. Ïóñòü a è a† � ïàðà ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå V (ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ýð-
ìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ íå ìîæåò âûïîë-
íÿòüñÿ ïåðåñòàíîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå a a† + a†a = −I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð.

6. Îïåðàòîðû Q è P ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ({·, ·} 7→
1
i~ [·, ·]) êëàññè÷åñêèõ îáîáùåííîé êîîðäèíàòû q è ñîîòâåòñòâóþùåãî åé èìïóëüñà
p.

(a) Óïðîñòèòå âûðàæåíèå e−αP f(Q) eαP . Çäåñü α ∈ C � ïàðàìåòð, à f � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ.
Íàéäèòå ïåðåñòàíîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ u = eQ è v = eαP .
Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ,
åñëè íàèâíî ïðîâåñòè ïðîöåäóðó êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ïàðû eq,
eαp.

(b) (*) Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå eα(P+Q) = eαP eαQ ei~ α2

2 . (Óêàçàíèå. Ñîñòàâüòå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè F (α) = e−αP eα(P+Q).)



7. (*) Äîêàæèòå ôîðìóëó Áåéêåðà-Õàóñäîðôà

eABe−A = B +
1

1!
[A,B] +

1

2!
[A, [A,B]] + . . . ,

ãäå A è B � îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. (Óêà-

çàíèå. Ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè F (α) =
eαABe−αA.)

8. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ èíòåãðèðó-
åìûì êâàäðàòîì ìîäóëÿ ψ : R → C,

∫
R |ψ(x)|2dx < ∞ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

L2(R). Äîêàæèòå, ÷òî L2(R) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Íà L2(R) çàäàäèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Dc:

Dcψ(x) =
√
c ψ(cx), c > 0, ∀ψ(x) ∈ L2(R).

Íàéäèòå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð D†
c îòíîñèòåëüíî ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ (·, ·)L2 â L2(R):

(ψ1, ψ2)L2 =
∫

R
ψ∗

1(x)ψ2(x)dx.

9. Ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L2(R)
íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì, åñëè åãî äåéñòâèå íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ(x) ∈ L2(R)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Fψ(x) =
∫

R
f(x, y)ψ(y)dy,

ãäå f(x, y) � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ÿäðîì îïåðàòîðà F .

Ðàññìîòðèì ÿäåðíûé îïåðàòîð Φ ñ ÿäðîì φ(x)φ∗(y), ãäå φ(x) ∈ L2(R). Äîêà-
æèòå, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî L2(R). Íàéäèòå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòîãî îïåðàòîðà.


