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Ãëàâà 2

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà è

òîïîëîãèÿ êðèâûõ

Âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé îðèåíòè-
ðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ. Êàê ìû óæå çíàåì, òîïîëîãèÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé
î÷åíü ïðîñòà � åñëè ïîâåðõíîñòü êîìïàêòíà, òî åå òîïîëîãèÿ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åå ðîäîì (èëè, ýêâèâàëåíòíî, åå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé).
Îäíàêî ïîìèìî òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà êðèâîé åñòü êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà. Îíà âûäåëÿåò èç âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé íà êðèâîé àíàëè-
òè÷åñêèå ôóíêöèè.

Åñëè ïîâåðõíîñòü óñòðîåíà ïðîñòî � íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñê
èëè ñôåðó, � òî ëþáûå äâå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà íåé ýêâèâàëåíòíû.
Åñëè æå ðîä ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëåí, òî íà íåé ìîæíî ââåñòè óæå ìíî-
ãî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð. Áîëåå òîãî, ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå
ñòðóêòóðû íà ïîâåðõíîñòÿõ äàííîãî ðîäà ñàìè îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî. Ãåî-
ìåòðèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ óñëîæíÿåòñÿ ñ ðîñòîì ðîäà. Ìû áóäåì èçó÷àòü åå
ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà íà ïðîòÿæåíèè âñåãî êóðñà.

2.1 Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà êðèâîé

Ãëàäêàÿ êðèâàÿ â n-ìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ëîêàëüíî çàäàåò-
ñÿ ñèñòåìîé èç n − 1 ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîýòîìó, ïî òåîðåìå î
íåÿâíîé ôóíêöèè, ìîæíî îòîæäåñòâèòü îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè òàêîé
êðèâîé ñ åäèíè÷íûì äèñêîì â C1. Òåì ñàìûì, äëÿ êàæäîé òî÷êè A òà-
êîé êðèâîé C èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå mU èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U = U(A) ⊂ C ýòîé òî÷êè íà åäèíè÷íûé äèñê. Ðàçóìååòñÿ,
òàêèõ îêðåñòíîñòåé è òàêèõ îòîáðàæåíèé ìíîãî. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçû-
âàåòñÿ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòîé â âûáðàííîé îêðåñòíîñòè1. Ïðè ýòîì åñëè

1Èíîãäà â îïðåäåëåíèè ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû òðåáóþò, ÷òîáû òî÷êà A îòîáðàæàëàñü

â öåíòð äèñêà.
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äâå òàêèå îêðåñòíîñòè U, V ïåðåñåêàþòñÿ, òî îòîáðàæåíèå mUm
−1
V , îïðåäå-

ëåííîå â íåêîòîðîé îáëàñòè åäèíè÷íîãî äèñêà, îêàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì,
ò.å. êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì è îáðàòèìûì, ïðè÷åì îáðàòíîå ê íåìó òîæå
êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêîå. Òàêîé íàáîð îêðåñòíîñòåé è ëîêàëüíûõ êîîðäè-
íàò íàçûâàþò êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà êðèâîé.

Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ââåñòè è ïîíÿòèå ãîëîìîðô-
íîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ. Îòîáðàæåíèå f : C → C ′ êîì-
ïëåêñíûõ êðèâûõ, íàäåëåííûõ êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè {(U,mU )} è {(U ′,mU ′)}
ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþò ãîëîìîðôíûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ C ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü U ′ ⊂ C ′ òî÷êè f(A′) âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì m′

U ′ : U ′ →
C è îêðåñòíîñòü U òî÷êè A âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì mU : U → C, òàêèå, ÷òî
îòîáðàæåíèå m′

U ′fm
−1
U ãîëîìîðôíî òàì, ãäå îíî îïðåäåëåíî (îáëàñòü åãî

îïðåäåëåíèÿ mU (f
−1(U ′) ∩ U) îòêðûòà è ñîäåðæèò òî÷êó mU (A), ïîýòîìó

îíà çàâåäîìî íåïóñòà). ßñíî, ÷òî åñëè óêàçàííîå ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå fu =
m′

U ′fm
−1
U ãîëîìîðôíî äëÿ íåêîòîðîé ïàðû îêðåñòíîñòåé U,U ′ è ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàòmU ,m
′
U ′ , òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû îêðåñòíîñòåé V, V ′ è ëîêàëü-

íûõ êîîðäèíàò mV ,m
′
V ′ îòîáðàæåíèå fv = m′

V ′fm
−1
V ãîëîìîðôíî íà ìíî-

æåñòâåmV (f
−1(U ′∩V ′)∩U∩V ). Äåéñòâèòåëüíî, fv = m′

V ′m′
U ′

−1
fum

−1
U m−1

V .

Ïðèìåð 2.1.1. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè, îáðàçóåò ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Ïîýòîìó, çàôèêñèðî-
âàâ â CP2 òî÷êó A, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå èç ïðîèçâîëüíîé
ïëîñêîé êðèâîé C â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ: íóæíî êàæäîé òî÷êå êðèâîé C
ñîïîñòàâèòü ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A è âûáðàííóþ òî÷êó êðè-
âîé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ãîëîìîðôíî.

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ïàðû êðèâûõ, äëÿ êî-
òîðîãî îáðàòíîå ê íåìó òîæå ãîëîìîðôíî, íàçûâàþò áèãîëîìîðôíûì îòîá-
ðàæåíèåì, èëè èçîìîðôèçìîì êðèâûõ.

Íàëè÷èå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå êîì-
ïëåêñíîé êðèâîé. Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ äâóìåðíàÿ îðèåí-
òèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà íåé. Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ
êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå ëþáîå åå îòêðû-
òîå ïîäìíîæåñòâî, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ýòèì âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ � ëþáàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü ðåàëèçóåòñÿ êàê îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðè-
âîé. Îäíàêî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå íåïðîñòî. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà
íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî íà ëþáîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé (÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü åå âëî-
æåíèå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî). Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó
� ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, äî-
ïóñêàþùèå ïðîåêòèâíîå âëîæåíèå.

2.2 Ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé

Íåîñîáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ â CP2 ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ.
Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà çàäàåò îðèåíòàöèþ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè � óìíîæå-
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íèå íà ìíèìóþ åäèíèöó i â ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå îïðåäåëÿåò
ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè. Âñÿêàÿ
ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ êîìïàêòíà, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ïîäìíîæåñòâîì â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ êðèâàÿ â CP2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü íåêîòîðîãî ðîäà g, ò.å.
ñôåðó ñ g ðó÷êàìè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðîäà êðèâîé è äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ
ñâîéñòâ êðèâîé áûâàåò ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ ïëîñêîñòè CP2 íà
CP1 è èíäóöèðîâàííîå ýòîé ïðîåêöèåé îòîáðàæåíèå êðèâîé C ⊂ CP2 íà
CP1. Ïîä ïðîåêöèåé ìû ïîäðàçóìåâàåì îáû÷íóþ ïðîåêöèþ ïëîñêîñòè íà
ïðÿìóþ. Ïðèìåðîì òàêîé ïðîåêöèè ìîæåò ñëóæèòü îòîáðàæåíèå (x : y :
z) 7→ (x : y); ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî íà äîïîëíåíèè ê òî÷êå (0 : 0 :
1) ∈ CP2. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïëîñêîñòè CP2 (ñ âûêîëîòîé òî÷êîé) íà CP1

ïðîîáðàçîì òî÷êè ñëóæèò ïðÿìàÿ. Êàê ïðàâèëî, ïðÿìàÿ â CP2 ïåðåñåêàåò
êðèâóþ C ñòåïåíè n ðîâíî â n òî÷êàõ. Ïîýòîìó ó âñåõ òî÷åê ïðÿìîé CP1

êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîîáðàç ïðè ïðîåêöèè êðèâîé C ⊂ CP2 íà CP1 ñî-
ñòîèò ðîâíî èç n òî÷åê. Åñëè ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèè âäîëü
ïðÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ êîìïîíåíòàìè êðèâîé C, èëè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî íåïðèâîäèìûå êðèâûå ñòåïåíè âûøå 1, òî ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè
áóäåò ñîäåðæàòü íå áîëåå n òî÷åê. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îòîáðà-
æåíèå p : C → CP1 ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì. Òî÷êè ïðÿìîé CP1,
ïðîîáðàçû êîòîðûõ ñîäåðæàò ìåíåå n òî÷åê, ýòî òî÷êè âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ðàçâåòâëåííî íàêðûâàåò ïðî-
åêòèâíóþ ïðÿìóþ. Ïîñëåäíÿÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ê îäíî-
ìåðíîìó êîìïëåêñíîìó ïðîñòðàíñòâó C áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè, ò.å.
ãîìåîìîðôíà ñôåðå S2. Òåì ñàìûì ìû åùå ðàç äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ C â CP2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü.

Èçó÷åíèå ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü ðîä êðèâîé.

Ïðèìåð 2.2.1. Êðèâàÿ Ôåðìà xn + yn + zn = 0 èìååò ðîä (n−1)(n−2)
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ C íåîñî-
áàÿ. Êðîìå òîãî, ïðîåêöèÿ p : CP2 \(0 : 0 : 1) → CP1 èíäóöèðóåò îòîáðàæå-
íèå p′ : C → CP1, òàê êàê (0 : 0 : 1) /∈ C. Ïðîîáðàç òî÷êè (x0 : y0) ∈ CP1

ñîñòîèò èç òî÷åê (x0 : y0 : z) ∈ CP, ãäå zn = −(xn
0 +yn0 ). Åñëè xn

0 +yn0 ̸= 0, òî
ïðîîáðàç ñîñòîèò ðîâíî èç n òî÷åê, à åñëè xn

0 + yn0 = 0, òî ïðîîáðàç ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè. Ïîýòîìó p′ � n-ëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñ òî÷êàìè
âåòâëåíèÿ (1 : εn), ãäå εn � êîðåíü n-é ñòåïåíè èç −1. Èõ n øòóê, è ïîðÿäîê
âåòâëåíèÿ â êàæäîé èç íèõ ðàâåí n. Èç òåîðåìû Ðèìàíà�Ãóðâèöà ïîëó÷àåì

χ(C) = n
(
χ(S2)− n

)
+ n = n(2− n) + n = −n2 + 3n.

Ïîýòîìó

g(C) =
2− χ(C)

2
=

n2 − 3n+ 2

2
=

(n− 1)(n− 2)

2
.
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Óïðàæíåíèå 2.2.2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå êðèâîé Ôåðìà â CP1, ïîëîæèâ
â êàðòå z = 1 çíà÷åíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíûì n-é ñòåïåíè êîîðäèíà-
òû x òî÷êè êðèâîé. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå äîñòðàè-
âàåòñÿ äî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ èç êðèâîé Ôåðìà â CP1. á) Íàéäèòå
òî÷êè âåòâëåíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â èõ ïðîîáðàçàõ.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òðåõäîëüíûì ãðàôîì Kn,n,n (âåðøèíû ãðàôà
� ïðîîáðàçû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ðåáðà � ïðîîáðàçû ñîåäèíÿþùèõ èõ
âåùåñòâåííûõ îòðåçêîâ).

Çàìå÷àíèå 2.2.3. Ýòà êîíñòðóêöèÿ äàåò âëîæåíèå ãðàôà Kn,n,n â ïîâåðõ-
íîñòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ðîäà.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî áîëåå îá-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2.4. Ðîä íåîñîáîé ïëîñêîé êðèâîé ñòåïåíè n ðàâåí
(n−1)(n−2)

2 .

Â ÷àñòíîñòè, ðîä êðèâîé ñòåïåíè 3 ðàâåí 1, ðîä êðèâîé ñòåïåíè 4 ðàâåí 3,
à ðîä êðèâîé ñòåïåíè 5 ðàâåí 6.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x, y, z) = 0 � óðàâíåíèå íåîñîáîé
êðèâîé C ⊂ CP2 ñòåïåíè n. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà (0 : 0 : 1) íå ëåæèò
íà êðèâîé C. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ p : C → CP1, ïåðåâîäÿ-
ùóþ òî÷êó (x : y : z) â òî÷êó (x : y). Ïðîîáðàç òî÷êè (x0 : y0) ñîñòîèò èç
òî÷åê (x0 : y0 : z), ãäå z � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (z) = F (x0, y0, z). Òî÷êàì
âåòâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò êðàòíûå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ò. å. òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ êðèâûõ F = 0 è ∂F

∂z = 0. Ñòåïåíè ýòèõ êðèâûõ ðàâíû n è n − 1
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ íåêðàò-
íûå, ò. å. êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíî n(n−1). Â òàêîì ñëó÷àå ïðî-
îáðàç êàæäîé òî÷êè âåòâëåíèÿ ñîñòîèò ðîâíî èç n− 1 òî÷åê, ïîýòîìó

χ = n(2− n(n− 1)) + n(n− 1)2 = 2n− n(n− 1) = 3n− n2,

à çíà÷èò,

g =
(n− 1)(n− 2)

2
.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî åñòü è êðàòíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Íàïîìíèì,
÷òî

χ(C) = n(2− k) + n1 + . . .+ nk = 2n−
k∑

i=1

(n− ni).

Äëÿ íåêðàòíûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ n − ni = 1. À êîãäà d íåêðàòíûõ òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëèâàþòñÿ â îäíó òî÷êó êðàòíîñòè d, âìåñòî d ñëàãàåìûõ
n − ni = 1 ïîÿâëÿåòñÿ îäíî ñëàãàåìîå, ðàâíîå d. Ñàìà ñóììà ïðè ýòîì íå
èçìåíÿåòñÿ. �

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèâ êðèâîé ñòåïåíè n êîýôôèöèåíòû
çàäàþùåãî åå óðàâíåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè), ìíîæåñòâî

âñåõ êðèâûõ ñòåïåíè n ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ CPd, ãäå d = n(n+3)
2 .
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Ðèñ. 2.1: Ãëàäêàÿ êðèâàÿ, áëèçêàÿ ê ÷åòâåðêå ïðÿìûõ

Êðèâàÿ F = 0 îñîáàÿ, åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé F = 0, Fx = 0, Fy =
0, Fz = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèå F = 0 ëèø-
íåå, òàê êàê nF = xFx+yFy+zFz. Èç òðåõ óðàâíåíèé Fx = 0, Fy = 0, Fz = 0
ìîæíî èñêëþ÷èòü x, y è z. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè F . Òàêèì îáðàçîì, îñîáûå êðèâûå
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó êîìïëåêñíîé êîðàçìåðíîñòè 1, ò. å. âåùåñòâåííîé
êîðàçìåðíîñòè 2. Ýòî ìíîæåñòâî íå ðàçáèâàåò CPd, è, çíà÷èò, íåîñîáûå êðè-
âûå îáðàçóþò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïðè ìàëîì øåâåëåíèè íåîñîáîé êðèâîé
åå ðîä íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ, ïîýòîìó ó âñåõ íåîñîáûõ êðèâûõ ñòåïåíè n ðîä
îäèí è òîò æå.

Òåïåðü ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèìåðîì 2.2.1, â êîòîðîì âû-
÷èñëåí ðîä îäíîé èç íåîñîáûõ êðèâûõ ñòåïåíè n. Íî ìîæíî âû÷èñëèòü
è ðîä êàêîé-íèáóäü äðóãîé íåîñîáîé êðèâîé ñòåïåíè n, íàïðèìåð, êðèâîé
l1 · . . . · ln = ε, ãäå l1, . . . , ln � ïðÿìûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ε � äîñòàòî÷íî
ìàëîå ÷èñëî. Êðèâàÿ li = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðó S2 ⊂ CP2, à êðèâàÿ
l1 · l2 · . . . · ln = 0 åñòü îáúåäèíåíèå òàêèõ ñôåð, ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïî îäíîé òî÷êå. Äëÿ êðèâîé l1 · . . . · ln = ε òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ
çàìåíÿåòñÿ òðóáî÷êîé, ñîåäèíÿþùåé ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïðÿìûì ñôå-
ðû. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n ñôåð,
ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ òðóáî÷êàìè (ñì. ðèñ. 2.1 äëÿ n = 4). Êðèâàÿ ñòåïåíè
n ïîëó÷àåòñÿ èç êðèâîé ñòåïåíè n− 1 äîáàâëåíèåì n− 2 ðó÷åê, ïðè÷åì ðîä
êðèâîé ñòåïåíè 1 ðàâåí 0. Ïîýòîìó ðîä êðèâîé ñòåïåíè n ðàâåí

1 + 2 + . . .+ (n− 2) =
(n− 1)(n− 2)

2
. �

Óïðàæíåíèå 2.2.5. Ïóñòü Y � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ â êàðòå z = 1
óðàâíåíèåì y2 = x − x3. à) Íàðèñóéòå âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ýòîé êðèâîé.
á) Íàéäèòå òî÷êè âåòâëåíèÿ ïðîåêöèè ýòîé êðèâîé íà îñü x è íà îñü y è
ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â èõ ïðîîáðàçàõ.

Óïðàæíåíèå 2.2.6. Ïóñòü Y � êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â CP1 ×CP1, ïðî-
åêöèÿ êîòîðîé íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü èìååò ñòåïåíü m, à íà âòîðîé �
ñòåïåíü n. Íàéäèòå ðîä êðèâîé Y .

Òåîðåìà 2.2.4 ïîçâîëÿåò äàòü åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.3 î
÷èñëå äâîéíûõ òî÷åê íåïðèâîäèìîé êðèâîé äàííîé ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî,
ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ îðèåíòèðóåìóþ
ïîâåðõíîñòü ðîäà (n − 1)(n − 2)/2. Ïîÿâëåíèå äâîéíîé òî÷êè ó ïðîäåôîð-
ìèðîâàííîé êðèâîé ïðèâîäèò ê ñòÿãèâàíèþ â òî÷êó íåòðèâèàëüíîé ïåòëè ó
ïîâåðõíîñòè, ñì. ðèñ. 2.2 à). Ëîêàëüíî îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè âûãëÿäèò
êàê òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé â ÷åòûðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îòäåëèâ äðóã îò äðóãà ëèñòû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ,
ìû ïîëó÷èì íîâóþ ïîâåðõíîñòü. Íåïðèâîäèìîñòü îñîáîé êðèâîé ýêâèâà-
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Ðèñ. 2.2: à) Ñòÿãèâàíèå ïåòëè â îñîáóþ òî÷êó è á) íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñ
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê

Ðèñ. 2.3: Ïðîåêòèðîâàíèå êóáè÷åñêîé êðèâîé èç òî÷êè. Äâå èç øåñòè êàñà-
òåëüíûõ ëåæàò â êîìïëåêñíîé îáëàñòè è íà ðèñóíêå íå èçîáðàæåíû

ëåíòíà ñâÿçíîñòè ïîëó÷èâøåéñÿ ïîâåðõíîñòè. Åñëè îíà ñâÿçíà, òî åå ðîä íà
åäèíèöó ìåíüøå ðîäà èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîå ÷èñëî äâîéíûõ òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò ðîäà
êðèâîé � ïîÿâëåíèå êàæäîé äîïîëíèòåëüíîé äâîéíîé òî÷êè óìåíüøàåò
ðîä ïîâåðõíîñòè íà 1. Åñëè ÷èñëî äâîéíûõ òî÷åê â òî÷íîñòè ðàâíî ðîäó
(ðèñ. 2.2 á)), òî ðåçóëüòàò ðàñùåïëåíèÿ èõ âñåõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôå-
ðó, ò.å. îñîáàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ñì. òåîðå-
ìó 1.3.4.

Íåìíîãî èçìåíèâ ïðîåêöèþ, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ðèìàíà�Ãóð-
âèöà íàéòè êîëè÷åñòâî êàñàòåëüíûõ ê äàííîé êðèâîé C, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó O.

Òåîðåìà 2.2.7. Èç òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî n2−n
ðàçëè÷íûõ êàñàòåëüíûõ ê íåîñîáîé êðèâîé ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñóòè äåëà, ìû óæå äîêàçàëè ýòî óòâåðæäåíèå â ïðè-
ìåðå 2.2.4. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ p êðèâîé C íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ CP1,
îáðàçîâàííóþ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó O. Îòîáðàæåíèå p ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì. Êàñàòåëüíûå ê êðèâîé C, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç òî÷êó O, ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì âåòâëåíèÿ (ðèñ. 2.3). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî C � íåîñîáàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n, à òî÷êà O íå ëåæèò íè íà êðèâîé C, íè
íà äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ, íè íà êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ ïåðåãèáà. (Äâîéíîé
êàñàòåëüíîé íàçûâàþò ïðÿìóþ, êàñàþùóþñÿ êðèâîé C â äâóõ ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ.) Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê âåòâëåíèÿ n− ni = 1, ïîýòîìó

χ(C) = 2n−
k∑

i=1

(n− ni) = 2n− k,

ãäå k � êîëè÷åñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå χ(C) = 3n − n2, ïî-
ýòîìó k = n2 − n.

Ñëåäñòâèå 2.2.8. Èç òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ëåæàùåé íà íåîñîáîé

êðèâîé C ñòåïåíè n, ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî n2 − n − 1 ðàçëè÷íûõ êà-

ñàòåëüíûõ ê êðèâîé C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè O ê òî÷êå O1, ëåæàùåé íà êðèâîé
C, äâå êàñàòåëüíûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O, ñëèâàþòñÿ â îäíó (ðèñ. 2.4).

Äëÿ òî÷êè O, ëåæàùåé íà êðèâîé C, îäíîé èç n2 − n − 1 êàñàòåëüíûõ
áóäåò êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â òî÷êå O. Åñëè ýòó êàñàòåëüíóþ èñêëþ÷èòü, òî
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Ðèñ. 2.4: Äâå êàñàòåëüíûå, ñëèâàþùèåñÿ â îäíó

îñòàíåòñÿ n2−n−2 êàñàòåëüíûõ. Îñîáåííî èíòåðåñíà ñèòóàöèÿ ñ ýòèìè êà-
ñàòåëüíûìè â ñëó÷àå êóáè÷åñêèõ êðèâûõ. Â ýòîì ñëó÷àå n2−n−2 = 4. Äâîé-
íûõ êàñàòåëüíûõ ó êóáè÷åñêîé êðèâîé íåò � ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ äâîéíîé
êàñàòåëüíîé ñ êðèâîé íå ìåíüøå 4, òîãäà êàê ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
ñ êóáè÷åñêîé êðèâîé íå ìîæåò ïðåâûøàòü 3. Ïîýòîìó òî÷êàìè íåîáùåãî
ïîëîæåíèÿ áóäóò òîëüêî òî÷êè ïåðåãèáà (òî÷êó êðèâîé íàçûâàþò òî÷êîé
ïåðåãèáà, åñëè êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé è êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå
áîëüøå 2). Íî â ýòèõ òî÷êàõ íå ïðîèñõîäèò íè÷åãî ïëîõîãî � ïðîñòî îäíà
èç ÷åòûðåõ êàñàòåëüíûõ ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå. Òàêèì îá-
ðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó êóáè÷åñêîé êðèâîé ïðîõîäèò ÷åòâåðêà ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ êàñàòåëüíûõ ê íåé (êîòîðûå âî âñåõ òî÷êàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷-
êàìè ïåðåãèáà, îòëè÷íû îò êàñàòåëüíîé â ñàìîé ýòîé òî÷êå).

Ýòà ÷åòâåðêà ïðÿìûõ îïðåäåëÿåò ÷åòûðå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, îá-
ðàçîâàííîé âñåìè ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Äëÿ ÷åòâåð-
êè òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ìîæíî ðàññìîòðåòü èõ äâîéíîå îòíîøåíèå

[a, b, c, d] = c−a
c−b : d−a

d−b , ãäå a, b, c è d � êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê â íåêîòîðîé êî-
îðäèíàòå íà ïðÿìîé (îò âûáîðà êîîðäèíàòû ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò). Äâîéíîå
îòíîøåíèå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì áåðóòñÿ òî÷êè.

Óïðàæíåíèå 2.2.9. à) Äîêàæèòå, ÷òî [a, b, c, d] = [b, a, c, d]−1 = [a, b, d, c]−1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî [a, b, c, d] = 1− [a, c, b, d].
â) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàâëÿÿ ÷åòûðå ÷èñëà a, b, c, d ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü
áîëüøå 6 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èõ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ è ïðèâåäèòå ïðèìåðû
÷åòâåðîê, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ðàâíî 1, 2, 3 è 6.

Óïðàæíåíèå 2.2.10. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî λ

J(λ) =
(1− λ+ λ2)3

λ2(1− λ)2

íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ λ íà λ−1 è íà 1− λ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè λ = [a, b, c, d] � äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê,
òî J(λ) íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì áåðóòñÿ òî÷êè.

Ïóñòü x � òî÷êà êóáè÷åñêîé êðèâîé, λ(x) � äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòû-
ðåõ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè x. Ýòè êàñàòåëüíûå âñåãäà ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, ïîýòîìó λ(x) íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé 0, 1 è ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
J(λ(x)) � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, íå ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå∞, ò. å. îãðàíè-
÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Íî êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ C â CP2 êîìïàêòíà, à îãðàíè÷åí-
íàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè áåç êðàÿ ïîñòîÿííà.
Ïîýòîìó J(λ(X)) = J(C) � èíâàðèàíò òî÷êè íà êðèâîé C. Ïî íåêîòîðûì
ïðè÷èíàì âìåñòî èíâàðèàíòà J óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü èíâàðèàíò j = 28J .

Ïðè ïðîåêòèâíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïëîñêîñòè ïðÿìûå, êàñàòåëüíûå ê äàí-
íîé êðèâîé C, ïåðåõîäÿò â êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê åå îáðàçó. ×åòâåðêà êàñà-
òåëüíûõ èç äàííîé òî÷êè íà êðèâîé òàêæå ïðåòåðïåâàåò ïðîåêòèâíîå ïðå-
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Ðèñ. 2.5: Ïðîñòàÿ òî÷êà ïåðåãèáà êðèâîé

îáðàçîâàíèå, à çíà÷èò èõ äâîéíîå îòíîøåíèå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Òåì ñà-
ìûì, çíà÷åíèå J(C) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì èíâàðèàíòîì êóáè÷åñêîé êðè-
âîé. Êàê ìû óâèäèì âïîñëåäñòâèè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ è áèãî-
ëîìîðôíûì èíâàðèàíòîì.

Óïðàæíåíèå 2.2.11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êðèâîé C, çàäàííîé â àôôèííîé
êàðòå z = 1 óðàâíåíèåì y2 = x(x− 1)(x− λ), èíâàðèàíò J(C) ðàâåí J(λ).

Ýòî óïðàæíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êóáè÷åñêèå êðè-
âûå � åñëè J(λ1) ̸= J(λ2), òî êðèâûå y2 = x(x − 1)(x − λ1) è y2 = x(x −
1)(x − λ2) íå ìîãóò áûòü ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû è áèãîëîìîðôíû äðóã
äðóãó.

2.3 Ãåññèàí è òî÷êè ïåðåãèáà

Ïóñòü A � ãëàäêàÿ òî÷êà êðèâîé C, çàäàííîé îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì
F (x, y, z) = 0. Îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè F íà êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ A+ tP ê C,
ïðîâåäåííóþ â òî÷êå A, èìååò íóëü ïîðÿäêà íå íèæå 2. Äëÿ êðèâîé C, íå
ñîäåðæàùèõ ïðÿìîé â êà÷åñòâå íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû, ýòîò ïîðÿäîê â
òî÷íîñòè ðàâåí 2 äëÿ âñåõ òî÷åê êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà. Òî÷êè, â êîòîðûõ
ïîðÿäîê íóëÿ áîëüøå 2, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà êðèâîé C. Òî÷êà
ïåðåãèáà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ïîðÿäîê íóëÿ îãðàíè÷åíèÿ óðàâíåíèÿ
êðèâîé íà êàñàòåëüíóþ â ýòîé òî÷êå ðàâåí 3, ñì. ðèñ. 2.5.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåãèáà êðèâîé èñïîëüçóåòñÿ ãåññèàí çàäàþùå-
ãî åå ìíîãî÷ëåíà. Ãåññèàíîì îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû åãî âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

H(F ) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂2F
∂x2

∂2F
∂x∂y

∂2F
∂x∂z

∂2F
∂y∂x

∂2F
∂y2

∂2F
∂y∂z

∂2F
∂z∂x

∂2F
∂z∂y

∂2F
∂z2

∣∣∣∣∣∣∣ .
Óïðàæíåíèå 2.3.1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà êðèâîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ãåññèàí ìíîãî÷ëåíà, çàäàþùåãî êðèâóþ,
îáðàùàåòñÿ â íóëü â ýòîé òî÷êå.

Ýòî óïðàæíåíèå ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåãèáà ó êðè-
âîé äàííîé ñòåïåíè. Ïðèðàâíèâàíèå ê íóëþ ãåññèàíà ìíîãî÷ëåíà F çàäàåò
íà ïëîñêîñòè íîâóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ, è òî÷êè ïåðåãèáà èñõîäíîé
êðèâîé C ýòî â òî÷íîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C ñ êðèâîé H(F ) = 0.
Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ � â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå òðàíñ-
âåðñàëüíî, � ìîæíî òåïåðü ïîäñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå Áåçó. Íàïðèìåð, åñëè
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà F ðàâíà 3, òî ñòåïåíü åãî ãåññèàíà òàêæå ðàâíà 3 (âòî-
ðûå ïðîèçâîäíûå êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà èìåþò ñòåïåíü 1, ïîýòîìó ñòåïåíü
ñîñòàâëåííîãî èç íèõ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâíà 3). Çíà÷èò, ó
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êóáè÷åñêîé êðèâîé 9 òî÷åê ïåðåãèáà. Ê ñîæàëåíèþ, âåùåñòâåííûìè ìîãóò
áûòü ëèøü íå áîëåå 3 èç ýòèõ òî÷åê, ïîýòîìó âåùåñòâåííûõ êóáè÷åñêèõ êðè-
âûõ ñ 9 òî÷êàìè ïåðåãèáà íå áûâàåò è ìû íå ìîæåì èçîáðàçèòü âñå òî÷êè
ïåðåãèáà êóáèêè íà ðèñóíêå.

Óïðàæíåíèå 2.3.2. Âû÷èñëèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåãèáà ó êðèâîé ñòå-
ïåíè n â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå òî÷êè ïåðåãèáà ïðîñòûå. Â ÷àñòíîñòè,
äîêàæèòå, ÷òî ó êâàäðèê òî÷åê ïåðåãèáà íåò.

Êàê ïîêàçûâàþò íèæåñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ, 9 òî÷åê ïåðåãèáà êóáè-
÷åñêîé êðèâîé îáðàçóþò î÷åíü èíòåðåñíóþ êîíôèãóðàöèþ òî÷åê íà êîì-
ïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 2.3.3. Äîêàæèòå, ÷òî òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ñî-
åäèíÿþùåé äâå òî÷êè ïåðåãèáà êóáè÷åñêîé êðèâîé, ñ ýòîé êðèâîé òàêæå
ÿâëÿåòñÿ åå òî÷êîé ïåðåãèáà. Íàéäèòå îáùåå ÷èñëî ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ñîäåðæèò òðîéêó òî÷åê ïåðåãèáà äàííîé êóáè÷åñêîé êðèâîé. Ñêîëüêî
èç ýòèõ ïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïåðåãèáà?

Óïðàæíåíèå 2.3.4. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåãèáà ó âñåõ êóáèê èç ïó÷êà
λF + µH(F ) = 0, λ, µ ∈ C, ñîâïàäàþò.
Óïðàæíåíèå 2.3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåé ïðîåêòèâíîé çàìåíå êî-
îðäèíàò ëþáîé ïó÷îê âèäà λF +µH(F ) = 0, λ, µ ∈ C, ñîäåðæàùèé ãëàäêóþ
êóáèêó, ìîæíî ïåðåâåñòè â ïó÷îê êðèâîé Ôåðìà λ(x3 + y3 + z3) +µxyz = 0.
Â ÷àñòíîñòè, âñå íàáîðû èç äåâÿòè òî÷åê ïåðåãèáà äàííîé êóáè÷åñêîé êðè-
âîé ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû. Âû÷èñëèòå òî÷êè ïåðåãèáà äëÿ êðèâûõ ýòîãî
ïó÷êà.

2.4 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

Ïóñòü Pn = Pn(x) �ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n áåç êðàòíûõ êîðíåé. Ðàññìîòðèì
ïëîñêóþ êðèâóþ, çàäàííóþ â àôôèííîé êàðòå z = 1 óðàâíåíèåì y2 = Pn(x).
Â âûáðàííîé àôôèííîé êàðòå ó êðèâîé íåò îñîáûõ òî÷åê. Îäíàêî ïðè n > 4
ó ýòîé êðèâîé åñòü îñîáûå òî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Óïðàæíåíèå 2.4.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî óêàçàííàÿ êðèâàÿ èìååò íà áåñêîíå÷íî-
ñòè îäíó òî÷êó, åñëè ÷èñëî n íå÷åòíî, è äâå òî÷êè, åñëè îíî ÷åòíî. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ òî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè îñîáû ïðè n > 4.

Àôôèííàÿ ÷àñòü êðèâîé y2 = Pn(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïðî-
êàëûâàíèÿ ãëàäêîé êîìïàêòíîé êðèâîé â îäíîé òî÷êå, åñëè ÷èñëî n íå÷åòíî,
è â äâóõ òî÷êàõ, åñëè ÷èñëî n ÷åòíî. Çàêëåèâ ýòè òî÷êè, èñõîäíóþ ãëàäêóþ
êðèâóþ ìîæíî âîññòàíîâèòü.

×òîáû íàéòè ïðîîáðàç òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x0 èç CP1, íóæíî ðåøèòü
óðàâíåíèå y2 = Pn(x0). Åñëè x0 � íå êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Pn, òî ýòî óðàâ-
íåíèå èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ. Ïîýòîìó òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíè
ìíîãî÷ëåíà Pn è, âîçìîæíî, òî÷êà (1 : 0). Ïðîâåðèì, ÷òî òî÷êà (1 : 0) áó-
äåò òî÷êîé âåòâëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷åòíî. Ïðè ìàëûõ
z ïðîîáðàç òî÷êè (1 : z) ñîñòîèò èç òî÷åê âèäà (1, y, z), ãäå y2 ≈ anz

2−n.
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Ïóñòü z = ρeiφ. Ïðè èçìåíåíèè φ îò 0 äî 2π (ò. å. ïðè îáõîäå âîêðóã òî÷-
êè (1, 0) ∈ CP1) àðãóìåíò òî÷êè y èçìåíÿåòñÿ íà (2 − n)π. Ïîýòîìó åñëè n
íå÷åòíî, òî y èçìåíÿåò çíàê, ò. å. ìû ïåðåõîäèì íà äðóãóþ âåòâü, à åñëè n
÷åòíî, òî y íå èçìåíÿåòñÿ, ò. å. ìû âîçâðàùàåìñÿ íà èñõîäíóþ âåòâü.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ðàâíî 2
[
n+1
2

]
, ãäå êâàä-

ðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå
Ðèìàíà�Ãóðâèöà

2− 2g = 2

(
2− 2

[
n+ 1

2

])
+ 2

[
n+ 1

2

]
,

ò. å. g =
[
n+1
2

]
− 1 =

[
n−1
2

]
.

Çàìå÷àíèå 2.4.2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðîäà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìû íå
ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íàïðÿìóþ ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðîäà ïî ñòå-
ïåíè êðèâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ôîðìóëà äåéñòâóåò ëèøü äëÿ ãëàäêèõ
êðèâûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Íî íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êðèâàÿ íåãëàäêàÿ, à íà ïðîèçâåäåíèè äâóõ ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ
ôîðìóëà íåïðèìåíèìà.

Êðèâóþ C, çàäàííóþ óðàâíåíèåì y2 = Pn(x), íàçûâàþò ãèïåðýëëèïòè-
÷åñêîé.

Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåðýëëèï-

òè÷åñêîé, åñëè åå ðîä áîëüøå 1 è åþ ìîæíî äâóëèñòíî ðàçâåòâëåííî íà-
êðûòü ñôåðó Ðèìàíà. Âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ îáÿçà-
òåëüíî ïðîñòûå. Ïî ôîðìóëå Ðèìàíà�Ãóðâèöà, èõ ÷èñëî ÷åòíî, è åñëè îíî
ðàâíî 2k, òî ðîä íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè ðàâåí g = k − 1. Ïîçäíåå ìû
óâèäèì, ÷òî âñÿêóþ ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ìîæíî çà-
äàòü óðàâíåíèåì y2 = Pn(x), ãäå n = 2g + 1 èëè n = 2g + 2, â ïðîèçâåäå-
íèè äâóõ ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ, õîòÿ è íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Íà ãè-
ïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìîæíî îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìóþ ãèïåðýëëèï-

òè÷åñêóþ èíâîëþöèþ σ : C → C, ïåðåñòàâëÿþùóþ ëèñòû ðàçâåòâëåííîãî
íàêðûòèÿ. (Âîîáùå, èíâîëþöèÿ ýòî ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êâàäðàò
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.) Äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì y2 = Pn(x) â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ
ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ, ýòà èíâîëþöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åíèå íà
êðèâóþ èíâîëþöèè îáúåìëþùåé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ â êîîðäèíàòàõ èìå-
åò âèä (x, y) 7→ (x,−y).

Óïðàæíåíèå 2.4.3. Äîêàæèòå, ÷òî íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ãèïåð-
ýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ åäèíñòâåííà � âñå äâóëèñòíûå ðàçâåòâëåííûå
íàêðûòèÿ ñôåðû Ðèìàíà äàííîé êðèâîé çàäàþò îäíó è òó æå èíâîëþöèþ.

Çàìå÷àíèå 2.4.4. Íå ñëåäóåò ïóòàòü ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ èíâîëþöèþ ñ èí-
âîëþöèåé êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëåíà íà âåùåñòâåí-
íûõ êðèâûõ, ò.å. íà êðèâûõ, çàäàâàåìûõ ïîëèíîìèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â îòëè÷èå îò ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé, âå-
ùåñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ íå ñîõðàíÿåò êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû êðèâîé è íå
ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì.



2.5. ÏÎÄÍßÒÈÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ 45

2.5 Ïîäíÿòèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû

Ïóñòü ó íàñ åñòü êàêàÿ-íèáóäü êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ C, Y � äâóìåðíàÿ ïî-
âåðõíîñòü è f : Y → C � íàêðûòèå. Òîãäà ìû ìîæåì �ïîäíÿòü� êîìïëåêñ-
íóþ ñòðóêòóðó ñ êðèâîé C íà Y . Äåëàåòñÿ ýòî òàê. Âîçüìåì òî÷êó y ∈ Y
è åå îáðàç t = f(y) ïðè íàêðûòèè f . Ó òî÷êè t ∈ C åñòü òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü U = U(t), ÷òî îãðàíè÷åíèå íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ íà ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó ïðîîáðàçà f−1(U), ñîäåðæàùóþ y, âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Êîì-
ïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà íà òàêîé îêðåñòíîñòè ââîäèòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ mU ◦f
(åñëè îêðåñòíîñòü U íå âõîäèò â ÷èñëî îêðåñòíîñòåé, çàäàþùèõ êîìïëåêñ-
íóþ ñòðóêòóðó, òî íóæíî âçÿòü êàêóþ-íèáóäü îïðåäåëÿþùóþ îêðåñòíîñòü
è îãðàíè÷èòü êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå ñ íåå íà åå ïåðåñå÷åíèå ñ U , ñ÷èòàÿ
ýòî ïåðåñå÷åíèå íîâîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ).

Óïðàæíåíèå 2.5.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ëîêàëüíûå êîîðäèíà-
òû äåéñòâèòåëüíî çàäàþò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà Y . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íà ïåðåñå÷åíèè îïðåäåëÿþùèõ îêðåñòíîñòåé çàìåíû ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò
ãîëîìîðôíû.

Íàêðûòèÿ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî, ïîýòîìó ïðèíöè-
ïèàëüíî âàæíîé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíèòü ïðåäûäóùóþ êîí-
ñòðóêöèþ íà ñëó÷àé ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàó÷èòüñÿ
ïðîäîëæàòü êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó â îêðåñòíîñòè ïðîîáðàçîâ òî÷åê âåòâ-
ëåíèÿ. Ïóñòü f : Y → X � ðàçâåòâëåííîé íàêðûòèå ãëàäêîé íåïðèâîäèìîé
êîìïëåêñíîé êðèâîé X ïîâåðõíîñòüþ Y è ïóñòü y ∈ Y � ïðîîáðàç òî÷êè
âåòâëåíèÿ f(y) = x. Òîãäà ó òî÷êè y åñòü ïðîêîëîòàÿ êðóãîâàÿ îêðåñòíîñòü,
êîòîðàÿ íàêðûâàåò ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x ñ íåêîòîðîé êðàòíî-
ñòüþ k (ýòà êðàòíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì âåòâëåíèÿ, â äàííîé òî÷êå ïðî-
îáðàçà). Âûáðàâ êîîðäèíàòó z â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ X, ìû ìîæåì ââåñòè
íà íàêðûâàþùåé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y êîîðäèíàòó t = z1/k, êî-
òîðàÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó, çàêëåèâàþùóþ ïðîêîë.
Â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå t íàøå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå èìååò âèä t 7→ tk.
Êàê ìû óâèäèì, âñÿêóþ ãëàäêóþ êîìïàêòíóþ êîìïëåêñíóþ êðèâóþ ìîæíî
ïîëó÷èòü êàê ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè åùå îäèí, ÷ðåçâû÷àéíî ìîùíûé, èíñòðó-
ìåíò ïîñòðîåíèÿ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ. ×òîáû ïîñòðîèòü êðèâóþ, íóæíî
âçÿòü íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé íàáîð òî÷åê, ïîñòðîèòü çâåçäó
ñ ëó÷àìè, èäóùèìè â ýòè òî÷êè (çâåçäà çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè) è çàäàòüñÿ íàáîðîì ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç d
ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèì äâóìÿ ñâîéñòâàìè � òðàíçèòèâíîñòüþ çàäàâàåìîãî
èìè äåéñòâèÿ è òåì, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâ-
êå. Òàêîé íàáîð çàäàåò ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñôåðû (ñì. ðàçäåë 0.5), è
ïîäíÿâ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ñî ñôåðû íà íàêðûâàþùóþ ïîâåðõíîñòü,
ìû ïðåâðàòèì åå â ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü. Òîïîëîãèÿ ýòîé ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïåðåñòàíîâîê, à êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà �
ðàñïîëîæåíèåì âåðøèí çâåçäû.



46 Ãëàâà 2. ÊÎÌÏËÅÊÑÍÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÒÎÏÎËÎÃÈß ÊÐÈÂÛÕ

d d d d d d d d d dd d d d d d d d d dd d d d d d d d d dd d d d d d d d d dd d d d d d d d d d

d dd d
�
�

�
�τ

1

à)

á)

Ðèñ. 2.6: à) Ðåøåòêà íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé è á) Ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàë-
ëåëîãðàìì ýòîé ðåøåòêè

2.6 Ôàêòîðêðèâàÿ

Åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ñîñòîèò íàîáîðîò â îïóñ-
êàíèè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ñ êðèâîé íà íàêðûâàåìóþ êðèâóþ. Äîïóñòèì
íà êîìïëåêñíîé êðèâîé Y äèñêðåòíî è áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê äåéñòâóåò
ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé G, ñîõðàíÿþùèõ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, ò.å. ãðóï-
ïà áèãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé êðèâîé íà ñåáÿ. Òîãäà ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî � ò.å. ìíîæåñòâî îðáèò � ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû íàäåëåíî åñòå-
ñòâåííîé ñòðóêòóðîé êîìïëåêñíîé êðèâîé.

Ïðèìåð 2.6.1. Ïóñòü Y = C � êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ. Ðàññìîòðèì íà ýòîé
ïðÿìîé ðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ íàä Z äâóìÿ âåêòîðàìè 1 è τ , ãäå τ ∈ C �
êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ, ñì. ðèñ. 2.6. Ñäâèãè íà
ýòè äâà âåêòîðà ïîðîæäàþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé êîìïëåêñíîé ïðÿìîé,
ñîõðàíÿþùèõ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà C. Ýòî ñâîáîäíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Åå îðáèòû ýòî îáðàçû ðåøåòêè ïðè âñåâîç-
ìîæíûõ ñäâèãàõ. Ôàêòîð ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû � äâóìåðíûé òîð, êî-
òîðûé ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïàðàëëåëîãðàììîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû 1
è τ , ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè. Òàêîé òîð íàçû-
âàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 2.6.2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ.

Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæå-
íèþ, à ðåøåòêà � ïîäãðóïïîé â íåé, âñÿêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàäåëåíà
ñòðóêòóðîé àáåëåâîé ãðóïïû � ôàêòîðãðóïïû ïðÿìîé ïî ðåøåòêå. Îáðàç
ðåøåòêè ñëóæèò íóëåì ýòîé ãðóïïû. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñäâèãîì ìîæíî
ïåðåíåñòè íóëü ãðóïïû â ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ òî÷êó êðèâîé (ðàçóìååò-
ñÿ, ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà ïðåòåðïèò ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ).

Óïðàæíåíèå 2.6.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå íóëÿ ãðóïïû ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé âûáðàòü îäíó èç òî÷åê ïåðåãèáà, òî âñå äåâÿòü òî÷åê ïåðåãèáà
îáðàçóþò ïîäãðóïïó 3-êðó÷åíèÿ â ýòîé ãðóïïå.
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2.7 Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : C → CP1 íàçûâàþò ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé

íà êðèâîé C. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñôåðà Ðèìàíà CP1 ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå C ∪ ∞; â ÷àñòíîñòè, íà íåé åñòü äâå âûäåëåííûå òî÷êè � 0 è
∞. Ïðîîáðàçû òî÷êè 0 � ýòî íóëè ôóíêöèè f , à ïðîîáðàçû òî÷êè ∞ � ïî-
ëþñû. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîðÿäêè íóëåé ïîëîæèòåëüíû, à ïîðÿäêè ïîëþñîâ
îòðèöàòåëüíû.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé ñ îáùèì íóëåì èìååò â òîé æå òî÷êå íóëü,
ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí ñóììå ïîðÿäêîâ íóëåé ñîìíîæèòåëåé; ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ôóíêöèé ñ îáùèì ïîëþñîì èìååò â òîé æå òî÷êå ïîëþñ, ïîðÿäîê êîòî-
ðîãî ðàâåí ñóììå ïîðÿäêîâ ïîëþñîâ ñîìíîæèòåëåé. Áîëåå îáùèì îáðàçîì,
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðÿäîê ôóíêöèè â òî÷êå, çíà÷åíèå â êîòîðîé îòëè÷íî îò
0 è ∞, ðàâåí íóëþ, òî ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé â ëþáîé òî÷êå ðàâåí
ñóììå ïîðÿäêîâ ñîìíîæèòåëåé â ýòîé òî÷êå.

Ïðèìåðîì ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü ëþáîé ìíîãî÷ëåí

z 7→ P (z) = p0z
n + p1z

n−1 + · · ·+ pn, pi ∈ C, p0 ̸= 0, n ≥ 1,

íà ñôåðå Ðèìàíà. Äåéñòâèòåëüíî, ãîëîìîðôíîñòü çàäàâàåìîãî ìíîãî÷ëåíîì
îòîáðàæåíèÿ â ëþáîé êîíå÷íîé òî÷êå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé î÷åâèäíà. ×òîáû
ïîñìîòðåòü, êàê âåäåò ñåáÿ ìíîãî÷ëåí â áåñêîíå÷íîñòè, ñäåëàåì çàìåíó êî-
îðäèíàò z = 1/y. Â êîîðäèíàòå y â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè îòîáðàæåíèå
ïðèíèìàåò âèä

y 7→ P (1/y) =
p0
yn

+
p1

yn−1
+ · · ·+ pn =

1

yn
(p0 + p1y + · · ·+ pny

n).

Âûðàæåíèå 1/P (1/y), çàäàþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè íà êðèâîé-îáðàçå, èìååò âèä

1

P (1/y)
=

yn

p0 + p1y + · · ·+ pnyn
=

1

p0
yn − p1

p20
yn+1 +

p2 − p1p0
p30

yn+2 + . . . ,

ò.å. çàäàåò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñ íóëåì ïîðÿäêà n (íàïîìíèì, ÷òî p0 ̸=
0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ P èìååò â áåñêîíå÷íîñòè ïîëþñ ïîðÿäêà n.

Òåîðåìà 2.7.1. Íà ñôåðå Ðèìàíà ëþáàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, ò.å. îòíîøåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ P (z)/Q(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà ñôåðå Ðèìàíà CP1.
Ñôåðà Ðèìàíà êîìïàêòíà, ïîýòîìó ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ êîíå÷íî. Ïóñòü
z1, . . . , zn � íóëè è ïîëþñû ôóíêöèè f , à e1, . . . , en � èõ ïîðÿäêè. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ r(z) = (z − z1)

e1 . . . (z − zn)
en ; â êîíå÷-

íîé ïëîñêîñòè îíà èìååò òå æå ñàìûå íóëè è ïîëþñû, ÷òî è ôóíêöèÿ f .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = f(z)/r(z). Ýòà ôóíêöèÿ ìåðîìîðôíà íà âñåé
ñôåðå Ðèìàíà è íå èìååò íóëåé è ïîëþñîâ â êîíå÷íîé ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíî-
ñòè, êàê ôóíêöèÿ íà C, îíà ãîëîìîðôíà, à ïîòîìó åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
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âèäå ðÿäà Òåéëîðà: g(z) =
∑∞

k=0 akz
k äëÿ âñåõ z ∈ C. Ôóíêöèÿ g(z) ìåðî-

ìîðôíà òàêæå â òî÷êå ∞. Äëÿ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû w = 1/z â òî÷êå ∞
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(w) =

∑∞
k=0 akw

−k ìåðîìîðôíà â òî÷êå w = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, g(z) � ìíîãî÷ëåí, ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ ó íåãî íåò íóëåé
íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, g(z) = const è ôóíêöèÿ
f(z) ðàöèîíàëüíà.

Ñëåäñòâèå 2.7.2. Ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé è ïîëþñîâ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè

íà ñôåðå Ðèìàíà ðàâíà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíî äëÿ ìíîãî÷ëåíà � åãî ñòåïåíü ðàâíà ñ îä-
íîé ñòîðîíû ïîðÿäêó åãî ïîëþñà íà áåñêîíå÷íîñòè, à ñ äðóãîé � ÷èñëó åãî
êîðíåé, � à ïîòîìó è äëÿ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 2.7.3. Âïîñëåäñòâèè ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé è
ïîëþñîâ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f íà ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé ðàâíà 0 (òåîðå-
ìà 6.6.3). Èç òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ýòî óòâåðæäåíèå ñîâåðøåííî î÷å-
âèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ðàâíà
ñòåïåíè îïðåäåëÿåìîãî åþ ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.
Ñóììà ïîðÿäêîâ åå ïîëþñîâ ýòî òà æå ñàìàÿ ñòåïåíü, íî âçÿòàÿ ñî çíàêîì
ìèíóñ. Ïîýòîìó ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 0. Â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå íóëè
è ïîëþñà ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè íèêàê íå âûäåëÿþòñÿ ñðåäè ïðîîáðàçîâ
òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé � ñóììà êðàòíîñòåé ïðîîáðàçîâ ëþáîé òî÷êè
ðàâíà ñòåïåíè ôóíêöèè.

Â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íà êîìïëåêñíîé ïðîåê-
òèâíîé ïðÿìîé çàïèñûâàåòñÿ êàê îòíîøåíèå äâóõ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n, à èìåííî, P (z/w) = (

∑
aiz

iwn−i)/wn. Ïîýòîìó ëþáàÿ ìåðîìîðô-
íàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé è òîé æå
ñòåïåíè.

Òåîðåìà 2.7.4. Åñëè ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà ãëàäêîé êîìïàêòíîé êðè-

âîé C èìååò òîëüêî îäèí ïðîñòîé ïîëþñ, òî C � ýòî ñôåðà Ðèìàíà CP1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïîëþñ äàííîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäàâàåìîå åþ îòîáðàæåíèå f : C → CP1. Ïî óñëîâèþ òî÷êà p �
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ â ∞ ∈ CP1, ïðè÷åì îòîáðàæå-
íèå f èìååò êðàòíîñòü 1 â òî÷êå p. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ
1-ëèñòíûì íàêðûòèåì, ò.å. f � ãîìåîìîðôèçì.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïèñàíèåì ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ñôåðå (òåîðå-
ìà 2.7.1) è òåì ôàêòîì, ÷òî ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ äâóëèñòíî ðàçâåòâ-
ëåííî íàêðûâàåò ñôåðó, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îïèñàíèå ìåðîìîðô-
íûõ ôóíêöèé íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 2.7.5. Ïóñòü C � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâ-

íåíèåì y2 = P (x). Òîãäà ëþáóþ ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ f íà C ìîæíî

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå f = R(x) + yS(x), ãäå R è S �

ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ íà êðèâîé C,
p : C → CP1 � îòîáðàæåíèå (äâóëèñòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå), çàäàííîå
ôîðìóëîé (x : y : z) 7→ (x : z). Îòìåòèì, ÷òî σ � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå.
ßñíî òàêæå, ÷òî p ◦ σ = p.

Ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå ìåðîìîðô-
íûõ ôóíêöèé íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé � êàæäîé ìåðîìîðôíîé ôóíê-
öèè f íà êðèâîé C ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ σ∗f =
f ◦ σ. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f + σ∗f èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî σ∗, ïîñêîëüêó
σ∗(f + σ∗f) = σ∗f + f (ìû çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî σ2 = id).

Êàæäîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè r íà ñôåðå Ðèìàíà CP1 ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ g = p∗r = r ◦ p íà êðèâîé C. Ôóíêöèÿ g
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî σ∗, ïîñêîëüêó σ∗g = g◦σ = r◦p◦σ = r◦p = g. Ïî-
êàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ëþáàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g íà êðèâîé
C, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî σ∗, ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì èç ìåðîìîðô-
íîé ôóíêöèè r íà ñôåðå Ðèìàíà, ïðè÷åì ôóíêöèÿ r îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.
À èìåííî, äëÿ òî÷êè ξ ∈ C ïîëîæèì r(ξ) = g(ξ); êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðå-
äåëåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ g èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî σ∗.

Ôóíêöèÿ f + σ∗f ÿâëÿåòñÿ σ∗-èíâàðèàíòíîé. Ôóíêöèÿ f − σ∗f , êàê è
ôóíêöèÿ y, ÿâëÿåòñÿ σ∗-àíòèèíâàðèàíòíîé, ïîýòîìó ôóíêöèÿ (f − σ∗f)/y
ÿâëÿåòñÿ σ∗-èíâàðèàíòíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, f+σ∗f = 1

2R(x) è (f−σ∗f)/y =
1
2S(x), ãäå R(x) è S(x) � íåêîòîðûå ìåðîìîðôíûå (ò.å. ðàöèîíàëüíûå)
ôóíêöèè íà ñôåðå. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Óïðàæíåíèå 2.7.6. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ïîðÿäêîâ
ïîëþñîâ.



180Ãëàâà 2. ÊÎÌÏËÅÊÑÍÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÒÎÏÎËÎÃÈß ÊÐÈÂÛÕ



Ãëàâà 17

Âçãëÿä íàçàä ñ òî÷êè çðåíèÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ

Ââåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó ïîñìîòðåòü íà
ìíîãèå ðàíåå ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ è óïðîñòèòü èõ âûâîä.

17.1 Ðîä ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
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