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Ãëàâà 1

Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå

Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå � ýòî êðèâûå, êîòîðûå ìîæíî çàäàòü ïîëèíîìè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå ýòî îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ, è äëÿ
èõ çàäàíèÿ íå òðåáóåòñÿ íèêóäà èõ âêëàäûâàòü. Ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷-
íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ êðèâûõ è îáñóäèì, êàê óñòàíîâèòü, ïðèâîäÿò ëè îíè
ê îäíîé è òîé æå êðèâîé.

1.1 Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå

Íà÷íåì ñ íàèáîëåå íàãëÿäíîãî è ïðèâû÷íîãî îáúåêòà � êðèâûõ íà ïëîñêî-
ñòè, à çàòåì ïåðåéäåì ê êðèâûì â êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.

Êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ îäíèì ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì. Åñ-
ëè âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ âåùåñòâåííûå, òî êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé. Âåùåñòâåííûå òî÷êè (x : y : z), ëåæàùèå íà âåùå-
ñòâåííîé êðèâîé, îáðàçóþò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ýòîé êðèâîé. Ó íàñ íåò
õîðîøèõ ñïîñîáîâ èçîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ, ïîýòîìó äëÿ èëëþ-
ñòðàöèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè ïëîñêèõ âåùåñòâåííûõ
êðèâûõ, ïîïàäàþùèå â âûáðàííóþ àôôèííóþ êàðòó.

Ïðîñòåéøàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ � ïðÿìàÿ. Îíà çàäàåòñÿ ëèíåéíûì
îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ax + by + cz = 0. ×åðåç ëþáóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ
òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ, à ëþáûå äâå
ðàçëè÷íûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Íà ðèñ. 1.1 òàêæå
ïðèâåäåíû êðèâàÿ ñòåïåíè 2 (êâàäðèêà) è òðè êðèâûå ñòåïåíè 3 (êóáèêè).

Ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàþò êðèâóþ â CP2, çàäàííóþ îä-
íîðîäíûì ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì

∑
i+j+k=n

aijkx
iyjzk = 0, ãäå i, j, k �

íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì íå âñå êîýôôèöèåíòû aijk ðàâíû 0.

Ðèñ. 1.1: Ðàçëè÷íûå ïëîñêèå êðèâûå
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Ðèñ. 1.2: Ïðîñòåéøàÿ ïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 4

×èñëî n íàçûâàþò ïðè ýòîì ñòåïåíüþ êðèâîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü!!!
óðàâíåíèå êðèâîé â îäíîé èç àôôèííûõ êàðò x = 1, y = 1 èëè z = 1,
íóæíî ïðîñòî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå ýòî çíà÷åíèå � îíî ïðåâðàòèòñÿ â
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå îò äâóõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïëîñêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ F (x, y, z) = 0 íàçûâàþò íåïðèâîäè-

ìîé, åñëè îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí F íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ F1 è F2 ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå êðèâóþ íàçûâàþò ïðèâîäèìîé. Êàê ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèâîäèìàÿ
êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êðèâûõ F1 = 0 è F2 = 0.

Ïðîñòåéøàÿ ïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì l1 · · ·
ln = 0, ãäå l1, . . . , ln � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå ôóíêöèè. Êàê ìíî-
æåñòâî òî÷åê ýòà êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ l1 =
0, . . . , ln = 0, ñì. ðèñ. 1.2.

Ïðîñòåéøàÿ ïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ l1 · · · ln = 0 âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ïî-
ìîãàåò âûÿñíèòü, êàê îáñòîÿò äåëà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé êðèâîé ñòåïåíè
n. Íàïðèìåð, êðèâûå l1 · · · lm = 0 è l′1 · · · l′n = 0, íå ñîäåðæàùèå îáùèõ
ïðÿìûõ, èìåþò mn òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå êðè-
âûå ñòåïåíè m è n èìåþò ëèáî mn îáùèõ òî÷åê (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), ëèáî
áåñêîíå÷íî ìíîãî îáùèõ òî÷åê.

Íàðÿäó ñ íåïðèâîäèìîñòüþ âàæíûì ñâîéñòâîì êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êîñòü. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè � ýòî ïîä-
ìíîæåñòâî C ⊂ CP2, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì F (x, y, z) = 0, ãäå F � íåâû-

ðîæäåííûé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Óñëîâèå íåâûðîæ-
äåííîñòè çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî íà êðèâîé F (x, y, z) = 0 íåò îñîáûõ òî÷åê
ìíîãî÷ëåíà F , ò.å. òî÷åê, â êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â íóëü äèôôåðåíöèàë

dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy +

∂F

∂z
dz.

Ãëàäêàÿ êðèâàÿ íåïðèâîäèìà.

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè êðèâîé C èíîãäà áûâàåò ïðîùå ïðîâåðÿòü íå
â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ, à äëÿ íåêîòîðîé êàðòû. Ýòî óñëîâèå äëÿ êàðòû
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü A ∈ C � òî÷êà êðèâîé. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ êàðòó, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà A; ïóñòü ýòî áóäåò, íàïðèìåð,



1.1. ÏËÎÑÊÈÅ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÐÈÂÛÅ 15

êàðòà z = 1. Òîãäà óñëîâèå �äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x, y) = F (x, y, 1) äèôôåðåí-
öèàë

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå A� ýêâèâàëåíòíî ïðåäûäóùåìó, ïîòîìó ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x, y, z) ñòåïåíè n âûïîëíÿ-
åòñÿ òîæäåñòâî Ýéëåðà

x
∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
+ z

∂F

∂z
= nF.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ∂F
∂x = 0 è ∂F

∂y = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé, òî è
∂F
∂z = 0 â ýòîé òî÷êå.

Óïðàæíåíèå 1.1.1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî Ýéëåðà.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè óäîáíî ïðîâåðÿòü, äåéñòâóÿ â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ñíà÷àëà ñëåäóåò íàéòè îñîáûå òî÷êè ìíîãî÷ëåíà
F (x, y, z) íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP2. Êàê ïðàâèëî, èõ ÷èñëî êîíå÷íî.
Çàòåì ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè êàêàÿ-íèáóäü èç íèõ íà íàøåé êðèâîé C.

Ïðèìåð 1.1.3. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ êðèâóþ, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 0.

Óñëîâèå âûðîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà F îçíà÷àåò, ÷òî ∂F/∂x = ∂F/∂y = ∂F/∂z =
0, ò.å. x = y = z = 0. Ïîñêîëüêó íè îäíà èç òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
íå èìååò òàêèõ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò, ó ìíîãî÷ëåíà F âîîáùå íåò íèêàêèõ
îñîáûõ òî÷åê.

Ïðèìåð 1.1.4. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ êðèâóþ, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = x2 + y2 = 0.

Óñëîâèå âûðîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà F îçíà÷àåò, ÷òî ∂F/∂x = ∂F/∂y = ∂F/∂z =
0, ò.å. x = y = 0. Ýòî óñëîâèå âûäåëÿåò òî÷êó (0 : 0 : 1) íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Îíà ëåæèò íà êðèâîé x2 + y2 = 0, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ
êðèâàÿ îñîáàÿ. Íà ñàìîì äåëå îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïðîåêòèâíûõ
ïðÿìûõ, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè x + iy = 0 è x − iy = 0. Ýòè ïðÿìûå
ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå � îñîáîé òî÷êå êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 1.1.5. Ïóñòü C � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà íà ïëîñêîñòè, ò.å.
íåâûðîæäåííàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè. Äîêàæèòå,
÷òî â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò îíà èìååò âèä x2 + y2 + z2 = 0.

Ïóñòü (0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà êðèâîé, çàäàííîé â àôôèííîé êàðòå óðàâ-
íåíèåì f(x, y) = 0. Òîãäà êîíñòàíòà è ëèíåéíàÿ ÷àñòü ìíîãî÷ëåíà f ðàâíû
íóëþ. Îñîáàÿ òî÷êà êðèâîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé äâîéíîé òî÷êîé, åñëè êâàä-
ðàòè÷íàÿ ÷àñòü ìíîãî÷ëåíà f íåâûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íàÿ
÷àñòü ìíîãî÷ëåíà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ
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Ðèñ. 1.3: Êðèâàÿ ñ ïðîñòîé äâîéíîé òî÷êîé

ëèíåéíûõ ôóíêöèé, à êðèâàÿ f = 0 âûãëÿäèò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) êàê
ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 1.3).

Äàäèì îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â CP2. Ïóñòü òî÷êà A ïðè-
íàäëåæèò êðèâîé F = 0, ò. å. F (A) = 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
P = (p1 : p2 : p3) è ðàññìîòðèì ïðÿìóþ PA. Òî÷êè ýòîé ïðÿìîé èìåþò
êîîðäèíàòû A + tP , t ∈ C. Ïîýòîìó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PA è êðè-
âîé F (X) = 0 ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

F (A+ tP ) = F (A) + t
∑ ∂F

∂xi
(A)pi + . . . = 0. (1.1)

Èç ðàâåíñòâà F (A) = 0 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò êîðåíü t =
0. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîðåíü t = 0 ïî ìåíüøåé ìåðå äâóêðàòíûé, ò. å.∑

∂F
∂xi

(A)pi = 0, ïðÿìóþ PA íàçûâàþò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé F = 0 â
òî÷êå A.

Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
äàííîé êðèâîé. Îäíàêî åñëè îñîáàÿ òî÷êà � ïðîñòàÿ äâîéíàÿ, òî ÷åðåç íåå
ïðîõîäèò äâå ïðÿìûå, êîòîðûå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü êàñàòåëüíûìè ê âåòâÿì
êðèâîé â ýòîé òî÷êå. Ýòî äâå ïðÿìûå, ïðîèçâåäåíèå óðàâíåíèé êîòîðûõ äàåò
êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ êðèâîé â ïðîñòîé äâîéíîé òî÷êå.

Óïðàæíåíèå 1.1.6. Äîêàæèòå, ÷òî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y) êàñà-
òåëüíàÿ ê êðèâîé f(x, y) = 0 â ãëàäêîé åå òî÷êå (x0, y0) çàäàåòñÿ óðàâíåíè-
åì

(x− x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Óïðàæíåíèå 1.1.7. Ïóñòü A = (x0 : y0 : z0) � òî÷êà êðèâîé F = 0 â CP2.
Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ

x
∂F

∂x
(A) + y

∂F

∂y
(A) + z

∂F

∂z
(A) = 0

è

(x− x0)
∂F

∂x
(A) + (y − y0)

∂F

∂y
(A) + (z − z0)

∂F

∂z
(A) = 0

ýêâèâàëåíòíû.

Åñëè A � îñîáàÿ òî÷êà êðèâîé F = 0, òî

F (A+ tP ) = a0(P ) + a1(P )t+ a2(P )t
2 + . . . ,

ãäå a0(P ) = a1(P ) = 0. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà a0(P ) = . . . = ak−1(P ) = 0
äëÿ âñåõ òî÷åê P è ak(P ) ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè P , ÷èñëî k íàçûâàþò
êðàòíîñòüþ îñîáîé òî÷êè A. Íàïðèìåð, äëÿ êðèâîé l1 ··· lk = 0, ãäå l1, . . . , lk
� ëèíåéíûå ôóíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü â òî÷êå A, êðàòíîñòü òî÷êè A
ðàâíà k.
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Óïðàæíåíèå 1.1.8. à) Íàéäèòå êðàòíîñòü òî÷êè (0, 0) êðèâîé y2 = x2(x−1).
á) Íàéäèòå êðàòíîñòü òî÷êè (0, 0) êðèâîé y2 = x3.

Óïðàæíåíèå 1.1.9. Ïóñòü A � îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè k êðèâîé F = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ïîëèíîìà F íà ëþáóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó A, èìååò â òî÷êå A êîðåíü êðàòíîñòè íå ìåíüøå k, ïðè÷åì
êðàòíîñòü êîðíÿ áîëüøå k ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ.

Óïðàæíåíèå 1.1.10. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè ñëåäóþùèõ êðèâûõ â CP2:
à) y2z = x3;

á) y2zn−2 =
n∏

i=1

(x− aiz), n ≥ 4, a1, . . . , an ∈ C ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Îáñóäèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñêîëüêî òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
íóæíî çàäàòü, ÷òîáû ÷åðåç íèõ ïðîõîäèëà åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n?
Ñíà÷àëà ïðîñòî ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî íóæíî ïàðàìåòðîâ, ÷òîáû çàäàòü êðè-
âóþ ñòåïåíè n. Òàêàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

∑
i+j+k=n aijkx

iyjzk = 0.
Êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ aijk ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ÷èñëà n â âèäå óïîðÿäî÷åííîé ñóììû òðåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.
×òîáû ïîëó÷èòü òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, íóæíî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n
åäèíèö âñòàâèòü äâå ïåðåãîðîäêè, ò.å. âûáðàòü 2 ýëåìåíòà èç n + 2. Òàêèì
îáðàçîì, êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè êðèâîé ñòåïåíè n ðàâíî(
n+2
2

)
= (n+2)(n+1)

2 . Íî ïðîïîðöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäàþò îäíó è òó æå

êðèâóþ, ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ êðèâîé ñòåïåíè n íóæíî d =
(
n+2
2

)
− 1 =

n(n+3)
2 ïàðàìåòðîâ. Òåì ñàìûì, ÷åðåç d = n(n+3)/2 òî÷åê ñêîðåå âñåãî ïðî-

õîäèò êîíå÷íîå ÷èñëî êðèâûõ ñòåïåíè n. Íàïðèìåð, ïðè n = 1 èìååì d = 2,
è äåéñòâèòåëüíî, ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ.

Óïðàæíåíèå 1.1.11. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç 2 · 5/2 = 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè â
îáùåì ïîëîæåíèè ïðîõîäèò îäíà êðèâàÿ âòîðîé ñòåïåíè.

×òîáû ñäåëàòü ýòè íåôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ñòðîãèìè, íàì ïîòðåáó-
åòñÿ òàê íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèå Âåðîíåçå vn : CP2 → CPd, ñîïîñòàâ-
ëÿþùåå òî÷êå (x : y : z) ∈ CP2 òî÷êó ñ ïðîåêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè

uijk = xiyjzk, ãäå i+ j + k = n; çäåñü d =
(
n+2
2

)
− 1 = n(n+3)

2 .

Óïðàæíåíèå 1.1.12. à) Ïðîâåðüòå, ÷òî, åñëè ÷èñëà x, y, z íå âñå ðàâíû íóëþ,
òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë xiyjzk íå ðàâíî íóëþ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Âåðîíåçå ðàçíûå òî÷êè ïëîñêîñòè CP2 ïåðå-
âîäèò â ðàçíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà CPd.

Êðèâàÿ
∑
aijkx

iyjzk = 0 ïðè îòîáðàæåíèè Âåðîíåçå ïåðåõîäèò â ñå÷åíèå

îáðàçà ïëîñêîñòè CP2 â CPd ãèïåðïëîñêîñòüþ
∑
aijkuijk = 0. ßñíî òàêæå,

÷òî îáðàç ïëîñêîñòè CP2 â CPd íå ìîæåò öåëèêîì ñîäåðæàòüñÿ â îäíîé
ãèïåðïëîñêîñòè

∑
aijkuijk = 0, ïîñêîëüêó èíà÷å âñå òî÷êè CP2 äîëæíû

áûëè áû ëåæàòü íà êðèâîé
∑
aijkx

iyjzk = 0.

×åðåç ëþáûå d òî÷åê â CPd ìîæíî ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü. Ýòî îçíà-
÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÷åðåç ëþáûå d òî÷åê â CP2 ìîæíî ïðîâåñòè êðèâóþ
ñòåïåíè n. Ïîñêîëüêó îáðàç ïëîñêîñòè CP2 íå ëåæèò â îäíîé ãèïåðïëîñêî-
ñòè, â CP2 ìîæíî âûáðàòü d + 1 òî÷åê òàê, ÷òîáû èõ îáðàçû íå ëåæàëè â
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îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â CP2 ìîæíî âûáðàòü d+ 1 òî÷åê
òàê, ÷òî ÷åðåç íèõ íåëüçÿ ïðîâåñòè êðèâóþ ñòåïåíè n.

Òðåáóåìûå d+ 1 òî÷åê ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òî÷êó A1 âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî. Ïîñëå òîãî êàê âûáðàíû òî÷êè A1, . . . , Ak,
ïðîâîäèì ÷åðåç íèõ êðèâóþ ñòåïåíè n è âûáèðàåì òî÷êó Ak+1 âíå ýòîé
êðèâîé. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïðîâîäèì ãèïåðïëîñêîñòü ÷åðåç îáðàçû òî÷åê
A1, . . . , Ak â CPd è âûáèðàåì òî÷êó â îáðàçå CP2, íî âíå ïîëó÷åííîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò âûáðàòü â CPd òî÷êè, íå ëåæàùèå
â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Èì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè â CP2, íå ëåæàùèå íà
îäíîé êðèâîé ñòåïåíè n.

Îáðàçû âûáðàííûõ òî÷åê A1, . . . , Ad+1 ïðè îòîáðàæåíèè Âåðîíåçå ñëó-
æàò âåðøèíàìè d-ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Ëþáûå d èç ýòèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâó-
þò ãðàíè ñèìïëåêñà. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç òî÷êè A1, . . . , Ad

ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n.

Ïîäâåäåì èòîãè. ×åðåç ëþáûå d = n(n+3)
2 òî÷åê â CP2 ìîæíî ïðîâåñòè

êðèâóþ ñòåïåíè n. Â CP2 ìîæíî óêàçàòü d òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò
åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n. Áîëåå òîãî, åñëè ÷åðåç äàííûå d òî÷åê ïðî-
õîäèò íå îäíà êðèâàÿ ñòåïåíè n, òî ìàëûì øåâåëåíèåì äàííûõ òî÷åê ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÷åðåç ïîëó÷åííûå òî÷êè ïðîõîäèëà åäèíñòâåííàÿ êðè-
âàÿ ñòåïåíè n (ìàëûì øåâåëåíèåì d òî÷åê, ëåæàùèõ â îäíîé (d−2)-ìåðíîé
ïëîñêîñòè, ìîæíî ïåðåâåñòè â d òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé (d− 2)-ìåðíîé
ïëîñêîñòè).

Óïðàæíåíèå 1.1.13. Ïóñòü ïðÿìûå p1, p2 è p3 íà ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþò ïðÿ-
ìûå q1, q2 è q3 â 9 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàçû ýòèõ òî÷åê ïðè
îòîáðàæåíèè Âåðîíåçå v3 : CP2 → CP9 ëåæàò â îäíîé 7-ìåðíîé ïëîñêîñòè.

Óñëîâèå òîãî, ÷òî êðèâàÿ ñòåïåíè n ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ ôèêñèðî-
âàííóþ òî÷êó, âûäåëÿåò ïðîåêòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 1 â
CPd. Åñëè æå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êðèâàÿ íå òîëüêî ïðîõîäèëà ÷åðåç íåêîòî-
ðóþ òî÷êó, íî è ýòà òî÷êà èìåëà êðàòíîñòü íå ìåíåå k, òî òàêîå óñëîâèå âû-

äåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè k(k+1)
2 . Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî äàííàÿ òî÷êà èìååò êîîðäèíàòû (0 : 0 : 1). Çàïèøåì óðàâíåíèå
êðèâîé â âèäå a0z

n + a1(x, y)z
n−1 + . . .+ an(x, y), ãäå as(x, y) � îäíîðîäíûé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè s. Óñëîâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû a0, . . . ,

ak−1 íóëåâûå. Âñåãî ïîëó÷àåì 1 + 2 + . . .+ k = k(k+1)
2 ëèíåéíûõ óñëîâèé.

Óïðàæíåíèå 1.1.14. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü óñëîâèÿ �êðèâàÿ êàñàåòñÿ äàííîé
ïðÿìîé�? À åñëè òðåáóåòñÿ ïîðÿäîê êàñàíèÿ íå ìåíåå k?

1.2 Òåîðåìà Áåçó è åå ïðèëîæåíèÿ

Ïóñòü A � îáùàÿ òî÷êà äâóõ êðèâûõ F = 0 è G = 0 íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè. Äëÿ êàæäîé èç äâóõ êðèâûõ ýòà òî÷êà ìîæåò îêàçàòüñÿ îñîáîé èëè
ãëàäêîé. Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ îáåèõ êðèâûõ òî÷êà A ãëàäêàÿ, òî êðèâûå ìî-
ãóò â íåé êàñàòüñÿ äðóã äðóãà èëè ïåðåñåêàòüñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Îáùàÿ òî÷-
êà äâóõ êðèâûõ, ãëàäêàÿ äëÿ îáåèõ êðèâûõ, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé òðàíñâåð-
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Ðèñ. 1.4: Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êðèâûõ â îáùåé òî÷êå: à) òðàíñâåðñàëüíîå
ïåðåñå÷åíèå â ãëàäêîé òî÷êå îáåèõ êðèâûõ; á) êàñàíèå â ãëàäêîé òî÷êå îáåèõ
êðèâûõ; â) îáùàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé äëÿ îäíîé èç êðèâûõ è îñîáîé
äëÿ äðóãîé; ã) îáùàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ îáåèõ êðèâûõ.

Ðèñ. 1.5: à) Òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìàëûõ èç-
ìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ êðèâûõ; á) êàñàíèå íåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìà-
ëûõ èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ êðèâûõ � îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðó òðàíñ-
âåðñàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé; â) òðîéíîå ïåðåñå÷åíèå òàêæå íåóñòîé÷èâî � ïðè
ìàëîì èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòîâ îíî ïðåâðàùàåòñÿ â òðè òðàíñâåðñàëüíûõ
ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèÿ.

ñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êîé êàñàíèÿ), åñëè êàñàòåëüíûå
ïðÿìûå ê äâóì êðèâûì â ýòîé òî÷êå ðàçëè÷íû (ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäàþò).
Âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ êðèâûõ â èõ îáùåé òî÷êå ïðèâåäå-
íû íà ðèñ. 1.4. Òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì:
ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè óðàâíåíèé êðèâûõ â îêðåñòíîñòè òðàíñâåðñàëü-
íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò íàõîäèòüñÿ òî÷êà òðàíñâåðñàëüíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ íîâûõ êðèâûõ. Êàñàíèå � íåóñòîé÷èâàÿ êîíôèãóðàöèÿ: ïðè
íåáîëüøîì èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòîâ êðèâûõ êàñàíèå ìîæåò ïðåâðàòèòü-
ñÿ â äâå (èëè áîëåå) òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ, ñì. ðèñ. 1.5. (Îá-
ðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè øåâåëåíèè êàñàþùèåñÿ êðèâûå íå ìîãóò
ïðåâðàòèòüñÿ â íåïåðåñåêàþùèåñÿ � âåùåñòâåííàÿ êàðòèíêà â ýòîì ñëó÷àå
äàåò íåïðàâèëüíóþ ïîäñêàçêó.)

Çàéìåìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ. Ðàññìîòðèì ñíà÷à-
ëà ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç êðèâûõ � ïðÿìàÿ, è ïóñòü îíà ïåðåñåêàåò êðèâóþ
ñòåïåíè n, çàäàííóþ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì F (x, y, z) = 0. Ïðÿìóþ ìîæíî
ïàðàìåòðèçîâàòü îòîáðàæåíèåì CP1 → CP2. Â àôôèííîé êîîðäèíàòå t íà
ïðÿìîé òàêîå îòîáðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

t 7→ (x0 + x1t, y0 + y1t, z0 + z1t).

Åãî êîìïîçèöèÿ ñ ìíîãî÷ëåíîì F äàåò óðàâíåíèå íà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé ñ êðèâîé F = 0:

F (x0 + x1t, y0 + y1t, z0 + z1t) = 0.

Ýòî ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå ñòåïåíè n îò t. Îáðàçû n åãî êîðíåé � ýòî n
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è êðèâîé. Åñëè îíè âñå ðàçëè÷íû, òî ïðÿìàÿ è
êðèâàÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî âî âñåõ ñâîèõ îáùèõ òî÷êàõ. Íåêî-
òîðûå êîðíè èëè èõ îáðàçû ìîãóò ñîâïàäàòü � â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì
êðàòíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Îäíàêî ñóììà êðàòíîñòåé âñåãäà îäèíàêîâà �
îíà ðàâíà n, ñòåïåíè êðèâîé. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò êðèâóþ ñòåïåíè n
â n òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

×òîáû ïîíÿòü, êàê ïåðåñåêàþòñÿ êðèâûå áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé, ðàñ-
ñìîòðèì ïåðåñå÷åíèå êðèâîé òðåòüåé ñòåïåíè è êðèâîé âòîðîé ñòåïåíè.
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Ïóñòü F (x, y, z) = 0 èG(x, y, z) = 0� îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ íàøèõ êðèâûõ.
Ìíîãî÷ëåíû F è G ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F (x, y, z) = a0y
3 + a1(x, z)y

2 + a2(x, z)y + a3(x, z),

G(x, y, z) = b0y
2 + b1(x, z)y + b2(x, z),

ãäå ñòåïåíè îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ak(x, z) è bk(x, z) ðàâíû k (åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ). Òî÷êà (x0 : y0 :
z0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ F = 0 è G = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåíû F (x0, y, z0) è G(x0, y, z0) èìåþò îáùèé êîðåíü y0.

Ïóñòü φ = φ(y) è ψ = ψ(y) � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ìíîãî÷ëåíû
ñòåïåíè m è n ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ìíîãî÷ëåíû èìåþò îáùèé êîðåíü íàä
ïîëåì C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû φ1 è ψ1, ñòåïå-
íè êîòîðûõ ìåíüøå m è n ñîîòâåòñòâåííî è φψ1 = ψφ1. Â ñàìîì äåëå, åñëè
φ è ψ èìåþò îáùèé êîðåíü íàä C, òî îíè èìåþò íàä C îáùèé äåëèòåëü η,
ñòåïåíü êîòîðîãî íå ìåíüøå 1. Òîãäà ìû ìîæåì âçÿòü φ1 = φ/η è ψ1 = ψ/η.
Íàîáîðîò, åñëè φψ1 = ψφ1, òî â ìíîãî÷ëåí Φ = φψ1 = ψφ1 âõîäÿò âñå ìíî-
æèòåëè, íà êîòîðûå ðàçëàãàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû φ è ψ, íî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà
Φ ìåíüøå ñóììû ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ φ è ψ. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû φ è ψ
èìåþò îáùèé äåëèòåëü, à çíà÷èò, îíè èìåþò îáùèé êîðåíü íàä ïîëåì C.

Òåì ñàìûì, êðèâûå F (x, y, z) = 0 è G(x, y, z) = 0, ñòåïåíè êîòîðûõ
ðàâíû m è n ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò îáùóþ òî÷êó (x0 : y0 : z0) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ F (x0, y, z0) è G(x0, y, z0) ìîæíî ïîäî-
áðàòü òàêèå ìíîãî÷ëåíû f1(y) è g1(y), ÷òî Fg1 = f1G, ïðè÷åì deg g1 < n
è deg f1 < m. Íî ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ
F (x0, y, z0) è G(x0, y, z0) ñîâïàäàþò ñî ñòåïåíÿìè êðèâûõ, ò. å. ìû òðåáó-
åì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ a0 ̸= 0 è b0 ̸= 0. Íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî
âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ñäåëàâ çàìåíó êîîðäèíàò.

Â ñëó÷àå, êîãäà m = 3 è n = 2, ìíîãî÷ëåíû f1 è g1 èìåþò âèä f1(y) =
u0y

2 + u1y + u2, g1(y) = v0y + v1. Êîýôôèöèåíòû u0, u1, u2, v0, v1 íóæíî
ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ñîâïàäàëè äâà ìíîãî÷ëåíà

(a0y
3 + a1y

2 + a2y + a3)(v0y + v1) = (b0y
2 + b1y + b2)(u0y

2 + u1y + u2),

ò. å. âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

a0v0 = b0u0,
a1v0 + a0v1 = b1u0 + b0u1,
a2v0 + a1v1 = b2u0 + b1u1 + b0u2,
a3v0 + a2v1 = + b2u1 + b1u2,

a3v1 b2u2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî v0, v1,
u0, u1, u2. Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 
a0 a1 a2 a3 0
0 a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 0 0
0 b0 b1 b2 0
0 0 b0 b1 b2

 (1.2)

ðàâåí íóëþ.
Äëÿ êðèâûõ â CP2 ñòåïåíè îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ai(x, z) è bi(x, z) â

òî÷íîñòè ðàâíû i (åñëè òîëüêî ýòè ìíîãî÷ëåíû íå íóëåâûå). ßñíî òàêæå,
÷òî äëÿ êðèâîé â CP2

a0 = F (0, 1, 0) è b0 = G(0, 1, 0).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå a0b0 ̸= 0 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè íè îäíà èç êðèâûõ
F = 0 è G = 0 â CP2 íå ïðîõîäèò ÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó (0 : 1 :
0).

Äëÿ êðèâûõ F = 0 è G = 0 ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ìîæíî ïîñòðîèòü
ìàòðèöó, àíàëîãè÷íóþ ìàòðèöå (1.2). Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íàçû-
âàþò ðåçóëüòàíòîì ìíîãî÷ëåíîâ f è g. Äëÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè CP2,
ðàññìàòðèâàåìûõ â àôôèííîé êàðòå y = 1, ðåçóëüòàíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîãî÷ëåí îò x è z. Êîðíè ðåçóëüòàíòà ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ
êðèâûõ.

Òåîðåìà 1.2.1 (Áåçó). Äëÿ êðèâûõ ñòåïåíè m è n â CP2 ðåçóëüòàíò ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè mn (èëè òîæäåñòâåííî

ðàâåí íóëþ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñíîâà ñëó÷àåì m = 3 è n = 2. Ïóñòü R(x, z)
� îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

S =


a0 a1 a2 a3 0
0 a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 0 0
0 b0 b1 b2 0
0 0 b0 b1 b2

 .

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî R(λx, λz) = λ6R(x, z). Äåéñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó-
÷àå ëèáî R òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ëèáî R � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 6.

Ïî óñëîâèþ ak(λx, λz) = λkak(x, z) è bk(λx, λz) = λkbk(x, z). Ïîýòîìó
R(λx, λz) =det Sλ, ãäå

Sλ =


a0 λa1 λ2a2 λ3a3 0
0 a0 λa1 λ2a2 λ3a3
b0 λb1 λ2b2 0 0
0 b0 λb1 λ2b2 0
0 0 b0 λb1 λ2b2

 .



22 Ãëàâà 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÐÈÂÛÅ

Äîìíîæèì ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè ìàòðèöû Sλ íà 1 è λ, à òðåòüþ, ÷åòâåð-
òóþ è ïÿòóþ ñòðîêè � íà 1, λ è λ2 ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ìàòðèöó S, ñòîëáöû êîòîðîé äîìíîæåíû íà 1, λ, λ2, λ3 è λ4. Ïîýòîìó
detSλ = λp−q−r detS, ãäå p = 1 + 2 + 3 + 4 = 10, q = 1 è r = 1 + 2 = 3.
Â îáùåì ñëó÷àå p = 1 + 2 + . . . + (m + n − 1), q = 1 + 2 + . . . + (m − 1) è
r = 1 + 2 + . . .+ (n− 1). Ïîýòîìó

p− q − r =
(m+ n)(m+ n− 1)

2
− m(m− 1)

2
− n(n− 1)

2
= mn.

Óïðàæíåíèå 1.2.2. Ïóñòü A � òî÷êà êðàòíîñòè r êðèâîé f = 0 è êðàòíîñòè
s êðèâîé g = 0. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êå A ñîîòâåòñòâóåò êîðåíü ðåçóëüòàíòà
ìíîãî÷ëåíîâ f è g, èìåþùèé êðàòíîñòü íå ìåíüøå rs.

Âîò åùå îäíî, íà ýòîò ðàç òîïîëîãè÷åñêîå, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áåçó.
Ïóñòü ïåðâàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç m ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, à âòîðàÿ � íàáîð èç n ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ,
òàêæå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, ïðè÷åì â ýòèõ íàáîðàõ íåò ñîâïàäàþ-
ùèõ ïðÿìûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè äâå êðèâûå èìåþò mn òî÷åê òðàíñâåðñàëü-
íîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Åñëè íåìíîãî èçìåíèòü êîýôôèöèåíòû êðèâûõ, òî ìû
ïîëó÷èì ïàðó êðèâûõ, ïî-ïðåæíåìó èìåþùèõ mn òî÷åê òðàíñâåðñàëüíî-
ãî ïåðåñå÷åíèÿ. Òåì ñàìûì â ïðîñòðàíñòâå ïàð êðèâûõ (ò.å. â ïðîèçâåäåíèè
äâóõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ � ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ êðèâûõ ñòå-
ïåíè m è ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ êðèâûõ ñòåïåíè n) åñòü îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî êðèâûõ, èìåþùèõ mn òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ.
Óñëîâèå íåòðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êðèâûõ � àëãåáðàè÷åñêîå
óñëîâèå, âûäåëÿþùåå ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàð êðèâûõ. Ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü â êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè íå ðàçäåëÿåò åãî. Äîïîëíåíèå ê
ãèïåðïîâåðõíîñòè � ñâÿçíîå îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
ïàð êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ òðàíñâåðñàëüíî, ïðè÷åì äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð
÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îäíî è òî æå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ïàð êðèâûõ ñîäåðæèò îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïàð êðèâûõ, ïåðåñå-
êàþùèõñÿ òðàíñâåðñàëüíî è èìåþùèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî mn òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ. Ïàðû êðèâûõ ñ íåòðàíñâåðñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì òàêæå èìåþò mn
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè (åñëè ó íèõ íåò îáùèõ íåïðèâîäèìûõ
êîìïîíåíò). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû Áåçó. Íàïîìíèì, ÷òî

÷åðåç ëþáûå d = n(n+3)
2 òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïðîõîäèò êðèâàÿ ñòåïåíè n.

Äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ èç d òî÷åê òàêàÿ êðèâàÿ åäèíñòâåííà. Â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ÷åðåç äàííûå d òî÷åê ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè
n, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Ïîäìíî-
æåñòâà ñèñòåìû òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ òîæå áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè
îáùåãî ïîëîæåíèÿ (äëÿ êðèâîé òîé æå ñòåïåíè n).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áåçó ìîæíî äîêàçàòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåì
òî÷åê àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Ðå÷ü â ýòèõ òåîðåìàõ èäåò, êàê ïðàâèëî, î
òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
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Ðèñ. 1.6: Øåñòèóãîëüíèê, âïèñàííûé â êîíèêó. Ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà
ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû ïî òðè ñòîðîíû â êàæäîé. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîí
ïåðâîé ãðóïïû ñ íåñìåæíûìè ñ íèìè ñòîðîíàìè âòîðîé ãðóïïû ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïóñòü äâå êðèâûå ñòåïåíè n ïåðåñåêàþòñÿ â n2 òî÷êàõ,

ïðè÷åì np èç ýòèõ òî÷åê ëåæàò íà íåïðèâîäèìîé êðèâîé ñòåïåíè p. Òîãäà
îñòàâøèåñÿ n(n− p) òî÷åê ëåæàò íà êðèâîé ñòåïåíè n− p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1 = 0 è F2 = 0 � óðàâíåíèÿ äàííûõ êðèâûõ ñòå-
ïåíè n, G = 0 � óðàâíåíèå êðèâîé ñòåïåíè p, íà êîòîðîé ëåæàò äàííûå
np òî÷åê. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ïëîñêîñòè ÷èñëà λ1 è λ2 ìîæíî ïîäîáðàòü òàê,
÷òîáû êðèâàÿ λ1F1 + λ2F2 = 0 ïðîõîäèëà ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ λ1F1 + λ2F2 = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó êðè-
âîé G = 0, îòëè÷íóþ îò äàííûõ np òî÷åê. Òîãäà êðèâûå λ1F1 + λ2F2 = 0 è
G = 0 èìåþò np+ 1 îáùèõ òî÷åê, à çíà÷èò, îíè èìåþò îáùóþ êîìïîíåíòó.
Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè êðèâîé G = 0 ýòîé îáùåé êîìïîíåíòîé ìîæåò áûòü
ëèøü ñàìà ýòà êðèâàÿ. Ïîýòîìó λ1F1 + λ2F2 = GH, ãäå H � íåêîòîðûé
îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè n− p. Êðèâàÿ GH = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç âñå n2

òî÷åê, à êðèâàÿ G = 0 ïðîõîäèò ëèøü ÷åðåç äàííûå np òî÷åê. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êðèâàÿ H = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç âñå îñòàâøèåñÿ n(n− p) òî÷åê.

Ñëåäñòâèå 1.2.4. Ïóñòü 2n-óãîëüíèê âïèñàí â êðèâóþ ñòåïåíè 2 (ñì.
ðèñ. 1.6). Òîãäà âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ñòîðîíû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ïå-

ðåñåêàþò íåñìåæíûå ñ íèìè ñòîðîíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè, ëåæàò íà

îäíîé êðèâîé ñòåïåíè n− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, îá-
ðàçóþò îäíó âûðîæäåííóþ êðèâóþ ñòåïåíè n, à ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðî-
íû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè, îáðàçóþò äðóãóþ êðèâóþ. Âåðøèíû 2n-óãîëüíèêà
îáðàçóþò ñèñòåìó èç 2n òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ. Ýòè
òî÷êè ëåæàò íà êðèâîé ñòåïåíè 2, ïîýòîìó îñòàëüíûå n(n− 2) òî÷åê ëåæàò
íà êðèâîé ñòåïåíè n− 2.

Ïó÷êîì êðèâûõ íàçûâàþò ñåìåéñòâî êðèâûõ âèäà λF+µG = 0, ãäå F = 0
è G = 0 � óðàâíåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êðèâûõ îäíîé è òîé æå ñòåïåíè, à
λ è µ � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî. Âñå êðèâûå
ïó÷êà ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ êðèâûõ
ýòîãî ïó÷êà.

Òåîðåìà 1.2.5. Ïó÷îê êðèâûõ ñòåïåíè n, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííûå d−1 =
n(n+3)

2 − 1 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, èìååò åùå
(n−1)(n−2)

2 îáùèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = 0 è G = 0 � óðàâíåíèÿ äâóõ êðèâûõ èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ïó÷êà êðèâûõ. Òîãäà óðàâíåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ êðèâûõ ýòî-
ãî ïó÷êà èìåþò âèä λF +µG = 0. Ïîýòîìó âñå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç n2 îáùèõ
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òî÷åê êðèâûõ F = 0 è G = 0. Ñðåäè ýòèõ òî÷åê äàííûå òî÷êè ñîñòàâëÿþò
ëèøü íåêîòîðóþ ÷àñòü; êîëè÷åñòâî îñòàëüíûõ òî÷åê ðàâíî

n2 − n(n+ 3)

2
+ 1 =

(n− 1)(n− 2)

2
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 3 ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.2.6. Äëÿ ëþáûõ 8 òî÷åê íà ïëîñêîñòè â îáùåì ïîëîæåíèè

ñóùåñòâóåò òàêàÿ äåâÿòàÿ òî÷êà, ÷òî ëþáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïðîõî-

äÿùàÿ ÷åðåç ýòè 8 òî÷åê, ïðîõîäèò è ÷åðåç äåâÿòóþ.

Äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ðàçíûõ ñòåïåíåé òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ
òåîðåìå 1.2.5, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.2.7. Ðàññìîòðèì âñå êðèâûå ñòåïåíè n, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàí-

íûå np− (p−1)(p−2)
2 òî÷åê êðèâîé ñòåïåíè p, ãäå p < n. Òîãäà âñå îíè èìåþò

åùå
(p−1)(p−2)

2 îáùèõ òî÷åê, ïðè÷åì âñå ýòè òî÷êè ëåæàò íà ðàññìàòðè-

âàåìîé êðèâîé ñòåïåíè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà êðèâîé F = 0 ñòåïåíè p âûáðàíî α òî÷åê. Åñëè
α ≤ n(n + 3)/2, òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ G = 0 ñòåïåíè n, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
äàííûå òî÷êè. Êðèâàÿ G = 0 ïåðåñåêàåò êðèâóþ F = 0 â np = α+β òî÷êàõ.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè α = np− (p−1)(p−2)
2 , òî óêàçàííûå β òî÷åê íå

çàâèñÿò îò âûáîðà êðèâîé G = 0.
Ðàññìîòðèì êðèâóþ G′ = 0 ñòåïåíè n, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííûå α òî-

÷åê. Êðèâûå G = 0 è G′ = 0 ïåðåñåêàþòñÿ â n2 òî÷êàõ. Ñðåäè ýòèõ òî-
÷åê ñîäåðæàòñÿ äàííûå α òî÷åê; âûáåðåì ñðåäè ýòèõ n2 òî÷åê åùå α′ =
n(n+3)

2 −1−α òî÷åê. Òîãäà ÷åðåç äàííûå α+α′ = n(n+3)
2 −1 òî÷åê ïðîõîäèò

ïó÷îê êðèâûõ ñòåïåíè n. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà

α′ ≤ (n− p)(n− p+ 3)

2
,

÷åðåç âûáðàííûå α′ òî÷åê ìîæíî ïðîâåñòè êðèâóþ H = 0 ñòåïåíè n −
p. Ïîýòîìó ïó÷îê êðèâûõ ñòåïåíè n, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âûáðàííûå α + α′

òî÷åê, ïîðîæäåí êðèâûìè G = 0 è FH = 0. Â ÷àñòíîñòè, G′ = λG + µFH.
Ïîýòîìó êðèâàÿ G′ = 0 ïåðåñåêàåò êðèâóþ F = 0 â òåõ æå np = α + β
òî÷êàõ, ÷òî è êðèâàÿ G = 0.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå α′ ≤ (n−p)(n−p+3)
2 ýêâèâàëåíòíî òîìó,

÷òî α = n(n+3)
2 − 1− α′ ≥ np− (p−1)(p−2)

2 .

Òåîðåìó 1.2.7 ìîæíî îáîáùèòü, à èìåííî, âìåñòî ñåìåéñòâà êðèâûõ ñòå-
ïåíè n, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ñòåïåíè n è p, ìîæíî
ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî êðèâûõ ñòåïåíè k, íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîé n èëè p.
Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 1.2.8 (Êýëè). Ïóñòü n, p < k < n + p − 3. Òîãäà ëþáàÿ êðèâàÿ

ñòåïåíè k, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

np− (n+ p− k − 1)(n+ p− k − 2)

2

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ñòåïåíè n è p, ïðîõîäèò è ÷åðåç îñòàëüíûå

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñðåäè np òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé F = 0 ñòåïåíè
p è êðèâîé G = 0 ñòåïåíè n âûáðàíî α òî÷åê. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
êðèâóþ G′ = 0 ñòåïåíè k, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè α òî÷åê. Ñðåäè òî÷åê ïå-

ðåñå÷åíèÿ êðèâûõ F = 0 è G′ = 0 âûáåðåì äîïîëíèòåëüíî α′ = (k−n)(k−n+3)
2

òî÷åê, à ñðåäè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ G = 0 è G′ = 0 âûáåðåì äîïîë-

íèòåëüíî α′′ = (k−p)(k−p+3)
2 òî÷åê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ïî óñëîâèþ

k − p + 3 ≥ p è k − p + 3 ≤ n, à çíà÷èò, α′ < kp è α′′ < kn. ×åðåç α′ òî-
÷åê ìîæíî ïðîâåñòè êðèâóþ H ′ = 0 ñòåïåíè k − p, à ÷åðåç α′′ òî÷åê ìîæíî
ïðîâåñòè êðèâóþ H ′′ = 0 ñòåïåíè n− p.

Â íàøåì ñëó÷àå α = np − (n+p−k−1)(n+p−k−2)
2 , ïîýòîìó α + α′ + α′′ =

k(k+3)
2 − 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç âûáðàííûå òî÷êè ïðîõîäèò ïó÷îê êðè-

âûõ ñòåïåíè k. Êðèâûå G′ = 0, FH ′ = 0 è GH ′′ = 0 âõîäÿò â ýòîò ïó÷îê.
Ñëåäîâàòåëüíî, G′ = λFH ′+µGH ′′, à çíà÷èò, êðèâàÿ G′ = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç
âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ F = 0 è G = 0.

1.3 Ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

Ìû óæå âèäåëè, êàê ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàåòñÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè. Ñëåäó-
þùèé ïî ïðîñòîòå ïðèìåð ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè � ðàöèîíàëüíàÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿ êîíèêè, ïîçâîëÿþùàÿ ïðåäñòàâèòü òî÷êè êîíèêè â âèäå
(x(t) : y(t) : z(t)), ãäå x(t), y(t), z(t) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû. Ýòó ïàðàìåò-
ðèçàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ òî÷êà
íåâûðîæäåííîé êîíèêè. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, ïåðåñåêàåò
êîíèêó åùå â îäíîé òî÷êå. Íî âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó,
îáðàçóþò ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Ñîïîñòàâèâ êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç äàííóþ òî÷êó, âòîðóþ òî÷êó åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé, ìû ïîëó÷èì
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â êîíèêó, êîòîðîå
è ÿâëÿåòñÿ åå ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé.

×òîáû âû÷èñëèòü êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè,
âûáåðåì àôôèííûå êîîðäèíàòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîíèêà èìåëà óðàâ-
íåíèå x2 + y2 = 1, à òî÷êà íà íåé � êîîðäèíàòû (−1, 0). Óðàâíåíèå ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (−1, 0), èìååò âèä y = t(x+1). x-êîîðäèíàòà òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ êîíèêîé äàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2 + (t(x+ 1))2 = 1,

ò.å.
(x+ 1)((1 + t2)x− (1− t2)) = 0.
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Ðåøåíèå x = −1 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå, ÷åðåç êîòîðóþ ìû ïðîâîäèëè ïðÿ-

ìóþ. Âòîðîå ðåøåíèå x = 1−t2

1+t2 ýòî êîîðäèíàòà âòîðîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ y-
êîîðäèíàòû y = 2t

1+t2 . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

ïðîåêòèâíîé êðèâîé èìååò âèä (s : t) 7→ (s2 − t2 : 2st : s2 + t2). Âñå êîîð-
äèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû
ñòåïåíè 2 îò ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò (s : t) íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 1.3.1. Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè ïðîèçâîëüíîé íå-
âûðîæäåííîé êîíèêè F (x, y, z), íå ïðèâåäåííîé ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.

Ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êîíèêè îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëü-
íûì ñâîéñòâîì: åñëè êîíèêà çàäàíà óðàâíåíèåì ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è òî÷êà (x0, y0) èìååò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû, òî òî÷êà
(x(t), y(t)) èìååò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t �
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî (èëè t = ∞). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëà x(t) è y(t) ðà-

öèîíàëüíû, òî ÷èñëî t = x(t)−x0

y(t)−y0
òîæå ðàöèîíàëüíî. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíî èç íàøåé êîíñòðóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðè-
çàöèÿ êîíèêè ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà ýòîé êîíèêå,
ò.å. íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ. Íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè òîæå ìîæíî ðåøàòü ïîõî-
æèì ñïîñîáîì. Ïðåæäå ÷åì åãî îïèñàòü, îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå ïðèëîæå-
íèå ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè � ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåðîì
òàêîãî ïðèëîæåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 1.3.2. à) Ïàðàìåòðèçóéòå êðèâóþ y2 = ax2+ bx+ c ñ ïîìîùüþ
ñåìåéñòâà ïðÿìûõ y = t(x − α), ãäå α � îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ax2 +
bx+ c = 0.
á) Ïðèìåíèòå ïîëó÷åííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåí-
íûõ èíòåãðàëîâ âèäà ∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx,

ãäå R(x, y) � íåêîòîðàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ñïîñîáíîñòü êðèâûõ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè äîïóñêàòü ðàöèîíàëüíóþ
ïàðàìåòðèçàöèþ òåñíî ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì ó íèõ îñîáûõ òî÷åê. Íåïðèâî-
äèìàÿ êðèâàÿ òðåòüåé ñòåïåíè íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé îñîáîé òî÷êè
êðàòíîñòè 2. Â ñàìîì äåëå, åñëè A è B � òî÷êè êðàòíîñòè 2, òî ïðÿìàÿ AB
ïåðåñåêàåò êðèâóþ ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðåõêðàòíî. Äëÿ êóáè÷åñêîé êðè-
âîé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ AB öåëèêîì ïðèíàäëåæèò êðèâîé, ò. å. êðèâàÿ
ïðèâîäèìà. Äëÿ êðèâîé ñòåïåíè n òîæå ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëî îñîáûõ
òî÷åê.

Òåîðåìà 1.3.3. Íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n íå ìîæåò èìåòü áîëåå

N = (n−1)(n−2)
2 äâîéíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n = 3 ìû óæå ðàññìîòðåëè. Ðàçáåðåì òåïåðü ñëó-
÷àé n = 4. Â ýòîì ñëó÷àå N = 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, A2, A3 è A4 �
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äâîéíûå òî÷êè êðèâîé 4-é ñòåïåíè. ×òîáû ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ, âîçü-
ìåì íà ýòîé êðèâîé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P , îòëè÷íóþ îò òî÷åê Ai. ×åðåç
òî÷êè P,A1, A2, A3 è A4 ìîæíî ïðîâåñòè êðèâóþ ñòåïåíè 2. Îíà ïåðåñåêàåò
êðèâóþ ñòåïåíè 4 â òî÷êå P ïî êðàéíåé ìåðå îäíîêðàòíî, à â òî÷êàõ Ai ïî
êðàéíåé ìåðå äâóêðàòíî. Âñåãî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íå ìåíüøå
1 + 2 · 4, à ïî òåîðåìå Áåçó èõ äîëæíî áûòü ðîâíî 2 · 4. Ïîëó÷åíî ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Äëÿ êðèâîé ñòåïåíè n ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, . . . , AN+1 � äâóêðàòíûå
òî÷êè ýòîé êðèâîé. Âûáåðåì íà äàííîé êðèâîé ïðîèçâîëüíûå òî÷êè P1, . . . , Pn−3,
îòëè÷íûå îò òî÷åê Ai. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî òî÷åê Ai è Pj áóäåò ðàâíî

(n− 1)(n− 2)

2
+ 1 + (n− 3) =

(n+ 1)(n− 2)

2
.

Ïîýòîìó ÷åðåç ýòè òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè êðèâóþ ñòåïåíè n− 2. Îíà ïåðå-
ñåêàåò êðèâóþ ñòåïåíè n ïî êðàéíåé ìåðå â

(n− 1)(n− 2) + 2 + (n− 3) = n(n− 2) + 1

òî÷êàõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Áåçó.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ

êðèâàÿ ñòåïåíè n, èìåþùàÿ ðîâíî N = (n−1)(n−2)
2 äâîéíûõ òî÷åê. Âìåñòî

ýòîãî ìû äîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ ñòåïåíè n ñ N äâîéíûìè òî÷êàìè äîïóñêàåò
ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îäíî-
ðîäíûå ìíîãî÷ëåíû x(s, t), y(s, t) è z(s, t) ñòåïåíè n, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ
(s : t) 7→ (x(s, t) : y(s, t) : z(s, t)) ∈ CP2 ñîâïàäàåò ñ äàííîé êðèâîé. Ïðè
ýòîì ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t, êàê ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå
òî÷êè êðèâîé. Äâîéíûå òî÷êè êðèâîé ñîñòàâëÿþò èñêëþ÷åíèå � ó êàæäîé
èç íèõ ðîâíî äâà ïðîîáðàçà. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðèâàÿ â CP2,
äîïóñêàþùàÿ ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, óñòðîåíà òàê, ÷òî ïîñëå âû-
êàëûâàíèÿ äâîéíûõ òî÷åê îíà ïðåâðàùàåòñÿ â ñôåðó, èç êîòîðîé âûêîëîòî
íåñêîëüêî òî÷åê.

Òåîðåìà 1.3.4. Íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè n, èìåþùàÿ N = (n−1)(n−2)
2

äâîéíûõ òî÷åê, äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êóáè÷åñêóþ êðèâóþ, èìåþùóþ äâîé-
íóþ òî÷êó O = (0 : 0 : 1). Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîîðäèíàò òàêàÿ êðèâàÿ !!!
èìååò â àôôèííîé êàðòå z = 1 óðàâíåíèå y2 = (x + 1)x2. Ïðÿìàÿ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = tx. Ýòà ïðÿìàÿ èìååò ñ
êóáè÷åñêîé êðèâîé äâóêðàòíîå ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå O, ïîýòîìó îíà ïåðåñå-
êàåò êóáè÷åñêóþ êðèâóþ åùå ðîâíî â îäíîé òî÷êå (x(t), y(t)). ×òîáû íàéòè
ýòó âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, ïîäñòàâèì óðàâíåíèå ïðÿìîé â óðàâíåíèå
êðèâîé. Ïîëó÷èì

t2x2 = (x+ 1)x2. (1.3)

Ïîñëå äåëåíèÿ íà x2 ïîëó÷àåì x-êîîðäèíàòó âòîðîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ x =
t2 − 1, à y-êîîðäèíàòà ðàâíà y = t(t2 − 1).
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé òî÷êå êðèâîé, êðîìå òî÷êè (0, 0), ñîîòâåòñòâó-
åò ðîâíî îäíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t. Òî÷êå (0, 0) ñîîòâåòñòâóþò äâå êàñà-
òåëüíûå y = t1x è y = t2x ê äâóì âåòâÿì êðèâîé â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó
èñêëþ÷èòåëüíîé òî÷êîé êóáè÷åñêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ äâîéíàÿ òî÷êà, à èñ-
êëþ÷èòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà t ÿâëÿþòñÿ t1 è t2.

Ïðè n>3 íà êðèâîé ñòåïåíè n ñ äâîéíûìè òî÷êàìè A1, . . . , AN íàäî äî-
ïîëíèòåëüíî ôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíûå òî÷êè P1, . . . , Pn−3. ×åðåç òî÷êè
A1, . . . , AN , P1, . . . , Pn−3 ïðîõîäèò ïó÷îê êðèâûõ ñòåïåíè n − 2. Êàæäàÿ èç
ýòèõ êðèâûõ èìååò ñ äàííîé êðèâîé n(n−2)−1 îáùèõ òî÷åê, ïîýòîìó ó íèõ
åñòü åùå ðîâíî îäíà îáùàÿ òî÷êà. ßñíî òàêæå, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó êðè-
âîé è òî÷êè A1, . . . , AN , P1, . . . , Pn−3 ìîæíî ïðîâåñòè êðèâóþ ñòåïåíè n−2,
ëåæàùóþ â íàøåì ïó÷êå. Òåì ñàìûì, ìû ïàðàìåòðèçîâàëè òî÷êè íàøåé
êðèâîé, îòëè÷íûå îò A1, . . . , AN , P1, . . . , Pn−3, ïàðàìåòðîì ïó÷êà. Ïðîâåð-
êó òîãî, ÷òî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êè P1, . . . , Pn−3 è äî
ïàðàìåòðèçàöèè êàæäîé èç äâóõ âåòâåé â äâîéíûõ òî÷êàõ A1, . . . , AN êðè-
âîé, ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.4 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðàöèîíàëüíóþ ïà-
ðàìåòðèçàöèþ ÿâíî. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñåìåéñòâî ëåìíèñêàò(
x2 + y2

)2
= a2(x2−y2)z2 � êðèâûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ëåìíèñêàòà èìååò

òðè äâîéíûå òî÷êè (0 : 0 : 1) è (1 : ±i : 0). Âûáåðåì â êà÷åñòâå äîïîëíè-
òåëüíîé òî÷êè P1 òî÷êó (0 : 0 : 1), ò. å. ðàññìîòðèì ïó÷îê êðèâûõ âòîðîé
ñòåïåíè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè (1 : ±i : 0) è êàñàþùèõñÿ îäíîé èç äâóõ
âåòâåé ëåìíèñêàòû â òî÷êå (0 : 0 : 1). Â àôôèííîé êàðòå z = 1 òàêèå êðèâûå
(äëÿ îäíîé èç âåòâåé) èìåþò âèä

x2 + y2 = t(x− y).

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå ëåìíèñêàòû, ïîëó÷èì a2(x2 − y2) =(
x2 + y2

)2
= t2(x− y)2, îòêóäà

y =
t2 − a2

t2 + a2
x

è ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ëåìíèñêàòû äàåò åå ïàðàìåòðèçàöèþ

x =
ta2(t2 + a2)

t4 + a4
, y =

ta2(t2 − a2)

t4 + a4
.

Óïðàæíåíèå 1.3.5. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ
(
x2 − y

)2
= y3 äîïóñêàåò ðàöèî-

íàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

Óïðàæíåíèå 1.3.6. à) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ Pn(x, y) + Pn−1(x, y) = 0, ãäå
Pn è Pn−1 � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n è n − 1 ñîîòâåòñòâåííî,
äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ ñòåïåíè n, èìåþùàÿ òî÷êó êðàòíîñòè n − 1, äî-
ïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.
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Óïðàæíåíèå 1.3.7. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè (x(t), y(t)), ãäå x(t) = a0 + a1t +
. . . + ant

n, y(t) = b0 + b1t + . . . + bnt
n, ëåæàò íà êðèâîé, ñòåïåíü êîòîðîé

íå ïðåâîñõîäèò n.

Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äëÿ êðèâîé, äîïóñêàþùåé ðàöèîíàëü-
íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (x(t), y(t)), ïàðàìåòð t ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ðàöèî-
íàëüíîé ôóíêöèè îò x è y. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàöèîíàëü-
íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé F (x, y) = 0 äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ
èíòåãðàëîâ âèäà ∫

F (x,y)=0

R(x, y)dx,

ãäå R � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü êðèâàÿ F (x, y) = 0
äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Òîãäà òî÷êè ýòîé êðèâîé ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå (x(t), y(t)), ãäå x è y � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Ïîýòîìó
R(x(t), y(t)) = R1(t) è dx(t) = r(t)dt, ãäå R1 è r � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∫

F (x,y)=0

R(x, y)dx =

∫
Q(t)dt,

ãäå Q � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
∫
Q(t)dt âûðàæàåò-

ñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè îò t. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî t = t(x, y)
� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò x è y, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå èíòåãðàëà∫
R(x, y)dx ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè îò x è y, ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíè-

åì 1.3.2.


