
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ëèñòîê 4.

Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñðîê ñäà÷è: 25 íîÿáðÿ. Íà 10 áàëëîâ íåîáõîäèìî ñäàòü 7 çàäà÷.

Â çàäà÷àõ íà ìíîãîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî �ñîâìåñòíàÿ
ïëîòíîñòü íåçàâèñèìûõ ñ.â. åñòü ïðîèçâåäåíèå èõ ïëîòíîñòåé �, ôîðìóëó ñâåðòêè, à òàêæå ôîðìóëó
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé), êîòîðàÿ â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå âûãëÿäèò òàê: åñëè ρξ(x1, · · · , xn) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ = (ξ1, · · · , ξn), à F : Rn → Rn � íåêîòîðîå ãëàäêîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òî ïëîòíîñòè ρξ è
ρη ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ η = F (ξ) è ξ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ρξ(x) = ρη(F (x))|detDF (x)|,
ãäå x = (x1, · · · , xn), à DF îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòîáðàæåíèÿ F (ìàòðèöà
ßêîáè).

1) Ïîñòðîèòü ïðèìåð äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ,η(x, y), íåïðå-
ðûâíîé â òî÷êå (x0, y0), ó êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x),
Fη(y) ðàçðûâíû â x0 è y0 ñîîòâåòñòâåííî.

2) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, · · · , ξn, n ≥ 2 íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïëîòíîñòüþ e−x, x ≥ 0. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. η = ξ1
ξ1+···+ξn .

Ïóñòü ξ1, · · · , ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðè êàæäîì
ω ∈ Ω ðàñïîëîæèì ξi(ω) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è ïåðåíóìåðóåì èõ çàíîâî: ξ(1) ≤ · · · ≤ ξ(n). Ïîëó-
÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì.

3) Íàéòè 1) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ(1), 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ(n), 3) ñîâìåñòíóþ ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ξ(1), ξ(n)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξn,i ÷èñëî ïîÿâëåíèé èñõîäà i â n èñïûòàíèÿõ ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû. Ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ ïîëåçíà ôîðìóëà

P (ξn,1 = m1, · · · , ξn,N = mN ) =
n!

m1! · · ·mN !
pm1
1 · · · p

mN

N , n = m1 + · · ·+mN

4) Ïóñòü ξi èìåþò ïëîòíîñòü. Íàéòè 1) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ(m), 2) ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ (ξ(k), ξ(m)).

5) Ïóñòü ξi èìåþò ïëîòíîñòü. Íàéòè n-ìåðíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (ξ(1), · · · , ξ(n)).

6) Äîêàçàòü, ÷òî ñ.â. (XY )Z , ãäå X,Y, Z íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà [0, 1], ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1].

7) Ñ.â. X1, X2, X3 íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1. Äîêàçàòü,
÷òî ñ.â.

Y1 =
X1

X1 +X2
, Y2 =

X1 +X2

X1 +X2 +X3
, Y3 = X1 +X2 +X3

íåçàâèñèìû è íàéòè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.

8) Ïóñòü ïàðà ñ.â. (U, V ) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà åäèíè÷íîì êðóãå {(u, v) : u2 +v2 ≤
1}, W = U2 + V 2. Ïîëîæèì

X = U

√
−2 lnW

W
, Y = V

√
−2 lnW

W
.

äîêàçàòü, ÷òî X,Y íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå (ò.å. ïëîòíîñòü X,

Y ðàâíà 1√
2π
e−

t2

2 ).
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