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÷ ÜÔÉÈ ÚÁÐÉÓËÁÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f : V → V ,
ÇÄÅ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅÍ K.

1 ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ.
Theorem 1.1. dim Ker f + dim Im f = dimV .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; ek ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker f
É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ek+1; : : : ; en ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ e1; : : : ; en ×ÓÅÇÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ f(e1) = : : : = f(ek) = 0, ×ÅËÔÏÒÙ
f(ek+1); : : : ; f(en) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÂÒÁÚ Im f . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Im f , Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÏÔ
ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

�k+1f(ek+1) + : : :+ �nf(en) = 0;

× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

f(�k+1ek+1 + : : :+ �nen) = 0;

ÔÁË ÞÔÏ
�k+1ek+1 + : : :+ �nen ∈ Ker f:

îÏ ×ÓÑËÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Ker f ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÕ e1; : : : ; ek, ÔÁË ÞÔÏ

�k+1ek+1 + : : :+ �nen = �1e1 + : : :+ �kek;

ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , × ËÏ-
ÔÏÒÏÍ, ËÁË ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÎÅ ×ÓÅ �i ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÉÞÉÎÅ. åÓÌÉ ÎÁÛÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ËÁË-ÔÏ ÒÁÚÌÏ-
ÖÅÎÏ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V = U⊕W , ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ U É W ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÍÕ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÀ: dimU+dimW = dimV . üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ-
ÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ
ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. îÏ ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÔÁË: × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÊ
ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É V ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÎÕÌÀ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ
ËÁË ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.
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úÁÄÁÞÁ 1.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ai;j = �i+1;j ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ
(ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ!), ËÏÔÏÒÏÅ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ
(ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ!).

úÁÄÁÞÁ 1.2. ðÕÓÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É V , ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÀ dimU + dimW = dimV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ
ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f : V → V , ÞÔÏ U = Ker f É W = Im f .

2 ðÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
÷ÁÖÎÏÅ ÓÒÅÄÓÔ×Ï ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× | ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

De�nition 2.1. ðÕÓÔØ f : V → V ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ
(ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f), ÅÓÌÉ f(U) ⊂ U .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚ f(U) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
U × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÌ Ó U , ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ U .

úÁÄÁÞÁ 2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker f É Im f Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f .

úÁÄÁÞÁ 2.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ f É g ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ, Ô.Å.
fg = gf . (üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∀ v ∈ V f(g(v)) = g(f(v)).)
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker g É Im g Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f .

úÁÄÁÞÁ 2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker fm É Im fm Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ m.

úÁÄÁÞÁ 2.4. Á) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÏ ÒÅÃÅÐÔÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.1.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, Õ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
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ïÔ×ÅÔ, ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÉÐÉÞÎÙÍ: Õ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ, ×ÓÅ-ÔÁËÉ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÉÍÅÎÎÏ
ÔÁË: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ � ∈ K, f(v) =
�v, ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.

îÁÌÉÞÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÒÁÂÏ-
ÔÁÔØ É × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ, ÉÌÉ, ÔÏÞÎÅÅ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ, | × ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ
Ï ÍÁÔÒÉÃÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; ek É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ×ÓÅÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ek+1; : : : ; en. íÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÜÔÏÍ
ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÂÒÁÚÏ× ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.
îÏ × ÓÉÌÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ U ÏÂÒÁÚÙ ÐÅÒ×ÙÈ k ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÅÖÁÔ
× U É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ e1; : : : ; ek, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f
× ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÅÔ ÂÌÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ:

f̂ =
(
A C
0 B

)
; (2.1)

ÇÄÅ A É B |Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, k × k É
(n − k) × (n − k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÅÓÔØ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÚÁ-
ÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; ek. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; en ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÂÌÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ
×ÉÄÁ (2.1), ÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U = 〈e1; : : : ; ek〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, Á ÍÁÔÒÉÃÁ A ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; ek. ðÏÄ-
×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇ.

Proposition 2.1. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÂÁÚÉÓÅ,
ÐÅÒ×ÙÅ k ×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ U ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÅÒÈ-
ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ (2.1).

úÁÄÁÞÁ 2.5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (t) ∈ K[t], ÔÏ ÄÌÑ ÂÌÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈ-
ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (2.1)

P (f̂) =
(
P (A) ∗

0 P (B)

)
: (2.2)
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Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÐÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÕÇÏÌ X × n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÁÔÒÉÃÙ
(2.1):

f̂n =
(
An X
0 Bn

)
: (2.3)

3 óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ.

óÁÍÙÊ ×ÁÖÎÙÊ É ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÜÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÏÄÎÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ u ∈ V : U = 〈u〉.
ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ
f(u) ×ÅËÔÏÒÁ u ÓÎÏ×Á ÌÅÖÉÔ × U , É, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ u
Ó ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ � ∈ K, Ô.Å. f(u) =
�u.
De�nition 3.1. ÷ÅËÔÏÒ u ∈ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f , ÅÓÌÉ f(u) = �u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ K. þÉÓÌÏ � ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f .

ðÕÓÔØ u ∈ V ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �, Ô.Å. f(u) = �u. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ u
ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f−� IdV . îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f−� IdV ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ
ÑÄÒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

det(f − � IdV ) = 0: (3.1)
úÁÐÉÓÁ× ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÁÔÒÉÃÅÊ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ (3.1)
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁ �; ÏÎÏ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f . ìÅÇËÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ × ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑÈ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ, ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ � ∈ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ
u ∈ Ker(f − � IdV ), ËÏÔÏÒÙÊ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏ-
ÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ
ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.
Theorem 3.1. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅÍ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3.1).
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Corollary 3.1. õ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏ-
ÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ � ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V� ×ÓÅÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅÍ �.

úÁÄÁÞÁ 3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ
× V .

V� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �.

úÁÄÁÞÁ 3.2. ðÕÓÔØ V = R2 Å×ËÌÉÄÏ×Á ÐÌÏÓËÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÇÏÌ ' 6= 180◦ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×, ÚÅÒËÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l ÉÍÅÅÔ Ä×Á
ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ −1 É 1, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l ÉÍÅÅÔ
Ä×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ 0 É 1, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l É ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÎÁ 90◦ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ
ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ
ÚÎÁÞÅÎÉÀ 0. (÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× É ÎÁÐÉ-
ÛÉÔÅ É ÒÅÛÉÔÅ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ!)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÓ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÈÏÔÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ,
ÓÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÏÂ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÅ.

4 èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.
De�nition 4.1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ

�f (t) = det(t IdV −f) ∈ K[t] (4.1)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÅ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÙ
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ÕÍÅÅÍ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÚÁÐÉÛÅÍ ÎÁÛ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÁÔÒÉÃÅÊ × ËÁËÏÍ-
ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ. ëÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ | ÜÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÔÁÒÛÉÊ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ×
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏÎ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô.Å. ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ É ÓÞÉ-
ÔÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. îÅÔÒÕÄÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÉ×ÅÓÔÉ É Ñ×ÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ,
ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

Proposition 4.1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÚÁ×É-
ÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ E É G, É T |
ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ E Ë G. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
f × ÂÁÚÉÓÁÈ E É G, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ Õ ÎÁÓ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, f̂E É f̂G, Ó×ÑÚÁÎÙ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f̂G = T−1f̂ET . ôÏÇÄÁ det(tE − f̂G) = det(tE − T−1f̂ET ) =
det(T−1tET−T−1f̂ET ) = det

[
T−1(tET − f̂E)T

]
= det(T−1) det(tE−f̂E) detT =

det(tE − f̂E)(detT )−1 detT = det(tE − f̂E).

úÁÄÁÞÁ 4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÒÁ×ÅÎ (−1)n det f , Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ tn−1 ÒÁ×ÅÎ
− tr f .

úÁÄÁÞÁ 4.2. * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ tn−k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏ× k-ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÓËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÍÉÎÏÒÏ×?)
ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ (−1)k.

5 íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.
ëÒÏÍÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ | ÜÔÏ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ. ðÕÓÔØ P (t) = tm+a1tm−1+: : :+am−1t+am ∈ K[t] | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:
ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P (f) = a0fm+a1fm−1+: : :+am−1f+am IdV .
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åÓÌÉ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ P (f) ÂÕÄÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ P (A) = a0Am+a1Am−1+: : :+am−1A+
amE, ÇÄÅ E = (�i;j) | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÒÉ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ × ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 0. ðÒÏ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f . äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅ-
ÄÉÔØÓÑ × ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ f , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ× ÉÚ V × V ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n2 (ÐÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï n × n ÍÁÔÒÉÃ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ IdV ; f; f 2; f 3; : : : ; fn2

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ b0 IdV +b1f + b2f 2 + b3f 3 + : : : + bn2fn2 = 0, × ËÏÔÏ-
ÒÏÍ ÎÅ ×ÓÅ bi ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. îÏ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
b0 + b1t+ b2t2 + b3t3 + : : :+ bn2tn2 ∈ K[t] ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f . îÁ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ËÁË ÍÙ ÓËÏÒÏ Õ×ÉÄÉÍ, ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (n2) ÚÄÅÓØ ÓÉÌØÎÏ
ÚÁ×ÙÛÅÎÁ: ÍÙ ÓËÏÒÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n.

De�nition 5.1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏÍ 1, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �f (t).

Proposition 5.1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ∈ K[t] ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f ,
Ô.Å. P (f) = 0. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �f (t) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÒÁÚÄÅÌÉÍ P (t) Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ �f (t);
ÐÏÌÕÞÉÍ

P (t) = �f (t)S(t) +Q(t); ÇÄÅ degQ < deg �f :
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒ f , ÐÏÌÕÞÁÅÍ P (f) = �f (f)S(t) +
Q(f), ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ P (f) = 0 É �f (f) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ Q(f) = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �f . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
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6 âÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÎÁ Ó×ÅÔÅ ÈÏÒÏÛÏ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ
ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅË-
ÔÏÒÏ×.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ-
ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ei Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ
�i. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; en Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �1; : : : ; �n:

f̂ =




�1 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
: : : : : : : : : : : :
0 0 : : : �n


 : (6.1)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁ-
ÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ (6.1), ÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ e1; : : : ; en Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �1; : : : ; �n.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ
É ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �f (t) = (t−�1)(t−�2) : : : (t−�n).

îÅÔÒÕÄÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ f . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (t) ∈ K[t], ÔÏ ÄÌÑ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (6.1)

P (f̂) =




P (�1) 0 : : : 0
0 P (�2) : : : 0
: : : : : : : : : : : :
0 0 : : : P (�n)


 : (6.2)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, P (f) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P (�i) = 0 ∀i,
Ô.Å. ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �i Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �f (t) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ t − �i ÐÏ ×ÓÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ �i.
ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÚÁÐÉÓÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �i1 ; �i2 ; : : : ; �is ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á ÞÅÒÅÚ k1; k2; : : : ; ks | ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ (Ô.Å. ÞÉÓÌÏ �im
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (6.1) km ÒÁÚ (m = 1; 2; : : : ; s), ÔÁË ÞÔÏ
k1 + k2 + : : : + ks = n. ôÏÇÄÁ ÎÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:
�f (t) = (t−�i1)k1(t−�i2)k2 : : : (t−�is)ks , É �f (t) = (t−�i1)(t−�i2) : : : (t−�is).
óÏÂÅÒÅÍ ×ÍÅÓÔÅ ×ÓÀ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ É
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
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Proposition 6.1. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en, ÞÔÏ ËÁ-
ÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ei Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �i. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; en Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (6.1). ðÕÓÔØ �i1 ; �i2 ; : : : ; �is ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á k1; k2; : : : ; ks | ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ �f (t) =
(t− �i1)k1(t− �i2)k2 : : : (t− �is)ks, É �f (t) = (t− �i1)(t− �i2) : : : (t− �is).

Corollary 6.1. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ
×ÅËÔÏÒÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f . ôÏÇÄÁ

(1) íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �f (t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �f (t).

(2) �f (t) É �f (t) ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅ-
ÌÅÊ.

(3) åÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ �f (t) ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ �f (t) = �f (t).

íÙ ÔÁË ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÏ-
ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÁÌÉÞÉÑ Õ ÎÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ �f (f) = 0. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ ÔÅÏ-
ÒÅÍÏÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ. åÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÄÎÁ
ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÚÁÄÁÞ.

÷ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ-
×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ
ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÜÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ, ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.2. á ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ
ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ.

úÁÄÁÞÁ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ai;j = �i+1;j ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓÁ,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. (îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ
×ÅËÔÏÒÙ!)

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÊ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÓÌÕÞÁÊ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×) ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÓÁÍÙÍ ÕÄÏÂÎÙÍ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ: ÞÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÉÍÅÅÔ
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ÌÉ ÍÅÓÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É ÐÏ-
ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ
ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ, × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÐÒÏÝÅ: ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÚÎÁÑ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

Lemma 6.1. ðÕÓÔØ u1; : : : ; um | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ,
ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1; : : : ; �m ×ÓÅ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙ. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ u1; : : : ; um ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ×ÅË-
ÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ, ÉÌÉ ÄÁÖÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÁÍÏÅ ËÏÒÏÔËÏÅ,
É ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÁÛÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ × ÓÁ-
ÍÏÍ ËÏÒÏÔËÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÙÅ k
×ÅËÔÏÒÏ× u1; : : : ; uk. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�1u1 + : : :+ �kuk = 0: (6.3)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ×ÓÅ
�i 6= 0. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ 6.3 ÏÐÅÒÁÔÏÒ f :

f(�1u1 + : : :+ �kuk) = f(0) = 0; (6.4)

É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÔÅÍ, ÞÔÏ ui | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅË-
ÔÏÒÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

�1�1u1 + : : :+ �k�ku=0: (6.5)
äÏÍÎÏÖÁÑ ÔÅÐÅÒØ (6.3) ÎÁ �k É ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ (6.5), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

�1(�1 − �k)u1 + : : :+ �k−1(�k−1 − �k)uk−1 = 0; (6.6)

× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅËÔÏÒÙ u1; : : : ; um ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

Corollary 6.2. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ
ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (Ô.Å. ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ
n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ-
ÎÙÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ
ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. ðÒÏÄÅÍÏÎ-
ÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ
n-ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÁÔÒÉÃÙ

A =
(

0 1
3 2

)
: (6.7)

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ �A(t) = t2− 2t− 3 = (t− 3)(t+ 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
�1 = 3 É �2 = −1, ÐÏÜÔÏÍÕ Ä×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ
ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÂÁÚÉÓ. îÁÊÄÅÍ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ � |
ÜÔÏ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f − � Id, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A − �E.
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ �1 = 3 ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÑÄÒÏ ÄÌÑ

A− 3E =
(

0 1
3 2

)
− 3

(
1 0
0 1

)
=

( −3 1
3 −1

)
; (6.8)

Á ÄÌÑ �2 = −1 ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÑÄÒÏ ÄÌÑ

A− (−1)E =
(

0 1
3 2

)
− (−1)

(
1 0
0 1

)
=

(
1 1
3 3

)
: (6.9)

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÑÄÒÁ | ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ. äÌÑ �1 = 3 ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ

{ −3x+ y = 0
3x− y = 0 ; (6.10)

Á ÄÌÑ �2 = −1 ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ
{

x+ y = 0
3x+ 3y = 0 : (6.11)

÷ ÏÂÅÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ,
ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: ÍÙ ËÁË ÒÁÚ É ÉÓËÁÌÉ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÄÏÌÖÎÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. òÅÛÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍ É
ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ:

u1 =
(

1
3

)
ÄÌÑ �1 = 3 É u2 =

(
1
−1

)
ÄÌÑ �2 = −1: (6.12)
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÂÁÚÉÓÅ u1; u2 ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

� =
(

3 0
0 −1

)
: (6.13)

ä×Å ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ Ó×ÑÚÁÎÙ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

� = T−1AT; (6.14)
ÇÄÅ T | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÂÁÚÉÓÕ u1; u2. îÁÐÉ-
ÛÅÍ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

T =
(

1 1
3 −1

)
; (6.15)

É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

T−1 = 1
4

(
1 1
3 −1

)
: (6.16)

(óÌÕÞÁÊÎÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ T−1 ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ T .)
ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÒÁÚÉÔØ A ÉÚ (6.14) É ×ÏÚ×ÅÓÔÉ × ÓÔÅÐÅÎØ n:

An = (T�T−1)n = T�nT−1 =

= 1
4

(
1 1
3 −1

)(
3n 0
0 (−1)n

)(
1 1
3 −1

)
=

= 1
4

(
3n + 3 · (−1)n 3n − (−1)n

3n+1 − 3 · (−1)n 3n+1 + (−1)n
)
: (6.17)

7 ëÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á. íÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, Õ
ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, Ë ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÁÌÏ ÉÌÉ ÎÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ, ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏËÁÚÙ-
×ÁÀÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ
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ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.) óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V . åÓÌÉ v Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ, ÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ v ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ v É f(v)
ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ f 2(v) = f(f(v)).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ f 2(v) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÞÅÒÅÚ v É f(v),
Ô.Å. f 2(v) = b0v + b1f(v), ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 = v É
u2 = f(v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÂÁÚÉÓÏÍ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ u0 = v É
u1 = f(v), É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ f × ÔÕ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ:
f(u0) = u1 É f(u1) = b0u0 +b1u1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÉÎ-
×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U = 〈u0; u1〉, ÐÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ ÜÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
×ÉÄ:

f̂ |U =
(

0 b0
1 b1

)
: (7.1)

ïÄÎÁËÏ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÇÌÏ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ f 2(v) ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÞÅÒÅÚ v É f(v), ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ
v, f(v) É f 2(v) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏ-
ÃÅÄÕÒÕ É ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ×ÅËÔÏÒ f 3(v) ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ
〈v; f(v); f 2(v)〉, É ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ ÔÁË ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅË-
ÔÏÒÙ v; f(v); f 2(v) : : : fk−1(v) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ×ÅËÔÏÒ fk(v) ÞÅÒÅÚ
ÎÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ: fk(v) = b0v+b1f(v)+b2f 2(v)+: : :+bk−1fk−1(v).
(÷ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÐÏÚÖÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ n ÛÁÇÏ×,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ n + 1 ×ÅËÔÏÒÏ× × V ÕÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.) ôÏÇÄÁ
ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ U ×ÅËÔÏÒÏ× u0 = v; u1 = f(v); u2 = f 2(v); : : : ; uk−1 =
fk−1(v) ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ × ÂÁ-
ÚÉÓÅ u0; u1; u2 : : : uk−1 ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ ÜÔÏ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:

f̂ |U =




0 0 0 · · · 0 0 b0
1 0 0 · · · 0 0 b1
0 1 0 · · · 0 0 b2
0 0 1 · · · 0 0 b3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 0 bk−2
0 0 0 · · · 0 1 bk−1




(7.2)
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íÁÔÒÉÃÁ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. äÌÑ ÎÅÅ ÎÅ-
ÔÒÕÄÎÏ Ñ×ÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
(ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ 6 ÌÉÓÔÏÞËÁ!) É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÔ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÙ × ÅÇÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇÉ.

Proposition 7.1. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ v; f(v); f 2(v) : : : fk−1(v) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÙ, Á ×ÅËÔÏÒ fk(v) ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ: fk(v) = b0v +
b1f(v) + b2f 2(v) + : : :+ bk−1fk−1(v). ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ
U = 〈v; f(v); f 2(v); : : : ; fk−1(v)〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ U
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ×ÉÄÁ (7.2). íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ É ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ÒÁ×ÎÙ �F (t) =
�F (t) = tk − bk−1tk−1 − : : :− b1t− b0.

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ. õÄÏÂÎÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) = tk +ak−1tk−1 + : : :+a1t+a0
ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ FP ÍÁÔÒÉÃÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÉÍÅÀÝÕÀ P Ó×ÏÉÍ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÍ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ; ÔÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

FP =




0 0 0 · · · 0 0 −a0
1 0 0 · · · 0 0 −a1
0 1 0 · · · 0 0 −a2
0 0 1 · · · 0 0 −a3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 0 −ak−2
0 0 0 · · · 0 1 −ak−1




: (7.3)

8 ôÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ,
ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÉÌÉ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÞÔÏ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

Theorem 8.1. �f (f) = 0.
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âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á V . ÷ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f ÅÓÔØ ÐÒÏ-
ÓÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ �, ÐÏÜÔÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ �f (t) = t − �. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
�f (f) = �− � = 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ dimV . äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ V ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÏÄÉÎ ÉÚ
Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ×: ÌÉÂÏ Õ f ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï U ⊂ V , U 6= V , ÌÉÂÏ ÔÁËÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÔ.

òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ.
ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.1, ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ
ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ:

f̂ =
(
A C
0 B

)
: (8.1)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
�f (t) = �A(t)�B(t): (8.2)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ, ÍÅÎØÛÉÊ, ÞÅÍ dimV , ÐÏ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ �A(A) = 0 É �B(B) = 0. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ �f (f):

�f (f̂) = �A(f̂) · �B(f̂) = �A
(
A C
0 B

)
· �B

(
A C
0 B

)
=

=
(
�A(A) ∗

0 �A(B)

)(
�B(A) ∗

0 �B(B)

)
=

(
0 ∗
0 ∗

) ( ∗ ∗
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
:

(8.3)

(÷ ÜÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ,
ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÉÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÎÅ ×ÁÖÅÎ.) ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×
ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÄÅÌÁÎ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ×ÓÅÇÏ V , ÎÅÔ. îÏ ×ÅÄØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÎÅ-
ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 7.
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ×ÐÁÓÔØ Ó V . óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (7.2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f . îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ × ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 7.1, ÞÔÏ Õ
ÍÁÔÒÉÃÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
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ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÁË ÞÔÏ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÄÅÌÁÎ. ôÅÏÒÅÍÁ
çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ ÄÁÅÔ ÎÅ ×ÓÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï
×ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:
ÏÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,
ÉÈ Ó×ÑÚØ ÔÅÓÎÅÅ: ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÉ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Á
ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÍÏÇÕÔ ÌÉÛØ ÓÔÅÐÅÎÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ É ×ÙÑÓÎÅÎÉÅ ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉ-
ÒÏÄÙ | ÎÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

9 îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌÉ, É P (t) ∈ K[t] | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ôÏÇÄÁ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ P (t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. íÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÕÇÁÄÁÔØ, ËÁËÉÅ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÇÌÉ ÂÙ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ. ïÄÉÎ ×ÁÒÉ-
ÁÎÔ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ: ÔÁË ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ,
ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÁÛÌÏÓØ ÔÁËÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ (Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ!) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó P (t). þÕÔØ
ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ×ÓÅÇÄÁ É ÂÙ×ÁÅÔ.

óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÎÁÍ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ÏËÁÚÁÌÓÑ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, Ô.Å. P (t) = t − �. üÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ô.Å.
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V . ÔÏÇÄÁ ÏÄ-
ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÔÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ v
ËÁË ÒÁÚ É ÂÕÄÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ U . äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f(v) = �v, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ U
ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �, Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ � × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ t−�,
Ô.Å. P (t). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ, ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
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ÔÁËÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÎÁÍ
ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ É ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1. ÷ÅËÔÏÒ v ÔÁÍ ÐÏÌÕÞÁÌÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ
ÑÄÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

f − � Idv; (9.1)
Á ÞÉÓÌÏ � ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f − � Idv ÉÍÅÌ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. (äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (9.1) ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÄÁ×ÁÌÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.) äÌÑ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ÜÔÉÈ
ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ
ÚÄÅÓØ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎ ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (9.1): ÜÔÏ ÖÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ
P (f) ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) = t− �.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÐÕÓÔØ
P (t) | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
�f (t), ÔÁË ÞÔÏ

�f (t) = P (t)Q(t): (9.2)
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g = P (f) É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ
ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ,
ÔÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g = P (f) ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (9.2) ÏÐÅÒÁÔÏÒ f ×ÍÅÓÔÏ
t, ÐÏÌÕÞÉÍ �f (f) = P (f) ·Q(f), ÔÏ ÅÓÔØ 0 = g ·Q(f). îÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g
ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅ×Á ÎÁ g−1, ÞÔÏ
ÄÁÓÔ Q(f) = 0. îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �f ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

g = P (f) (9.3)

ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ker g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f . (éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2.2, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ f É g = P (f) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ-
×ÏÞÎÙ.) ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ Ker g? ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ g = P (f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏÍ ÎÁ Ker g, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
f ÎÁ Ker g. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.1, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t)
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÏÓÔÉ P (t), ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÎÉÍ ÐÒÏÓÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÍ ÞÔÏ-ÔÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ×ÏÚØÍÅÍ ÎÅÎÕÌÅ-
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×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ Ker g. ðÒÉÍÅÎÑÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 7(ÓÍ.
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1), ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f Ë ×ÅËÔÏÒÕ v
ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÜÔÉ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÐÏ-
ÌÕÞÉÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U × Ker g, ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ,
ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ-
×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ. þÔÏ ÖÅ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ? ðÏ-
ÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÏÇÏ ÖÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ker g, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t), É, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÏÌÖÅÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó P (t). éÔÁË,
ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
Theorem 9.1. ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ∈ K[t], degP = k,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �f ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f . ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÞÔÏ
P (t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ U , Á ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÁ U ×
ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ FP ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) (ÓÍ.
(7.3)).

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÑÚÙËÅ.
Corollary 9.1. ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ∈ K[t], degP = k,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �f ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f . ôÏÇÄÁ
× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ

f̂ =
(
FP C
0 B

)
; (9.4)

ÇÄÅ FP ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) (ÓÍ. (7.3)).
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ

ÍÁÔÒÉÃÅÊ B ÉÚ (9.4) É ×ÙÄÅÌÉÔØ × ÎÅÊ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÂÌÏË É ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÄÏ
ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÌÏÞÎÙÊ
×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ:

f̂ =




FP1 ∗ · · · ∗
0 FP2 · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · FPs


 (9.5)
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úÄÅÓØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÉÄ
ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÎÅ ×ÁÖÅÎ, Á FPi ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉ-
ÕÓÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pi(t). ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁ-
ÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pi(t) ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ:
ÐÏÓËÏÌØËÕ �FP (t) = �FP (t) = P (t),

�f = P1P2 : : : Ps: (9.6)

ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏ, ÞÔÏ �f ÄÏÌ-
ÖÅÎ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÁÎÎÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÌÏË, É, ÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pi. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ËÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ,
ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �f
Ó ÍÅÎØÛÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÞÅÍ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �f . (ôÁË ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÓÔÏÉÔ
ÄÅÌÏ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �IdV (t) = (t − 1)n, ÎÏ
�IdV (t) = t−1.) ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ×ÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÁÑ
ÔÅÏÒÅÍÕ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ.

Theorem 9.2. ðÕÓÔØ �f (t) = P1(t)P2(t) : : : Ps(t) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÏÇÄÁ ×
ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ (9.5), ÇÄÅ FPi ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pi(t). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �f (t) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ
×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pi(t).

10 ëÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.


