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÷÷åäåîéå

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ | ÒÁÚÄÅÌÙ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ Ó ÂÏÇÁÔÏÊ ÉÓÔÏÒÉÅÊ, ÏÓÔÁÀÝÉÅÓÑ É ÓÅÇÏÄÎÑ ÎÁ ÐÅÒÅÄÎÅÍ ËÒÁÅ ÎÁÕËÉ. ÷
ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ ×ÅÓØÍÁ ÇÌÕÂÏËÉÅ É ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÅ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ
ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÌ£ËÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ. üÔÏ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÔÏÌÞ-
ËÏÍ Ë ÂÕÒÎÏÍÕ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÉÍ ÎÏ×ÙÍ
×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÑÍ ×Ï ×ÓÅÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÍÁÓÓÁ ×ÅÓØÍÁ ×ÁÖÎÙÈ É
ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ ×ÙÄ×ÉÎÕÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏ×ÙÈ É ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÎÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ.

÷ÁÖÎÅÊÛÕÀ ÒÏÌØ × ÜÔÉÈ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÑÈ ÉÇÒÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ
É ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. éÈ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ,ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. ôÁË, × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ 20-25 ÌÅÔ ÂÙÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÑÚÉ
ÍÅÖÄÕ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÇÒÕÐÐ ìÉ É ÔÁËÉÍÉ
ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ,
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÑ. âÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ É ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ, Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ É
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÐÏÌÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÒÕÎ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ
Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒ É ÇÒÕÐÐ ìÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ
×ÁÖÎÙÍ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ËÁË ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÔÁË É Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ
ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈÑÒËÉÈÑ×ÌÅÎÉÊ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÓÔØ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ) ìÅÎÇÌÅÎÄÓÁ, ×Ï×ÌÅËÁÀÝÁÑ × ÓÅÂÑ × ÓÅÂÑ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ, ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ
É ÔÅÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐ. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ìÅÎÇÌÅÎÄÓÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖ-
ÄÕ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ
ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ, É ÏÂßÅËÔÁÍÉ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ), Ó×ÑÚÁÎ-
ÎÙÍÉ Ó Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ. éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÎÁ ×ÏÚÎÉ-
ËÌÁ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ÷ 1990-È ÇÏÄÁÈ ÷. ç. äÒÉÎ-
ÆÅÌØÄÏÍ ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ìÅÎÇÌÅÎÄÓÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ËÒÉ×ÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÁÚÁÌÓÑ Ó×ÑÚÁÎ Ó ËÌÀÞÅ×ÙÍÉ ×Ï-
ÐÒÏÓÁÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÃÅÌÅÊ ÎÁÛÅ-
ÇÏ ÐÒÏÅËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÒÏÑ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÑ ìÅÎÇÌÅÎÄÓÁ.

îÁ ×ÔÏÒÏÍ, ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÜÔÁÐÅ ÒÁÂÏÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÂÙÌÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ
ÉÚÙÓËÁÎÉÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ:

1) ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
ÂÁÚÉÓÏ× çÅÌØÆÁÎÄÁ-ãÅÔÌÉÎÁ;

2) ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÇÉÐÏÔÅÚ Ï Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ É ÉÈ
ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ×;

3) Ñ×ÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÊ ÒÅÄÕË-
ÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× îØÀÔÏÎÁ;
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4) Ñ×ÎÏÅ ÄÏÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ
äÅÄÅËÉÎÄÁ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÌÏÓÅ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ë ÕÌÕÞÛÅ-
ÎÉÀ ÏÃÅÎÏË × Ñ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ-úÉÇÅÌÑ.

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÏÔÞ£ÔÁ,
ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

þÅÔÙÒÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÏÇÌÁ×ÌÅÎÉÉ ÒÁÚÄÅÌÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÕÎË-
ÔÁÍ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÐÅÒÅÞÎÑ. éÈ ËÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÁËÏ×Ï:

• ðÏÌÕÞÅÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× çÅÌØÆÁÎÄÁ-ãÅÔÌÉÎÁ.
ðÏÓÔÒÏÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÑÎÇÉÁÎÁ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ.

• CÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÇÉÐÏÔÅÚÙ Ï Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ
(ÎÅÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÌÁÇÏ× ÇÒÕÐÐÙ GLn) É ÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ×;

• ðÏÌÕÞÅÎÏ Ñ×ÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁ-
ÃÉÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×
îØÀÔÏÎÁ É ÔÅÌ îØÀÔÏÎÁ{ïËÕÎØËÏ×Á. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ
ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ðÏÓÔÎÉËÏ×Á{óÔÅÎÌÉ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ äÅÍÁÚÀÒÁ.

• äÏËÁÚÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÊ
× ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ òÉ-
ÍÁÎÁ × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) Ó Ñ×ÎÙÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ
ÉÚ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ
ÞÌÅÎÁ × Ñ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ
ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

6



ïóîï÷îïê üôáð éóóìåäï÷áîéê

1. ïðéóáîéå áææéîîùè ðòïóôòáîóô÷
ìïíïîá é ó÷ñúáîîùè ó îéíé
áææéîîùè âáúéóï÷ çåìøæáîäá{
ãåôìéîá

1.1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ ìÏÍÏÎÁ ÓÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ× ÇÒÕÐÐÙ
GLn. íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÑÎÇÉÁÎÁ ÇÒÕÐÐÙ sln × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏ-
ÍÏÎÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ. íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÑÎÇÉÁÎÁ (Ä×ÕÈÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂ£ÒÔÙ-
×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ sln[s±1; t]) ×
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ×ÅÒÓÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ. íÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÑÎÇÉÁÎÁ × ÂÁÚÉÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍ
Ó ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. üÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÂÁÚÉÓÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ãÅÔÌÉÎÁ. áÆÆÉÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÁÅÔÓÑ × ËÏÌØÃÁ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ.
ëÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ Mn;d ÐÕÞËÏ× ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁÎÇ n É ×ÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓ þÅÒÎÁ d, ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-
ÓÔÉ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÍÏÎÁ. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÃÅÎÔÒÁ Z ÑÎÇÉÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ
gln, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÑÎÇÉÁÎ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒ×ÙÊ ËÌÁÓÓ þÅÒ-
ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ Mn;d ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ × Z.

÷ [18] ÎÁÍÉ ÂÙÌÏ ÉÚÕÞÅÎÏ ËÏÌØÃÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H•
T̃×C∗(Qd), ÇÄÅ

T̃ ÅÓÔØ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÊ ÔÏÒ × GLn, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Bn, Á C∗ ÄÅÊÓÔ×Õ-
ÅÔ ËÁË \ÐÏ×ÏÒÏÔÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ" ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P1. ÷ [18] ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÊ ÍÅÔÏÄ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ U(gln) ÎÁ V =

⊕
dH

•
T̃×C∗(Qd)⊗H•

T̃×C∗
(pt)

Frac(H•
T̃×C∗(pt)) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ É ×ÐÏÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H•
T̃×C∗(Qd) ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÐÏÄÁÌ-

ÇÅÂÒÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ G ⊂ U(gln).
÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ, ×ÏÓÈÏÄÑ-

ÝÉÊ Ë é. þÅÒÅÄÎÉËÕ. á ÉÍÅÎÎÏ, G ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÐÏÄ-
ÁÌÇÅÂÒÙ A ÑÎÇÉÁÎÁ Y (gln) (ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ) ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × U(gln) (ÓÍ. [52]). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÚ Y (gln) ×
U(gln) Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ U(gln) ÎÁ V ÄÁ£Ô ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Y (gln) ÎÁ V . ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁ-
ÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ \ÎÏ×ÙÅ ÄÒÉÎÆÅÌØÄÏ×ÓËÉÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ" [13] ÁÌÇÅÂÒÙ
Y (sln) ⊂ Y (gln) ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ V ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑÍÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3). ÷
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎÉ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÅÓÑ í. ÷Á-
ÒÁÎØÏÌÏ [71] ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÑÎÇÉÁÎÏ× × ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ
ËÏÌÞÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.
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ôÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ Pd ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÕÞËÏ× ÎÁ P1 × P1, ÓÍ. [21]. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÑÎÇÉÁÎÁ Ŷ (Ä×ÕÈÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ sln[s±1; t], ÓÍ. [30]) ÎÁ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ M =

⊕
dH

•
T̃×C∗×C∗(Pd) ⊗H•

T̃×C∗×C∗
(pt) Frac(H•

T̃×C∗×C∗(pt)), ÇÄÅ ×ÔÏÒÁÑ

ËÏÐÉÑ C∗ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÐÉÉ P1 (ôÅÏÒÅÍÁ 1.6).
íÙ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÄÒÉÎÆÅÌØÄÏ×ÓËÉÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ Ŷ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË M (ôÅÏÒÅÍÁ 1.7).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÁÚÉÓ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË × V ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓÕ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ãÅÔÌÉÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÷ÅÒÍÁ ÎÁÄ U(gln), ÍÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓ
ÉÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ×M ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÇÉÐÏÔÅÚÁ 1.1 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ M ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÷ÅÒÍÁ ÎÁÄ
U(ĝln). äÁÌÅÅ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ãÅÔÌÉÎÁ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ × ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ĝln-ÍÏÄÕÌÑÈ (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÔÁËÖÅ
ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ), ÓÍ. ÇÉÐÏÔÅÚÕ 1.2.
îÁÂÏÒ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŝln-ËÒÉÓÔÁÌÌÁ ÄÌÑ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ĝln-ÍÏÄÕÌÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.10), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÃÉÌÉÎÄÒÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ [64]. íÙ ÏÖÉÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Y ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ
ĝln-ÍÏÄÕÌÑÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ä. õÇÌÏ×ÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÑÎÇÉÁÎÁ [70].

1.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÍÏÎÁ É sln-ÑÎÇÉÁÎÙ

1.2.1.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [18]. ðÕÓÔØ C | ÇÌÁÄËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ
ÒÏÄÁ ÎÕÌØ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ z ÎÁ C É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ C∗ ÎÁ C, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ v(z) = v−2z. éÍÅÅÍ CC∗

= {0;∞}.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W Ó ÂÁÚÉÓÏÍ w1; : : : ; wn. ïÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÊ ÔÏÒ T ⊂ G = GLn ⊂ Aut(W ). íÙ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÅÇÏ 2n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÂÏÌØÛÉÊ ÔÏÒ T̃ , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ W ÔÁË: ÄÌÑ T̃ 3 t =
(t1; : : : ; tn) ÉÍÅÅÍ t(wi) = t2iwi. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ× ÇÒÕÐÐÙ
G.

1.2.2.

äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n − 1 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d = (d1; : : : ; dn−1)
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏÍÏÎÏ×ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉÆÌÁÇÏ× Qd, ÓÍ. [46], 4.2. üÔÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÌÁÇÏ× ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÏÄÐÕÞËÏ×

0 ⊂ W1 ⊂ : : : ⊂ Wn−1 ⊂ W = W ⊗ OC

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ rank(Wk) = k, É deg(Wk) = −dk.
ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

2d1 + : : :+ 2dn−1 + dimB, ÓÍ. [45], 2.10.
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1.2.3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Qd ⊂ Qd (Ë×ÁÚÉÆÌÁÇÉ Ó ÂÁÚÏÊ ×
∞ ∈ C), ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÆÌÁÇÁÍÉ

0 ⊂ W1 ⊂ : : : ⊂ Wn−1 ⊂ W = W ⊗ OC

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Wi ⊂ W ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ∞ ∈ C, Á ÓÌÏÊ
Wi × ∞ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ 〈w1; : : : ; wi〉 ⊂W .

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2d1+
: : :+ 2dn−1.

1.2.4. îÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ

çÒÕÐÐÁG×C∗ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁQd, Á ÇÒÕÐÐÁ T̃×C∗ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Qd. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÅÊÓÔ×ÉÑ T̃ ×C∗ on Qd ËÏÎÅÞÎÏ;
ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÉÚ [22], 2.11.

ðÕÓÔØ d̃ | ÎÁÂÏÒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (dij); i ≥ j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ di =∑i
j=1 dij, É Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÅÓÌÉ i ≥ k ≥ j, ÔÏ dkj ≥ dij. äÏÐÕÓËÁÑ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ,

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ d̃ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ T̃ × C∗-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×
Qd:

W1 = OC(−d11 · 0)w1;
W2 = OC(−d21 · 0)w1 ⊕ OC(−d22 · 0)w2;
: : : : : : : : : ;
Wn−1 = OC(−dn−1;1 · 0)w1 ⊕ OC(−dn−1;2 · 0)w2 ⊕ : : :⊕ OC(−dn−1;n−1 · 0)wn−1:

1.2.5.

ðÒÉ i ∈ {1; : : : ; n−1} É d = (d1; : : : ; dn−1), ÐÏÌÏÖÉÍ d+ i := (d1; : : : ; di+1; : : : ; dn−1).
éÍÅÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ed;i ⊂ Qd ×Qd+i, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ ÐÁÒÁÍÉ (W•;W ′

• ), ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ j 6= i ÍÙ ÉÍÅÅÍ Wj = W ′

j , É W ′
i ⊂ Wi, ÓÍ. [22], 3.1. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

Ed;i ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÌÁÇÏ× ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏ×

0 ⊂ W1 ⊂ : : :Wi−1 ⊂ W ′
i ⊂ Wi ⊂ Wi+1 : : : ⊂ Wn−1 ⊂ W

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ rank(Wk) = k, É deg(Wk) = −dk, ÔÏÇÄÁ ËÁË rank(W ′
i ) = i, É deg(W ′

i ) =
−di − 1.

óÏÇÌÁÓÎÏ [45], 2.10, Ed;i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2d1 + : : :+ 2dn−1 + dimB + 1.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p (ÓÏÏÔ×. q) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ Ed;i → Qd (ÓÏÏÔ×. Ed;i →
Qd+i). õ ÎÁÓ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r : Ed;i → C;

(0 ⊂ W1 ⊂ : : :Wi−1 ⊂ W ′
i ⊂ Wi ⊂ Wi+1 : : : ⊂ Wn−1 ⊂ W ) 7→ supp(Wi=W

′
i ):

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ed;i ÄÁ£Ô ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Li, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×
ÔÏÞËÅ

(0 ⊂ W1 ⊂ : : :Wi−1 ⊂ W ′
i ⊂ Wi ⊂ Wi+1 : : : ⊂ Wn−1 ⊂ W )

ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ �(C;Wi=W ′
i ).

îÁËÏÎÅÃ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ TEd;i ⊂ Qd+i × Qd.
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1.2.6.

ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÎÁ Qd ⊂ Qd, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ed;i ⊂ Qd × Qd+i, ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Li É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p : Ed;i → Qd; q : Ed;i → Qd+i; r :
Ed;i → C−∞. ôÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ TEd;i ⊂ Qd+i×Qd.
üÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2d1 + : : :+ 2dn−1 + 1.

1.2.7.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ′V ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ (ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ)
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ: ′V = ⊕dH

•
T̃×C∗(Qd). üÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ H•

T̃×C∗(pt) = C[t ⊕ C] =

C[x1; : : : ; xn; ~]. úÄÅÓØ t ⊕ C | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ T̃ × C∗. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
~ ÕÄ×ÏÅÎÎÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H2

C∗(pt;Z). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ xi ∈ H2

T̃
(pt;Z) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ÐÏÄÇÒÕÐÐ. ðÏÌÏÖÉÍ V = ′V ⊗H•
T̃×C∗

(pt) Frac(H•
T̃×C∗(pt)).

éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ V = ⊕dVd; Vd = H•
T̃×C∗(Qd) ⊗H•

T̃×C∗
(pt)

Frac(H•
T̃×C∗(pt)).

1.2.8.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÌÑ gln ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C(t⊕
C). ðÒÉ 1 ≤ j; k ≤ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ejk ∈ gln ⊂ U ÏÂÙÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ
ÍÁÔÒÉÃÙ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ûÅ×ÁÌÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁË:

ei := Ei+1;i; fi := Ei;i+1; hi := Ei+1;i+1 − Eii

(ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ei ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ). ôÁËÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
U ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ Eii; 1 ≤ i ≤ n; Ei;i+1; Ei+1;i; 1 ≤ i ≤ n− 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
U≤0 ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ × U, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Eii; 1 ≤ i ≤ n; Ei;i+1; 1 ≤ i ≤ n − 1. ïÎÁ
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÏÌÅ C(t ⊕ C) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ei;i+1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÐÒÉ 1 ≤
i ≤ n−1, É Eii ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ~−1xi+ i−1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ
ÍÏÄÕÌØ ÷ÅÒÍÁ V ÎÁÄ U ËÁË U ⊗U≤0

C(t ⊕ C). õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÷ÅÒÍÁ V
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ U-ÍÏÄÕÌÅÍ.

1.2.9.

çÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ TEd;i;Ed;i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ V
(ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ p É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, p∗ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÌÏ-
ËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ
ÔÏÞÅË ËÏÎÅÞÎÏ):

Eii = ~−1xi + di−1 − di + i− 1 : Vd → Vd;
hi = ~−1(xi+1 − xi) + 2di − di−1 − di+1 + 1 : Vd → Vd;
fi = Ei;i+1 = p∗q

∗ : Vd → Vd−i;
ei = Ei+1;i = −q∗p

∗ : Vd → Vd+i.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.10 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [18].
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ôÅÏÒÅÍÁ 1.1
ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ei = Ei+1;i; Eii; fi = Ei;i+1 ÎÁ V , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × 1.2.9, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÉÚ U, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ U ÎÁ V . éÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ 	 ÍÅÖÄÕ U-ÍÏÄÕÌÑÍÉ V É V, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ 1 ∈ H0

T̃×C∗(Q0) ⊂ V × ×ÅËÔÏÒ

ÍÌÁÄÛÅÇÏ ×ÅÓÁ 1 ∈ C(t⊕ C) ⊂ V.

1.2.10. âÁÚÉÓ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÷ÅÒÍÁ

íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÉÚ [51] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÏ× çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ×
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒÙ gln. îÁÂÏÒÕ d̃ = (dij); n − 1 ≥ i ≥ j ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÁÂÌÉÃÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ � = �(d̃) := (�ij); n ≥ i ≥ j ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
�nj := ~−1xj + j − 1; n ≥ j ≥ 1; �ij := ~−1xj + j − 1 − dij; n − 1 ≥ i ≥ j ≥ 1.
ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ �d̃ = �� ∈ V ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌ (2.9){(2.11) ÉÚ loc. cit. (ÇÄÅ
� = �0 = 1 ∈ V). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.7 ÉÚ loc. cit., ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {�d̃} (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ d̃) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ × V.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÏÍÁÓÏÎÁ Ï ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T̃ ×C∗-

ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

H•
T̃×C∗(Qd)⊗H•

T̃×C∗
(pt) Frac(H•

T̃×C∗(pt)) → H•
T̃×C∗(Q

T̃×C∗

d )⊗H•
T̃×C∗

(pt) Frac(H•
T̃×C∗(pt))

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ [d̃], ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ T̃ × C∗-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ d̃

(ÓÍ. 1.2.4) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ⊕dH
•
T̃×C∗(Q

T̃×C∗

d )⊗H•
T̃×C∗

(pt) Frac(H•
T̃×C∗(pt)). ÷ÌÏÖÅÎÉÅ

ÔÏÞËÉ d̃ × Qd ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ × ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ [d̃] ∈ Vd ÐÒÑÍÏÊ
ÏÂÒÁÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÔÏÞËÉ d̃. íÎÏÖÅÓÔ×Ï {[d̃]} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ × V .

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.12 ÉÚ [18], ÓÍ. ÔÁËÖÅ [55] 8.2.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2
a) éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 	 : V

∼−→V, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ [d̃] × (−~)|d|�d̃,
ÇÄÅ |d| = d1 + : : :+ dn−1.

b) íÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ei; fi × ÂÁÚÉÓÅ {[d̃]} ÔÁËÏ×Ù:

ei[d̃;d̃′] = −~−1
∏
j 6=k≤i

(xj − xk + (di;k − di;j)~)−1
∏

k≤i−1

(xj − xk + (di−1;k − di;j)~)

ÅÓÌÉ d′i;j = di;j + 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ≤ i;

fi[d̃;d̃′] = ~−1
∏
j 6=k≤i

(xk − xj + (di;j − di;k)~)−1
∏

k≤i+1

(xk − xj + (di;j − di+1;k)~)

ÅÓÌÉ d′i;j = di;j − 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ≤ i;
÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ei; fi ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.
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1.2.11. ñÎÇÉÁÎ ÁÌÇÅÂÒÙ sln

ðÕÓÔØ (akl)1≤k;l≤n−1 = An−1 | ÜÔÏ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÁÌÇÅÂÒÙ sln. ñÎÇÉÁÎ
Y (sln) | ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ C[~]-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ x±

k;r;
�hk;r; 1 ≤ k ≤ n− 1; r ∈ N,

ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

[�hk;r; �hl;s] = 0; [�hk;0;x±
l;s] = ±aklx±

l;s; (1.1)

2[�hk;r+1;x±
l;s]− 2[�hk;r;x±

l;s+1] = ±~akl(�hk;rx±
l;s + x±

l;s
�hk;r); (1.2)

[x+k;r;x
−
l;s] = �kl�hk;r+s; (1.3)

2[x±
k;r+1;x

±
l;s]− 2[x±

k;r;x
±
l;s+1] = ±~akl(x±

k;rx
±
l;s + x±

l;sx
±
k;r); (1.4)

[x±
k;r; [x

±
k;p;x

±
l;s]] + [x±

k;p; [x
±
k;r;x

±
l;s]] = 0; k = l ± 1; ∀p; r; s ∈ N: (1.5)

äÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ u ××ÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ �hk(u) :=
1 +

∑∞
r=0

�hk;r~−ru−r−1; x±
k (u) :=

∑∞
r=0 x

±
k;r~−ru−r−1. ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.2,1.4)

ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:

@u@v�hk(u)x±
l (v)(2u− 2v ∓ akl) = −@u@vx±

l (v)�hk(u)(2v − 2u∓ akl) (1.6)

@u@vx
±
k (u)x

±
l (v)(2u− 2v ∓ akl) = −@u@vx±

l (v)x
±
k (u)(2v − 2u∓ akl) (1.7)

1.2.12.

ðÒÉ ×ÓÅÈ 0 ≤ i ≤ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W i ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ i-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Qd×C. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÀÎÎÅÔÁ, H•

T̃×C∗(Qd×C) = H•
T̃×C∗(Qd)⊗

1⊕H•
T̃×C∗(Qd)⊗ � , ÇÄÅ � ∈ H2

C∗(C) ÅÓÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ËÌÁÓÓ þÅÒÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O(1). ðÒÉ

ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ þÅÒÎÁ cj(W i) ÉÍÅÅÍ cj(W i) =: c
(j)
j (W i)⊗ 1 +

c
(j−1)
j (W i)⊗ � ÇÄÅ c(j)j (W i) ∈ H2j

T̃×C∗(Qd), É c
(j−1)
j (W i) ∈ H2j−2

T̃×C∗(Qd).
äÌÑ 0 ≤ m ≤ n ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ am(u) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ-

ÍÉ × ËÏÌØÃÅ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Qd ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

am(u) := um+
∑m

r=1(−~)−r
(
c
(r)
r (W m)− ~c(r−1)r (W m)

)
um−r. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a0(u) := 1.

ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ q ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÈÁÒÁËÔÅÒ T̃ × C∗ : (t; v) 7→ v2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L ′

k := q
1−k
2 Lk ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ed;k, ÔÏ ÅÓÔØ L ′

k É Lk ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÎÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ L ′

k ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ Lk ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ q

1−k
2 .

ôÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

x+k;r := p∗(c1(L ′
k)

r · q∗) : Vd → Vd−k (1.8)

x−
k;r := −q∗(c1(L ′

k)
r · p∗) : Vd → Vd+k (1.9)
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ V :

�hk(u) = 1 +
∞∑
r=0

�hk;r~−ru−r−1 :=

= ak(u+
k + 1
2

)−1ak(u+
k − 1
2

)−1ak−1(u+
k − 1
2

)ak+1(u+
k + 1
2

) : Vd → Vd[[u−1]];

(1.10)

x+k (u) =
∞∑
r=0

x+k;r~
−ru−r−1 : Vd → Vd−k[[u−1]] (1.11)

x−
k (u) =

∞∑
r=0

x−
k;r~

−ru−r−1 : Vd → Vd+k[[u−1]] (1.12)

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3
ïÐÅÒÁÔÏÒÙ �hk;r;x±

k;r ÎÁ V , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × 1.2.12, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ×
Y (sln), ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Y (sln) ÎÁ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ V Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÷ÅÒÍÁ V ÐÒÉ ÐÏÍÏ-
ÝÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ 	 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Am(u);Bm(u);Cm(u) :
V → V[u]; 1 ≤ m ≤ n − 1, Á ÔÁËÖÅ A0(u) = 1 É An(u), ××ÅÄÅÎÎÙÅ × [52] 5.3. The
explicit formula for the (diagonal) action of Am(u) in the Gelfand-Tsetlin basis {�d̃}
of V is given in Theorem 5.3.4 of [52]. It reads

Am(u)�d̃ = (u+ ~−1x1 − dm1) : : : (u+ ~−1xm − dmm)�d̃ (1.13)

ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ) ÄÅÊÓÔ×ÉÑ am(u) × ÂÁÚÉÓÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË
{[d̃]} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5 ÒÁÂÏÔÙ [18]. óÏ-
ÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Am(u)
× ÂÁÚÉÓÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
am(u) × ÂÁÚÉÓÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 	 ÐÅÒÅ×Ï-
ÄÉÔ am(u) × Am(u).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ RTT) ÁÌÇÅÂÒÙ
Y (sln), ÓÍ. [52]. ïÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó \ÎÏ×ÙÍ ÄÒÉÎÆÅÌØÄÏ×ÓËÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ" 1.2.11
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ äÒÉÎÆÅÌØÄÁ (ÓÍ. [52] 5.3 É 3.1.8):

�hk(u) = Ak(u+
k + 1
2

)−1Ak(u+
k − 1
2

)−1Ak−1(u+
k − 1
2

)Ak+1(u+
k + 1
2

) (1.14)

x+k (u) = Ak(u+
k − 1
2

)−1Bk(u+
k − 1
2

) (1.15)

x−
k (u) = Ck(u+

k − 1
2

)Ak(u+
k − 1
2

)−1 (1.16)
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óÏÇÌÁÓÎÏ [52], ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ak(u);Bk(u);Ck(u) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Y (sln)
× RTT-ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1.14,1.15,1.16) ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (1.1{1.5). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 	 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1.11) (ÓÏÏÔ×. (1.12)) × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1.15) (ÓÏÏÔ×. (1.16)). òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ x−

k (u); ÓÌÕÞÁÊ x
+
k (u) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ.

èÁÒÁËÔÅÒ T̃ × C∗ × ÓÌÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Li × ÔÏÞËÅ (d̃; d̃′) ∈ Ed;i ÒÁ×ÅÎ
−xj + dij~, ÅÓÌÉ d′ij = dij + 1 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ j ≤ i. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 b) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ

ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ x−
i;r × ÂÁÚÉÓÅ {[d̃]} ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

x−
i;r[d̃;d̃′]

= (−xj + (dij +
1− i

2
)~)rei[d̃;d̃′] =

= −~−1(−xj+(dij+
1− i

2
)~)r

∏
j 6=k≤i

(xj−xk+(di;k−di;j)~)−1
∏

k≤i−1

(xj−xk+(di−1;k−di;j)~)

(1.17)

ÅÓÌÉ d′i;j = di;j+1 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ j ≤ i, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁAi(u)−1Ci(u) × ÂÁÚÉÓÅ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ÂÙÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.3.4 ËÎÉÇÉ [52]. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ
d′i;j = di;j + 1 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ j ≤ i, ÔÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ u = dij − ~−1xj, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Ci(dij − ~−1xj)�d̃ =
i−1∏
k=1

(~−1(xk − xj)− di−1;k + dij)�d̃′ (1.18)

ðÏÓËÏÌØËÕ degCi(u) = i − 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ci(u), É ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ai(u+ i−1

2
)−1Ci(u+ i−1

2
) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ

ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó (1.17). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 	 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ [d̃] × (−~)|d|�d̃, ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ
ÆÏÒÍÕÌ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. �

1.2.13.

íÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÇÉÐÏÔÅÚÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ × ÒÁÚÄ. 1.3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ
0 ≤ m < i ≤ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W mi ÆÁËÔÏÒ W i=W m ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ Qd × C. éÚ ËÀÎÎÅÔÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ þÅÒÎÁ
cj(W mi) ÒÁ×ÅÎ cj(W mi) =: c

(j)
j (W mi)⊗1+c(j−1)j (W mi)⊗� ÇÄÅ c(j)j (W mi) ∈ H2j

T̃×C∗(Qd),

É c(j−1)j (W mi) ∈ H2j−2
T̃×C∗(Qd). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ami(u) := ui−m +∑∞

r=1(−~)−r
(
c
(r)
r (W mi)− ~c(r−1)r (W mi)

)
ui−m−r.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.1
�hi(u) = ami(u + i−1

2
)−1ami(u + i+1

2
)−1am;i−1(u + i−1

2
)am;i+1(u + i+1

2
) : Vd → Vd[[u−1]]

for any m < i.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÞÅÒÅÚ �hmi(u).
îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �hmi(u) = �hi(u). ÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1.3) ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×Å-
ÒÉÔØ, ÞÔÏ �hmi;r+s = [x+i;r;x

−
i;s]. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÃÉÅÊ Ë ÓÔÅËÕ ÍÏÄÕÌÅÊ Zn, ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ × ÒÁÚÄ. 3.11 ÒÁÂÏÔÙ [9], ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ loc. cit. �

1.3. ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÞËÉ É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÑÎÇÉÁÎÙ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ.

1.3.1. ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÞËÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3 ÒÁÂÏÔÙ [9]. ðÕÓÔØX| ÄÒÕÇÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁ ÎÕÌØ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ y ÎÁ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
C∗ ÎÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ c(x) = c−2x. éÍÅÅÍ XC∗

= {0X;∞X}. ðÕÓÔØ S | ÐÏ×ÅÒÈ-
ÎÏÓÔØ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ C×X. ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ D∞ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ÄÉ×ÉÚÏÒ C×∞X ∪∞C ×X. ðÕÓÔØ D0 | ÄÉ×ÉÚÏÒ C× 0X.

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ n ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ d = (d0; : : : ; dn−1), ÐÁ-
ÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÕÞËÏÍ F• ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÆÌÁÇ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ
ÐÕÞËÏ× ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ S : : : : ⊂ F−1 ⊂ F0 ⊂ F1 ⊂ : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

(a) Fk+n = Fk(D0) ÐÒÉ ×ÓÅÈ k;
(b) ch1(Fk) = k[D0] ÐÒÉ ×ÓÅÈ k: ÐÅÒ×ÙÅ ËÌÁÓÓÙ þÅÒÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÆÕÎ-

ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÄÉ×ÉÚÏÒÁ D0;
(c) ch2(Fk) = di ÐÒÉ i ≡ k (mod n);
(d) F0 ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ × D∞ É ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÎÁÄ D∞ : F0|D∞ = W ⊗OD∞ ;
(e) ÐÒÉ −n ≤ k ≤ 0 ÐÕÞÏË Fk ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ × D∞, É ÆÁËÔÏÒÐÕÞËÉ

Fk=F−n; F0=Fk (ÏÂÁ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ × D0 = C × 0X ⊂ S) ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ ×
ÔÏÞËÅ ∞C × 0X; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Fk|∞C×X ÓÕÔØ ÔÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÕÞ-
ËÁ F0|∞C×X = W ⊗ OX, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ 〈w1; : : : ; wn−k〉 ⊂ W ×
0X ∈ X.

ôÏÎËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÄÕÌÅÊ Pd ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÕÞËÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ d ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ Ó×ÑÚÎÙÍ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
2d0 + : : :+ 2dn−1.

1.3.2. îÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ

çÒÕÐÐÁ T̃ × C∗ × C∗ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ Pd, É ÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÏÎÅÞÎÏ. þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ
ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÅÊÓÔ×ÉÑ C∗ × C∗ ÎÁ ÓÈÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ
(C−∞C)× (X−∞X). á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍ-
ÍÁÍÉ àÎÇÁ, É ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � = (�0 ≥ �1 ≥ : : :) (ÇÄÅ �N = 0 for Ng0) ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ J� = C[z] · (Cy0z�0 ⊕ Cy1z�1 ⊕ : : :). íÙ
ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ J� ËÁË ÉÄÅÁÌ × OC×X, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó OC×X × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ � ⊃ �, ÅÓÌÉ �i ≥ �i ÐÒÉ ×ÓÅÈ i ≥ 0. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÔÁËÖÅ,
ÞÔÏ �⊃̃� ÅÓÌÉ �i ≥ �i+1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i ≥ 0.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ � = (�kl)1≤k;l≤n ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ:

�11 ⊂ �21 ⊂ : : : ⊂ �n1⊂̃�11; �22 ⊂ �32 ⊂ : : : ⊂ �12⊂̃�22; : : : ; �nn ⊂ �1n ⊂ : : : ⊂ �n−1;n⊂̃�nn

(1.19)

ðÏÌÏÖÉÍ dk(�) =
∑n

l=1 |�kl| É d(�) = (d0(�) := dn(�); : : : ; dn−1(�)).
äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ � ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÞÏË F• = F•(�), ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ

�, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÉ 1 ≤ k ≤ n ÐÏÌÏÖÉÍ

Fk−n =
⊕
1≤l≤k

J�klwl ⊕
⊕
k<l≤n

J�kl(−D0)wl (1.20)

ìÅÍÍÁ 1.1
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ � 7→ F•(�) ÅÓÔØ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÏ× �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÀÝÉÈ (1.19), É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ d(�) = d, É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ T̃ × C∗ × C∗-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ
ÔÏÞÅË × Pd.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ. �

1.3.3.

ôÅÐÅÒØ ××ÅÄÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÕÞËÏ× É ÄÒÕÇÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ-
ÚÁÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ×ÅÓØÍÁ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÒÅ-
ÁÌÉÚÁÃÉÅÊ. íÙ ÕÚÎÁÌÉ ÏÂ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÏÔ á.à.ïËÕÎØËÏ×Á, ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÕÖÅ
ÂÙÌÁ ÏÐÉÓÁÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ âÉÓ×ÁÓÁ [7]. ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ � : C ×X → C ×X ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(z; y) = (z; yn), É ÐÕÓÔØ G = Z=nZ. ôÏÇÄÁ G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ C × X

ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ X ÎÁ ËÏÒÎÉ n−Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.
ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÞÏË F• ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÌÁÇÏÍ ÐÕÞËÏ×

F0(−D0) ⊂ F−n+1 ⊂ ::: ⊂ F0;

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ a − e. ó F• ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÏÄÉÎ
G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ~F ÎÁ C×X:

~F = �∗F−n+1 + �∗F−n+2(−D0) + :::+ �∗F0(−(n− 1)D0):

üÔÏÔ ÐÕÞÏË ÂÕÄÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÅÎÎÙÍ É ÇÒÁÎÉÞ-
ÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ 1.3.1.(b){(e). ïÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÉÊ
G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ~F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÜÔÉÍ ÞÉÓÌÅÎÎÙÍ É ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÞÏË.

åÓÌÉ F• | ÜÔÏ T̃ ×C∗×C∗-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÊ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÞÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒÕ �, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ

~F =
n⊕
l=1

J�l(−(l − 1)D0)wl; (1.21)
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ÇÄÅ (�1; :::; �n) | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×

�l
ni−nb k−l

n
c+k−l = �kli : (1.22)

úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ bk−l
n
c ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ k−l

n
.

äÌÑ j ∈ Z, ÐÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ (j mod n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; n},
ÓÒÁ×ÎÉÍÙÊ Ó j ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. äÌÑ i ≥ j ∈ Z, ÏÂÏÚÎÁÞÉ×

dij = �j mod n
i−j (1.23)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ (dij) = d̃ = d̃(�) ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ

dkj ≥ dij ∀i ≥ k ≥ j; di+n;j+n = dij ∀i ≥ j; dij = 0 for i− jg0: (1.24)

ðÒÉ 1 ≤ k ≤ n ÚÁÐÉÛÅÍ

dk(d̃) =
∑
j≤k

dkj =
n∑
l=1

∑
i≤b k−l

n
c

dk(l+ni) =
n∑
l=1

∑
i≥0

�l
ni−nb k−l

n
c+k−l =

n∑
l=1

∑
i≥0

�kli = dk(�):

ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ìÅÍÍÁ 1.2
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ � 7→ d̃(�) ÅÓÔØ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÏ× �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÀÝÉÈ (1.19), É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ D ÎÁÂÏÒÏ× d̃, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ(1.24). ðÒÉ ÜÔÏÍ

d(�) = d(d̃(�)).

ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÅÍÍ 1.1 É 1.2 ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ (É ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ) T̃ ×C∗×C∗-
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ × Pd ÎÁÂÏÒÁÍÉ d̃, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ d = d(d̃).

1.3.4. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ

åÓÌÉ ÎÁÂÏÒÙ d É d′ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ i ∈ I := Z=nZ, É d′i = di + 1,
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ed;i ⊂ Pd×Pd′ , ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÁÒÁÍÉ (F•;F ′

•),
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ j 6≡ i (mod n) ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ Fj = F ′

j , É ÐÒÉ j ≡ i (mod n) ×ÅÒÎÏ,
ÞÔÏ F ′

j ⊂ Fj.
üÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

2
∑

i∈I di + 1.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p (ÓÏÏÔ×. q) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ Ed;i → Pd (ÓÏÏÔ×.

Ed;i → Pd′). ðÒÉ j ≡ i (mod n) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÀ Ed;i ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Lj, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ × (F•;F ′

•) ÒÁ×ÅÎ �(C;Fj=F ′
j). îÁËÏÎÅÃ,

ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ TEd;i ⊂ Pd′ × Pd.

1.3.5.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ′M ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ (ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ)
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ: ′M = ⊕dH

•
T̃×C∗×C∗(Pd). üÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄH•

T̃×C∗×C∗(pt) = C[t⊕C⊕C] =
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C[x1; : : : ; xn; ~; ~′]. úÄÅÓØ ~′ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á H2

C∗(pt;Z) ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ C∗. ïÐÒÅÄÅÌÉÍM = ′M⊗H•
T̃×C∗×C∗

(pt)

Frac(H•
T̃×C∗×C∗(pt)).

éÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ M = ⊕dMd; Md = H•
T̃×C∗×C∗(Pd)⊗H•

T̃×C∗×C∗
(pt)

Frac(H•
T̃×C∗×C∗(pt)).

1.3.6.

çÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ TEd;i; Ed;i ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ
M (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ p É ÎÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ, p∗ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÌÏËÁÌÉÚÏ-
×ÁÎÎÙÈ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ × ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÐÏÄ×ÉÖ-
ÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÒÕÐÐÙ T̃ × C∗ × C∗):

hi = ~−1(xi+1 − xi) + �i;0~−1~′ + 2di − di−1 − di+1 + 1 : Md →Md; (1.25)

fi = p∗q
∗ : Md →Md−i; (1.26)

ei = −q∗p
∗ : Md →Md+i: (1.27)

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4
ðÒÉ n > 2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ei; hi; fi of 1.3.6 ÎÁ M ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÎÁ ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÝÉÅ ûÅ×ÁÌÌÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ ëÁÃÁ{íÕÄÉ ŝln.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÇÉÐÏÔÅÚÙ 3.7 ÉÚ ÒÁÂÏ-
ÔÙ [9] × ÐÐ. 3.8{3.10 loc. cit. �

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.2 ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ× ei; fi × ÂÁÚÉÓÅ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ T̃ × C∗ × C∗-
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË [d̃] ∈ M . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÂÏÒÕ d̃ ÎÁÂÏÒ ×ÅÓÏ× pij :=
−xj (mod n) + dij~+ b−j

n
c~′.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.5
íÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ei; fi × ÂÁÚÉÓÅ {[d̃]} ÔÁËÏ×Ù:

ei[d̃;d̃′] = −~−1
pi−1;j − pij
pii − pij

∏
j 6=k≤i−1

pi−1;k − pij
pik − pij

ÅÓÌÉ d′i;j = di;j + 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ j ≤ i (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×
ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÙ 1 × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1.24));

fi[d̃;d̃′] = ~−1(pi+1;j − pij)(pi+1;i+1 − pij)
∏
j 6=k≤i

pi+1;k − pij
pik − pij

ÅÓÌÉ d′i;j = di;j − 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ j ≤ i;
÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ei; fi ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÎÉÖÅ.
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1.3.7.

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1),M ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÷ÅÒÍÁ ÎÁÄ ŝln. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏM ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÷ÅÒÍÁ ÎÁÄ ĝln. ÷×ÅÄÅÍ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ,
ÞÔÏÂÙ ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÇÉÐÏÔÅÚÕ..

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ŝln ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ C = h0 + : : : + hn−1,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÁ M ËÁË n + ~′~−1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ÁÌÇÅÂÒÕ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Ó
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ai; i ∈ Z É C ′, É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ [ap; C ′] = 0; [ap; aq] = �p;−qpC

′.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ĝln ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÕ (H⊕ ŝln)=(C ′ − nC).

ðÒÉ d = (d1; : : : ; dn) É m ≥ 1 ÐÏÌÏÖÉÍ d + m� := (d1 + m; : : : ; dn + m). ðÕÓÔØ
Ed;m� ⊂ Pd×Pd+m� | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ ÔÁËÉÍÉ ÐÁÒÁÍÉ (F•;F ′

•),
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F• ⊃ F ′

•, É ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÁËÔÏÒÁ F•=F ′
• ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ

ËÒÉ×ÏÊ C. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ ÆÁËÔÏÒÏ× (F1=F ′
1; : : : ;Fn=F ′

n) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÔØ ËÁË ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T• ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ Ãn−1, ÓÍ. [21] 7.4.
ðÕÓÔØ E◦

d;m� ⊂ Ed;m� | ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ

ÐÁÒÁÍÉ F• ⊃ F•, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÌÞÁÎÁ Ãn−1 ÎÅ-
ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 7.8 ÉÚ [21], E◦

d;m� ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ n ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÓÒÅÄÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ed;m� ÚÁÍÙËÁÎÉÅ E◦

d;m�.
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ed;m� ⊂ Pd×Pd+m� ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒMd →Md+m�, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ am. ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒMd+m� →
Md, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ a−m. ðÏÌÏÖÉÍ a0 = n+ ~′

~ . óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ
ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ á.ç.ëÕÚÎÅÃÏ×ÙÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ.

çÉÐÏÔÅÚÁ 1.1
a) ïÐÅÒÁÔÏÒÙ am; m ∈ Z É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ei; hi; fi ÉÚ (1.25,1.26,1.27) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ĝln É ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ĝln-ÍÏÄÕÌÑ.

b) M ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÷ÅÒÍÁ ÎÁÄ ĝln.

1.3.8. áÆÆÉÎÎÙÊ ÑÎÇÉÁÎ

ðÕÓÔØ (akl)1≤k;l≤n = Ân−1 | ÍÁÔÒÉÃÁ ëÁÒÔÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ŝln. ñÎÇÉÁÎ Y (ŝln) ÅÓÔØ
Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ C[~]-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ x±

k;r;
�hk;r; 1 ≤ k ≤ n; r ∈ N, Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-

ÑÍÉ (1.1{1.5), ÇÄÅ k; l ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁË ×ÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÅÓÌÉ k = n, ÔÏ k + 1 = 1.

áÆÆÉÎÎÙÊ ÑÎÇÉÁÎ Ŷ ÔÉÐÁ Ân−1 ÅÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ C[~; ~′]-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ
x±
k;r;

�hk;r; 1 ≤ k ≤ n; r ∈ N, Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ËÁË É × Y (ŝln), ÚÁ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1.2,1.4) ÄÌÑ ÐÁÒ (k; l) = (n; 1); (1; n). üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÄ×ÉÎÕÔÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑ-
ÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ �hn(u− ~′

~ − n
2
) =: ′�hn(u) := 1 +

∑∞
r=0

′�hn;r~−ru−r−1; x±
n (u− ~′

~ − n
2
) =:

′x±
n (u) :=

∑∞
r=0

′x±
k;r~−ru−r−1. ôÏÇÄÁ ÎÏ×ÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË:

2[′�hn;r+1;x±
1;s]− 2[′�hn;r;x±

1;s+1] = ∓~(′�hn;rx±
1;s + x±

1;s
′�hn;r); (1.28)

2[�h1;r+1; ′x±
n;s]− 2[�h1;r; ′x±

n;s+1] = ∓~(�h1;r ′x±
n;s +

′x±
n;s
�h1;r); (1.29)

2[′x±
n;r+1;x

±
1;s]− 2[′x±

n;r;x
±
1;s+1] = ∓~(′x±

n;rx
±
1;s + x±

1;s
′x±

n;r): (1.30)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Y (ŝln) = Ŷ =(~′ + n~
2
).
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ŷ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Ŷ�;�, ××ÅÄÅÎÎÏÍÕ × [30], ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÑÎÇÉÁÎ Ŷ�;� ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ X±

k;r É H
±
k;r, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (1.1,1.3,1.5), É ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (1.2,1.4). üÔÉ ×É-
ÄÏÉÚÍÅÎÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ X±
k (u) =

∞∑
r=0

X±
k;r�

−ru−1−r, Hk(u) =
∞∑
r=0

H±
k;r�

−ru−1−r. òÑÄÙ X±
k (u), Hl(u) ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (1.6,1.7), ÚÁ ÔÅÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÁÒ (k; l) =
(1; n); (n; n− 1) ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

@u@vHk(u)X±
l (v)(2u−2v±1−

2�
�
+1) = −@u@vX±

l (v)Hk(u)(2v−2u±1+
2�
�
−1) (1.31)

@u@vHl(u)X±
k (v)(2u−2v±1+

2�
�
−1) = −@u@vX±

k (v)Hl(u)(2v−2u±1−
2�
�
+1) (1.32)

@u@vX
±
k (u)X

±
l (v)(2u− 2v ± 1− 2�

�
+ 1) = −@u@vX±

l (v)X
±
k (u)(2v − 2u± 1 +

2�
�

− 1)

(1.33)
éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ŷ → Ŷ�;� ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ~ × �, É ~′ × −n�

2
+ 2� − �. ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x±
k (u) 7→ X±

k (u); �hk(u) 7→ Hk(u) ÐÒÉ k 6= n; (1.34)

x±
n (u−

~′

2~
− n

4
) 7→ X±

n (u); �hn(u−
~′

2~
− n

4
) 7→ Hn(u): (1.35)

1.3.9.

äÌÑ ×ÓÅÈ m ≤ i ∈ Z ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W mi ÆÁËÔÏÒ F i=Fm ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ
×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ Pd × C. ðÒÉ ËÀÎÎÅÔÏ×ÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ
þÅÒÎÁ cj(W mi) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ cj(W mi) =: c(j)j (W mi) ⊗ 1 + c

(j−1)
j (W mi) ⊗ � ÇÄÅ

c
(j)
j (W mi) ∈ H2j

T̃×C∗(Qd), É c
(j−1)
j (W mi) ∈ H2j−2

T̃×C∗(Qd). ÷×ÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ami(u) := ui−m +
∑∞

r=1(−~)−r
(
c
(r)
r (W mi)− ~c(r−1)r (W mi)

)
ui−m−r.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.2
÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ami(u + i−1

2
)−1ami(u + i+1

2
)−1am;i−1(u + i−1

2
)am;i+1(u + i+1

2
) : Md →

Md[[u−1]] ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ m < i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1.1 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÓÔÅËÕ ZN , ÓÒ.
Ð. 3.11 ÒÁÂÏÔÙ [9]. �

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �hi(u) ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ
ami(u+ i−1

2
)−1ami(u+ i+1

2
)−1am;i−1(u+ i−1

2
)am;i+1(u+ i+1

2
).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ T̃ × C∗ × C∗ : (t; v; c) 7→ v2.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L′

k := q
1−k
2 Lk ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ed;k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ L′

k

É Lk ÂÙÌÉ ÂÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÎÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
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ÎÁ L′
k ÐÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÂÙ ÉÚ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ Lk ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ

q
1−k
2 .
ðÒÉ 1 ≤ k ≤ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ

M :

�hk(u) =: 1 +
∞∑
r=0

�hk;r~−ru−r−1 : Md →Md; (1.36)

x±
k (u) =:

∞∑
r=0

x±
k;r~

−ru−r−1 : Md →Md∓k[[u−1]]; (1.37)

ÇÄÅ

x+k;r := p∗(c1(L′
k)

r · q∗) : Md →Md−k; (1.38)

x−
k;r := −q∗(c1(L′

k)
r · p∗) : Md →Md+k: (1.39)

ôÅÏÒÅÍÁ 1.6
ðÒÉ n > 2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �hk;r;x±

k;r ÎÁ M , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × (1.36,1.38,1.39), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ × Ŷ , ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÑÎÇÉÁÎÁ Ŷ ÎÁ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ k ∈ Z ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ x±
k;r : Md →Md∓k ÔÅÍÉ ÖÅ

ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1.38,1.39).
ðÕÓÔØ q′ | ÈÁÒÁËÔÅÒ T̃×C∗×C∗ : (t; v; c) 7→ c2. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ W m−n;i−n = q′W mi,

ÔÏ ÅÓÔØ W m−n;i−n É W mi ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÎÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ W m−n;i−n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ W mi

ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ q′. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, am−n;i−n(u) = ami(u − ~′
~ ), Á ÚÎÁÞÉÔ,

�hk−n(u) = �hk(u− ~′
~ − n

2
).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ed;k

ÉÍÅÅÍ Lk−n = qLk, Á ÚÎÁÞÉÔ, x±
k−n(u) = x±

k (u − ~′
~ − n

2
). In particular, x±

0 (u) =
x±
n (u− ~′

~ − n
2
) = ′xn(u).

ôÅÐÅÒØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1.28,1.29,1.30) ÓÎÏ×Á ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ
ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÓÔÅËÕ ZN , ÓÒ. Ð. 3.11 ÒÁÂÏÔÙ [9]. �

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÓÏ× pij := −xj (mod n) + dij~+ b−j
n
c~′, ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÐÅÒÅÄ

ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.5.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.7
íÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× x±

i;r × ÂÁÚÉÓÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË {[d̃]} ÎÁ
M ÔÁËÏ×Ù:

x−
i;r[d̃;d̃′]

= (pij +
1− i

2
~)rei[d̃;d̃′] = −~−1(pij +

1− i

2
~)r

pi−1;j − pij
pii − pij

∏
j 6=k≤i−1

pi−1;k − pij
pik − pij

ÅÓÌÉ d′i;j = di;j + 1 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ j ≤ i (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×
ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÙ 1 × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1.24));

x+
i;r[d̃;d̃′]

= (pij+
1− i

2
~)rfi[d̃;d̃′] = ~−1(pij+

1− i

2
~)r(pi+1;j−pij)(pi+1;i+1−pij)

∏
j 6=k≤i

pi+1;k − pij
pik − pij
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ÅÓÌÉ d′i;j = di;j − 1 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ j ≤ i;
÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ x±

i;r ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �hi(u) ÎÁ [d̃] ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ∏
j6i
(u+

i+ 1
2

− pij)−1(u+
i− 1
2

− pij)−1(u+
i+ 1
2

− pi+1;j+1)(u+
i− 1
2

− pi−1;j−1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.5 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ x±
i;r. æÏÒÍÕÌÁ

ÄÌÑ �hi(u) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ami(u) ÎÁ [d̃] ÅÓÔØ∏
j6i(u− pij)

∏
k6m(u− pmk)−1. �

ôÅÏÒÅÍÁ 1.8
M ÅÓÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ Ŷ -ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.7, ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ × Ŷ , ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ �hi;r, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÂÁÚÉÓÅ {[d̃]} Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ [d̃] ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ i, ÞÔÏ x−
i;0[d̃] 6= 0;

2) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ [d̃] 6= [0̃] ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ i, ÞÔÏ x+i;0[d̃] 6= 0.

ïÂÁ ÏÎÉ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.7. �

1.3.10. óÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏK (ÕÒÏ×ÅÎØ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ
� = (�1−n; : : : ; �0) ∈ Zn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ that �0 +K ≥ �1−n ≥ �2−n ≥ : : : ≥ �−1 ≥ �0.
âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ � ËÁË ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ (ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÊ) ×ÅÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ĝln ÕÒÏ×-
ÎÑ K. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ � ÄÏ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �̃ = (�̃i)i∈Z, ÐÏÌÁÇÁÑ
�̃i := �i (mod n) + b−i

n
cK.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D(�) (ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ)
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× d̃, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1.24), ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ:

d̃ ∈ D(�) i� dij − �̃j ≤ di+l;j+l − �̃j+l ∀ j ≤ i; l ≥ 0: (1.40)

óÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x1; : : : ; xn; ~; ~′ ÔÁË, ÞÔÏ

~ = 1; ~′ = −K − n; xj = �̃j − j + 1: (1.41)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

bd̃c := C−1
d̃
[d̃] (1.42)

ÇÄÅ Cd̃ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
∏

w∈T
d̃
Pd
w ×ÓÅÈ ×ÅÓÏ× T̃ × C∗ × C∗ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë Pd × ÔÏÞËÅ d̃. ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÏÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á {w} ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ
ÎÉÖÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ d̃′ = d̃ × ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÚÁÔÅÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ
Å£ × ÓÕÍÍÕ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÏÔ t; q; q′ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁÍÉ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ qb(q′)c

∏n
i=1 t

2ai
i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ×ÅÓÏÍ w =
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b~+ c~′ +
∑n

i=1 aixi (Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏÍ).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ V (�) ËÁË C-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× bd̃c for d̃ ∈ D(�).

ôÅÏÒÅÍÁ 1.9
æÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.7 ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ŷ =(~− 1; ~′ +K + n) × V (�).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÐÅÒÅÎÏÒ-
ÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ {bd̃c} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ eibd̃;d̃′c = −fi[d̃′;d̃]; fibd̃;d̃′c =
−ei[d̃′;d̃]. îÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

a) ÐÒÉ d̃ ∈ D(�) ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× x±
i;rbd̃;d̃′c

ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ-
ÀÔÓÑ × ÎÕÌØ;

b) ÐÒÉ d̃ ∈ D(�); d̃′ 6∈ D(�) ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× x±
i;rbd̃;d̃′c

ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. é ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. �
ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ V (�) ÎÁ U(ŝln) ⊂ Ŷ , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÊ ŝln-ÍÏÄÕÌØ. îÁÐÏ-

ÍÎÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ŝln ⊂ ĝln ÉÚ Ð. 1.3.7.

çÉÐÏÔÅÚÁ 1.2
ŝln-ÍÏÄÕÌØ V (�) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ĝln-ÍÏÄÕÌÑ ÓÏ
ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �.

èÏÔÑ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÎÁ V (�), ÎÁÍ
ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÌÁÂÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÇÉÐÏÔÅÚÙ 1.2.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.10
èÁÒÁËÔÅÒ V (�) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ĝln-ÍÏÄÕÌÑ
ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �.
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2. ïðéóáîéå äåêóô÷éñ ë÷áîôï÷ùè
çòõðð ÷ üë÷é÷áòéáîôîùè
ëïçïíïìïçéñè ðòïóôòáîóô÷
íïäõìåê

2.1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ Qd ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ç. ìÏÍÏÎÏÍ × [45] É [46]. ïÎÉ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÉÚ P1 ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÌÁÇÏ× Bn ÇÒÕÐÐÙ GLn. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÅÊ ìÏÍÏÎÁ ÂÙ-
ÌÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÑÄÏ× üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ, ÎÏ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ìÏÍÏÎÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÐÏÌÅÚÎÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É K-ÔÅÏÒÉÉ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Bn, ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ [27], [9]. ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ | ÄÁÔØ ÇÉÐÏÔÅ-
ÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÔ×ÅÔ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ.

2.2. çÉÐÏÔÅÚÙ Ï Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ

2.2.1.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÉÚ [27], Qd ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ëÁÌÁÂÉ{ñÕ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉ-
ÔÁÔÅÌÑ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ d = (d1; : : : ; dn−1)
É dk = 0, ÔÏ Qd = Qd′ × Qd′′ , ÇÄÅ d

′ = (d1; : : : ; dk−1), Qd′ ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÍÏÎÁ ÄÌÑ GLk, d

′′ = (dk+1; : : : ; dn−1), Á Qd′′ ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÍÏÎÁ ÄÌÑ GLn−k. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ
d1; : : : ; dn−1 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 ≤ i ≤ n− 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×
Qd, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ Ë×ÁÚÉÆÌÁÇÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÅÆÅËÔÓÔÅÐÅÎÉ ÒÏ×ÎÏ i. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÚÁ Di ⊂ Qd ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. üÔÏ ÄÉ×ÉÚÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ [O(Di)]
ËÌÁÓÓ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ × Pic (Qd).

ìÅÍÍÁ 2.1
ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ d1; : : : ; dn−1 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ôÏÇÄÁ [O(D1)] = [D2]; : : : ; [O(Di)] =
[Di+1]− [Di]; : : : ; [O(Dn−1)] = −[Dn−1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ �d : Qd → Zd × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï úÁÓÔÁ× äÒÉÎ-
ÆÅÌØÄÁ (ÍÁÌÏÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 ≤ k ≤ n−2 ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ
s ∈ Zd ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄÅÆÅËÔÁ ÒÏ×ÎÏ k+(k+1). ðÕÓÔØ Pk { ÐÒÏÏÂÒÁÚ �−1

d (s) ⊂ Qd. ÷Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ GL3 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Pk ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑi. æÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ
ËÌÁÓÓÙ [P1]; : : : ; [Pn−2] ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H2(Qd;C). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Di|Pk ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ i 6= k + 1, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË Dk+1|Pk ' O(1)
(ÜÔÏ, ÏÐÑÔØ ÖÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ GL3). äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÅ O(Di)|Pk ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ i 6= k; k+1, O(Dk)|Pk ' O(1), Á O(Dk+1)|Pk ' O(−1)
(ÓÎÏ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ GL3). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ðÕÓÔØ ◦Qd ⊂ Qd { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ë×ÁÚÉÆÌÁÇÏ× ÂÅÚ
ÄÅÆÅËÔÁ. ðÕÓÔØ 
 { ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ◦Qd, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × [23]. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅQd\ ◦Qd ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ×

⋃
1≤i≤n−1Di. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
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ÓÔÁÒÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ! := 
top ÅÓÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂßÅÍÁ ÎÁ Qd Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ ÎÁ⋃
1≤i≤n−1Di. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ 
, ÄÁÎÎÁÑ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 3 × loc. cit. ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ

ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÀÓÁ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ Di ÒÁ×ÅÎ 2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 ≤ i ≤ n− 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ Qd in Pic(Qd) ÒÁ×ÅÎ 2

∑
1≤i≤n−1[O(Di)]. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.1 ËÌÁÓÓ

2
∑

1≤i≤n−1[O(Di)] = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1
(çÉ×ÅÎÔÁÌØ, ìÉ [27]) ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Qd ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ.

2.2.2. ðÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÓÄ×ÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ

ëÁÖÄÏÍÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ � × ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ ëÁÒÔÁÎÁ h ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ìÉ g ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q� ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ U(g). á ÉÍÅÎÎÏ,

Q� = {
∑
�∈�+

〈h; �〉
〈�; �〉

e�e−�; | h ∈ h};

ÇÄÅ �+ { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Á e�; e−� { ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×
ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (e�; e−�) = 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï Q� ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑÈ �, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÅÇÕ-
ÌÑÒÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ × P(h).

üÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÌÏÓËÏÊ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ëÁÚÉÍÉÒÁ × ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ
ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏ ÓÌÏÅÍ Vd, (ÓÍ. [12], [20], [65], [49]). üÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

∇ = d+ �
∑
�∈�+

e�e−�
d�

�
;

ÇÄÅ � { ÐÁÒÁÍÅÔÒ. ôÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ U(g) ×ÉÄÁ e�e−� ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó
ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÁÒÔÁÎÁ h, ÜÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ
ÚÁÍËÎÕÔÏÊ U(h)-ÚÎÁÞÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ.

ãÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ× × U(g) ÅÓÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ A� ⊂ U(g), Ñ×ÌÑ-
ÀÝÁÑÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó 1

2
(dim g + rk g) ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

äÌÑ g = sln ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒthe A� ⊂ U(g) ÅÓÔØ (n − 2)-
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ (ÓÍ. [2],[3]).

2.2.3. çÉÐÏÔÅÚÁ Ï Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÓÄ×ÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÄÌÑ g = gln, � =
n−1∑
i=1

qi+1qi+2 : : : qn!i,

ÇÄÅ !i { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ gln. ôÁË ËÁË ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ ÁÒ-
ÇÕÍÅÎÔÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÉ �, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ qn = 1. ðÏÌÁÇÁÑ
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hk =
k−1∑
i=1

qiqi+1 : : : qn!i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q� ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

∑
�∈�+

〈hk; �〉
〈�; �〉

e�e−� =
∑
i<j≤k

EijEji +
∑
i<k<j

k∑
l=i+1

qlql+1 : : : qn

j∑
l=i+1

qlql+1 : : : qn

EijEji =

=
∑
i<j≤k

EijEji +
∑
i<k<j

k∑
l=i+1

qlql+1 : : : qj−1

1 +
j−1∑
l=i+1

qlql+1 : : : qj−1

EijEji;

ÇÄÅ k = 2; : : : ; n− 1.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ (ÍÁÌÙÈ) Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Qd, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ n − 2 Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× q2; : : : ; qn−1
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÁÍ þÅÒÎÁ ÄÅÔÅÒÉÎÁÎÔÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ∑
i<j≤k

EijEji ÅÓÔØ Cask Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ

ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
(ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÙ

QCk := C̃ask +
∑
i<k<j

k∑
l=i+1

qlql+1 : : : qj−1

1 +
j−1∑
l=i+1

qlql+1 : : : qj−1

EijEji:

çÉÐÏÔÅÚÁ 2.1
1 éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 	 : Vd → Vd ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ MDk

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ

c1(Dk) × ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~
2
QCk.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2
ìÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Qd ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÓÄ×ÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ A� ÐÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÕ
×ÅËÔÏÒÁ vd.

ðÕÓÔØ A � { ÃÅÌÁÑ ÆÏÒÍÁ A� ∩ U.

çÉÐÏÔÅÚÁ 2.2
ëÏÌØÃÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Qd ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ
ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A � ÐÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÕ ×ÅËÔÏÒÁ vd.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (q2; : : : ; qn−1) 7→ � =
n−1∑
i=1

qi+1qi+2 : : : qn−1!i ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÔÏÒ T =

C∗(n−2) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ q2; : : : ; qn−1 × ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ h = Cn−1 ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ìÉ sln ËÁË ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ

1îÅÄÁ×ÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ á. îÅÇÕÔÏÍ
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Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ëÁÚÉÍÉÒÁ ÎÁ T É ÐÒÉÂÁ×ÌÑÑ ÎÕÖÎÙÊ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÉÊ ÞÌÅÎ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÕÀ ÐÌÏÓËÕÀ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÔÏÒÅ T × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ qi:

∇ = d+ �
n−1∑
k=2

QCk
dqk
qk
:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ Vd ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ T Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÉÍÅÅÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ d+
n−1∑
k=2

MDk

dqk
qk
.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3
éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 	 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ × Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ëÁÚÉÍÉÒÁ Ó � = ~

2
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1 óÏÇÌÁÓÎÏ [1], ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Q� ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÔËÒÙ-
ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÄÕÌÅÊ (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÍÍÕ-
ÔÉÒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ e�e−� × ÁÌÇÅÂÒÅ U(g). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ MDk

ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Q� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ q2; : : : ; qn−1 (ÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÙ ÎÅ ÚÎÁ-
ÅÍ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ MDk

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ
ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÅÄÉÎÉÃÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ É × ËÏÌØ-
ÃÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÐÏÐÒÁ×ËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÁÎÎÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒ
vd. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ 	(MDk

) ÅÓÔØ QCk Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ ÐÁÒÁ-

ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÏ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ d +
n−1∑
k=2

MDk

dqk
qk

ÐÌÏÓËÁÑ, ×ÌÅÞÅÔ ÏÞÅÎØ

ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ �(q2; : : : ; qn−1) | É ÎÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÎÉËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ 	(MDk

) = ~
2
QCk.

2.3. çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÍÏÎÁ

2.3.1.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÏÔÞ£ÔÁ ÚÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ ÐÒÏÅË-
ÔÁ. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ Ä×Å ×ÅÒÓÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ Ed;i ⊂ Qd × Qd+i, Á ÉÍÅÎÎÏ,
E 0
d;i := r−1{0}; E ∞

d;i := r−1{∞}. éÈ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ Qd (ÓÏÏÔ×. Qd+i) ÂÕÄÕÔ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ p0;p∞ (ÓÏÏÔ×. q0;q∞). ðÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ Ed;i ÎÁ Qd (ÓÏÏÔ×. Qd+i)
ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ pC (ÓÏÏÔ×. qC).

íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ ′A (ÓÏÏÔ×. ′B) ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ (ËÏÍÐÌÅË-
ÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ: ′A = ⊕dH

•
T̃×C∗(Qd) (ÓÏÏÔ×. ′B = ⊕dH

•
G×C∗(Qd)).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ A = ′A⊗H•
T̃×C∗

(pt)Frac(H•
T̃×C∗(pt)), É B = ′B⊗H•

G×C∗ (pt)
Frac(H•

G×C∗(pt)).
éÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ A = ⊕dAd; Ad = H•

T̃×C∗(Qd) ⊗H•
T̃×C∗

(pt)

Frac(H•
T̃×C∗(pt)); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, B = ⊕dBd; Bd = H•

G×C∗(Qd) ⊗H•
G×C∗ (pt)

Frac(H•
G×C∗(pt)).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H•
G×C∗(pt) = C[e1; : : : ; en; ~] ÇÄÅ ei ÅÓÔØ i-ÔÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x1; : : : ; xn.
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2.3.2. îÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ

íÎÏÖÅÓÔ×Ï T̃ × C∗-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË × Qd ËÏÎÅÞÎÏ; ÏÎÏ ÏÐÉÓÁÎÏ × [22], 2.11.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÏ× {d̂} ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÈ: Á) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sn;
Â) ÍÁÔÒÉÃÙ (d0ij) (ÓÏÏÔ×. d

∞
ij ); i ≥ j Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ i ≥ j ≥ k ÉÍÅÅÍ d0kj ≥ d0ij (ÓÏÏÔ×. d
∞
kj ≥ d∞ij ), ÔÁË ÞÔÏ di =∑i

j=1(d
0
ij + d∞ij ). äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ d̂ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ T̃ × C∗-ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ × Qd:
W1 = OC(−d011 · 0− d∞11 · ∞)w�(1);
W2 = OC(−d021 · 0− d∞21 · ∞)w�(1) ⊕ OC(−d022 · 0− d∞22 · ∞)w�(2);
: : : : : : : : : ;
Wn−1 = OC(−d0n−1;1 · 0− d∞n−1;1 · ∞)w�(1) ⊕ OC(−d0n−1;2 · 0− d∞n−1;2 · ∞)w�(2)⊕
⊕ : : :⊕ OC(−d0n−1;n−1 · 0− d∞n−1;n−1 · ∞)w�(n−1):

íÙ ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÐÉÓÁÔØ d̂ = (�; d̃0; d̃∞).
÷ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ

ÏÂÒÁÚÏ× ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË; ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕ-
ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ {[d̂]}.

2.3.3. ëÌÁÓÓÙ þÅÒÎÁ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ H•
T̃×C∗(pt)-ÁÌÇÅÂÒÁ H

•
T̃×C∗(Qd) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ËÀÎÎÅÔÏ×ÓËÉÍÉ

ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÏ× þÅÒÎÁ c(j)j (W C

i ); c
(j−1)
j (W C

i ); 1 ≤ j ≤ i ≤ n − 1 ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉ-
ÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ W C

i ÎÁ Qd × C. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÎÁ c(j)j (W C

i ); c
(j−1)
j (W C

i ); 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1 × ËÏÌØÃÅ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

H•
T̃×C∗(Qd) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË {[d̂]}.
÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x1; : : : ; xn; ~) ∈ C(t⊕C) É ÐÅÒÅ-

ÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sn ÐÏÌÏÖÉÍ f�(x1; : : : ; xn; ~) := f(x�(1); : : : ; x�(n); ~). ôÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÍ
�f(x1; : : : ; xn; ~) := f(x1; : : : ; xn;−~). äÌÑ 1 ≤ j ≤ i, ÐÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ e0ji(d̂) (ÓÏÏÔ×. e

∞
ji (d̂))

ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ j ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{−x1 + d0i;1~; : : : ;−xi + d0i;i~} (ÓÏÏÔ×. ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {−x1 + d∞i;1~; : : : ;−xi + d∞i;i~}).

ìÅÍÍÁ 2.2
ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ c

(j)
j (W C

i ) (ÓÏÏÔ×. ÎÁ c
(j−1)
j (W C

i ); 1 ≤ j ≤ i ≤ n − 1)

ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ × ÂÁÚÉÓÅ {[d̂] = [(�; d̃0; d̃∞)]} É ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ {1
2
(e0ji(d̂) +

e∞ji (d̂))
�} (ÓÏÏÔ×. {~−1

2
(e∞ji (d̂)− e0ji(d̂))

�}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4
ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ c

(1)
1 (W C

i ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ × ÂÁÚÉÓÅ {[d̂] = [(�; d̃0; d̃∞)]} É ÉÍÅÅÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −(x1 + : : :+ xi)� + di~.

2.3.4.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U2 ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÌÑ gln⊕gln ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
C(t⊕C). ðÒÉ 1 ≤ i; j ≤ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E(1)

ij (ÓÏÏÔ×. E(2)
ij ) ÜÌÅÍÅÎÔ (Eij; 0) ∈ gln⊕
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gln ⊂ U2 (ÓÏÏÔ×. ÜÌÅÍÅÎÔ (0; Eij) ∈ gln⊕gln ⊂ U2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U2
≤0 ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ

× U2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉE(1)
ii ; E

(2)
ii ; 1 ≤ i ≤ n; E

(1)
i;i+1; E

(2)
i;i+1; 1 ≤ i ≤ n−1. ïÎÁ

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÏÌÅ C(t⊕C) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: E(1)
i;i+1; E

(2)
i;i+1 ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ

ÐÒÉ ×ÓÅÈ 1 ≤ i ≤ n− 1, Á E(1)
ii (ÓÏÏÔ×. E(2)

ii ) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ~−1xi + i− 1
(ÓÏÏÔ×. −~−1xi + i − 1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÷ÅÒÍÁ B ÎÁÄ U2 ÞÅÒÅÚ
U2 ⊗U2≤0

C(t⊕ C). õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÷ÅÒÍÁ B ÅÓÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ U-ÍÏÄÕÌØ.
äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � = (�(1); : : : ; �(n)) ∈ Sn (Ô.Å. × ÇÒÕÐÐÅ ÷ÅÊÌÑ ÇÒÕÐÐÙ

G = GLn) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ U2
≤0 ÎÁ C(f ⊕ C), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: E(1)
i;i+1; E

(2)
i;i+1 ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ 1 ≤ i ≤ n− 1, É

E
(1)
ii (ÓÏÏÔ×. E(2)

ii ) ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ~−1x�(i)+i−1 (ÓÏÏÔ×. −~−1x�(i)+i−1).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÄÕÌØ B� ÎÁÄ U2 ËÁË U2 ⊗U2≤0

C(t ⊕ C) (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ U2

≤0 ÎÁ C(f⊕ C)). îÁËÏÎÅÃ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ A :=
⊕

�∈Sn B
�.

2.3.5.

çÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ Ed;i;E 0
d;i;E

∞
d;i ÚÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ A;B:

f
(1)
i = E

(1)
i;i+1 = ~−1p0∗q0∗ : Ad → Ad−i and Bd → Bd−i;

f
(2)
i = E

(2)
i;i+1 = −~−1p∞

∗ q
∞∗ : Ad → Ad−i and Bd → Bd−i;

e
(1)
i = E

(1)
i+1;i = −~−1q0∗p0∗ : Ad → Ad+i and Bd → Bd+i;

e
(2)
i = E

(2)
i+1;i = ~−1q∞

∗ p
∞∗ : Ad → Ad+i and Bd → Bd+i;

f�i = pC∗ q
C∗ : Ad → Ad−i and Bd → Bd−i;

e�i = −qC∗ pC∗ : Ad → Ad+i and Bd → Bd+i.
äÁÌÅÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ C[t ⊕ C] ÎÁ B ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÄÌÑ 1 ≤

i ≤ n − 1; xi ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Bd ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ c(1)1 (W C

i−1) − c
(1)
1 (W C

i ) −
(di − di−1)~ (ÓÒ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4); Á xn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ e1 − x1 − : : :− xn−1
(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ e1 ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ × H2

G(pt)).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1
Á) ïÐÅÒÁÔÏÒÙ e

(1)
i = E

(1)
i+1;i; e

(2)
i = E

(2)
i+1;i; f

(1)
i = E

(1)
i;i+1; f

(2)
i = E

(2)
i;i+1, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ

C(t⊕C) ÎÁ B, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ × 2.3.5, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ × U2, Ô.Å. ÚÁÄÁÀÔ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ U2 ÎÁ B;

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 	2 U2-ÍÏÄÕÌÅÊ B É B, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ
1 ∈ H0

T̃×C∗(Q0) ⊂ B × ×ÅËÔÏÒ ÍÌÁÄÛÅÇÏ ×ÅÓÁ 1 ∈ C(t⊕ C) ⊂ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ e
(1)
i = E

(1)
i+1;i; e

(2)
i =

E
(2)
i+1;i; f

(1)
i = E

(1)
i;i+1; f

(2)
i = E

(2)
i;i+1 × ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË {[d̂]}. îÁÐÏÍÎÉÍ,

ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ei[d̃;d̃′]; fi[d̃;d̃′], ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÎÅÓÌÏÖÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ.

ìÅÍÍÁ 2.3
ðÕÓÔØ d̂ = (�; d̃0; d̃∞), É d̂′ = (�′; d̃0′; d̃∞′). úÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÁ×-

ÎÙ e
(1)

i[d̂;d̂′]
= ��;�′(ei[d̃0;d̃0′])

�; e
(2)

i[d̂;d̂′]
= ��;�′(�ei[d̃∞;d̃∞′])

�; f
(1)

i[d̂;d̂′]
= ��;�′(fi[d̃0;d̃0′])

�; f
(2)

i[d̂;d̂′]
=

��;�′(�fi[d̃∞;d̃∞′])
�:�
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ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ e
(1)
i = E

(1)
i+1;i; e

(2)
i = E

(2)
i+1;i; f

(1)
i = E

(1)
i;i+1; f

(2)
i =

E
(2)
i;i+1 ÎÁ A, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × 2.3.5, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÉÚ U2, Ô.Å. ÏÎÉ

ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ U2 ÎÁ A. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ U2-ÍÏÄÕÌØ A
ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ A. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ ÂÁÚÉÓÁ {[d̂]} ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ
××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ U-ÍÏÄÕÌØV� := U⊗U≤0

C(t⊕
C), ÇÄÅ U≤0 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ C(t⊕C) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ei;i+1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÐÒÉ
×ÓÅÈ 1 ≤ i ≤ n − 1, É Eii ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ~−1x�(i) + i − 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ U-ÍÏÄÕÌØ �V� := U ⊗U≤0

C(t ⊕ C), ÇÄÅ U≤0 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ C(t ⊕ C) ÔÁË:
Ei;i+1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ 1 ≤ i ≤ n − 1, É Eii ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ
ÎÁ −~−1x�(i) + i− 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B� ' V� ⊗C(t⊕C) �V�.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÂÏÒÕ d̃ = (dij) É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � ∈ Sn ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ �� = ��(d̃) := (��ij); n ≥ i ≥ j, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ��nj :=
~−1x�(j) + j − 1; n ≥ j ≥ 1; ��ij := ~−1x�(j) + j − 1 − dij; n − 1 ≥ i ≥ j ≥ 1.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ��

d̃
= ��� ∈ V� ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌ (2.9){(2.11) ÉÚ [51] (ÇÄÅ � = �0 =

1 ∈ V�). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÂÏÒÕ d̃ = (dij) É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � ∈ Sn, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ��� = ���(d̃) := (���ij); n ≥ i ≥ j ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ���nj := −~−1x�(j) +
j − 1; n ≥ j ≥ 1; ���ij := −~−1x�(j) + j − 1− dij; n− 1 ≥ i ≥ j ≥ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ���

d̃
=

���� ∈ �V� ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌ (2.9){(2.11) ÉÚ [51] (ÇÄÅ � = �0 = 1 ∈ �V�). îÁËÏÎÅÃ,
ÎÁÂÏÒÕ d̂ = (�; d̃0; d̃∞) ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ �d̂ := ��

d̃0
⊗ ���

d̃∞
∈ V�⊗C(t⊕C) �V� = B�.

éÚ ÌÅÍÍÙ 2.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A ' A ÂÁÚÉÓÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ [d̂] ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × �d̂.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
T̃ ×C∗ ÎÁ Qd ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ G×C∗, ÎÁ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ
H•

T̃×C∗(Qd) ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÷ÅÊÌÑ Sn, É H•
G×C∗(Qd) = H•

T̃×C∗(Qd)Sn . óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, B = ASn . ðÏÓËÏÌØËÕ B ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×
e
(1)
i = E

(1)
i+1;i; e

(2)
i = E

(2)
i+1;i; f

(1)
i = E

(1)
i;i+1; f

(2)
i = E

(2)
i;i+1 ÎÁ B, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÁÓÔØ Á).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sn ÎÁ A ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ×ÙÛÅÏÐÉ-
ÓÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÞÁÓÔÉ Â) ÏÐÉÛÅÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Sn ÎÁ A ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ × ÂÁÚÉÓÅ {[d̂]}. ðÒÉ d̂ = (�; d̃0; d̃∞); �′ ∈ Sn; f ∈ C(t⊕C), ÉÍÅÅÍ �′(f [d̂]) =
f�

′
[(�′�; d̃0; d̃∞)]. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ d̂ = (1; d̃0; d̃∞) (ÔÁË ÞÔÏ �d̂ ∈ B1 = B), É

(	2)−1(f�d̂) =
∑

�∈Sn f
�[(�; d̃0; d̃∞)]. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2 ïÐÅÒÁÔÏÒÙ f�i ; e
�
i ÉÚ 2.3.5 ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × [22]. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,

ÞÔÏ f�i = f
(1)
i + f

(2)
i ; e�i = e

(1)
i + e

(2)
i .

2.3.6.

ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B = V ⊗C(t⊕C) V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅËÔÏÒ õÉÔÔÅËÅÒÁ
∑

d bd =
b := v ⊗ v. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁ ËÏÌØÃÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ 1d ∈ H0

G×C∗(Qd) ÉÍÅÅÍ 	2(1d) = bd. ä×ÏÊÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ G2 := G⊗G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I2d ⊂ G2 ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ×ÅËÔÏÒÁ bd ∈ B, Á ÞÅÒÅÚ G2

d | ÆÁËÔÏÒ G2

ÐÏ I2d. äÅÊÓÔ×ÉÅ G
2 ÎÁ bd ÚÁÄÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ G2

d ,→ Bd. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ
×ÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ G2

d
∼−→Bd.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1
íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ 	2 : H•

G×C∗(Qd)⊗H•
G×C∗ (pt)

Frac(H•
G×C∗(pt)) = Bd

∼−→Bd
∼−→G2

d

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ H•
G×C∗(pt)-ÁÌÇÅÂÒÁ H•

G×C∗(Qd) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ
ËÀÎÎÅÔÏ×ÓËÉÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÏ× þÅÒÎÁ c

(j)
j (W C

i ); c
(j−1)
j (W C

i ); 1 ≤
j ≤ i ≤ n − 1 ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ W C

i ÎÁ Qd × C. äÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÎÁ c(j)j (W C

i ); c
(j−1)
j (W C

i ); 1 ≤ j ≤ i ≤ n− 1, × ËÏÌØÃÅ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ
H•

G×C∗(Qd) ÌÅÖÁÔ × G2
d. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ñ×ÎÏ × ÂÁÚÉÓÅ

{(	2)−1�d̂; d̂ = (1; d̃0; d̃∞)} of B. éÚ ÌÅÍÍÙ 2.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

ÎÁ c
(j)
j (W C

i ) (ÓÏÏÔ×. ÎÁ c
(j−1)
j (W C

i ); 1 ≤ j ≤ i ≤ n − 1) ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ × ÂÁÚÉÓÅ

{(	2)−1�d̂; d̂ = (1; d̃0; d̃∞)} Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ {e0ji(d̂) + e∞ji (d̂)} (ÓÏÏÔ×.

{~−1(e∞ji (d̂) − e0ji(d̂))}). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ e0ji(d̂) ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ Gd ⊗ 1 ⊂ G2
d, É e∞ji (d̂) ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

× ÄÒÕÇÏÊ ËÏÐÉÉ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ 1 ⊗ Gd ⊂ G2
d, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

c
(j)
j (W C

i ) É c
(j−1)
j (W C

i ) ÌÅÖÁÔ × G2
d.

�

2.3.7. ãÅÌÙÅ ÆÏÒÍÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÞÅÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ E 0
d;�ij

⊂
Qd × Qd+�ij (ÓÏÏÔ×. E ∞

d;�ij
⊂ Qd × Qd+�ij) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ËÁË ÒÁÎÅÅ

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÑ Â) ÎÁ ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ W•=W ′
• ÉÍÅÅÔ ÎÏÓÉÔÅÌØ ×

∞ ∈ C). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p0ij : E 0
d;�ij

→ Qd; q
0
ij : E 0

d;�ij
→ Qd+�ij ; p

∞
ij : E ∞

d;�ij
→

Qd; q
∞
ij : E ∞

d;�ij
→ Qd+�ij ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ. ôÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ É ÐÒÏÅËÃÉÉ E Cd;�ij ⊂ Qd × Qd+�ij ; p
C

ij ; q
C

ij , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ËÁË ÒÁÎÅÅ,
ÎÏ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÎÏÓÉÔÅÌØ W•=W ′

• .
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ′B:
E

(1)
ij = p0ij∗q

0∗
ij :

′Bd → ′Bd−�ij ;

E
(2)
ij = −p∞

ij∗q
∞∗
ij : ′Bd → ′Bd−�ij ;

E
(1)
ji = (−1)i−jq0ij∗p0∗ij : ′Bd → ′Bd+�ij ;

E
(2)
ji = −(−1)i−jq∞

ij∗p
∞∗
ij : ′Bd → ′Bd+�ij ;

E�
ij = pCij∗q

C∗
ij : ′Bd → ′Bd−�ij ;

E�
ji = (−1)i−jqCij∗pC∗

ij : ′Bd → ′Bd+�ij .

éÍÅÅÍ E�
ij = ~−1(E(1)

ij + E
(2)
ij ); E

�
ji = ~−1(E(1)

ji + E
(2)
ji ).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ U2 ⊂ U2 ËÁË C[t ⊕ C]-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÁË:
y(1); y(2); y�; y ∈ gln, ÇÄÅ y(1) (ÓÏÏÔ×. y(2)) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ~(y; 0) (ÓÏÏÔ×.
~(0; y)), Á ÞÅÒÅÚ y� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (y; y). ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ U2 ÎÁ ′B.

ôÁËÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ U2=(~ = 0) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ U := (C[gln] o
U(gln)) ⊗ C[t] (ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÑ). éÔÁË, �B := ′B=(~ = 0) = ⊕dH

•
G(Qd) ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ U.

31



çÉÐÏÔÅÚÁ 2.3
U-ÍÏÄÕÌØ �B ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ H

n(n−1)
2

{g≤0} (gln;O). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ H•
G(pt)

ÎÁ �B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ C[gln]G ÎÁ H
n(n−1)

2

{g≤0} (gln;O).

çÉÐÏÔÅÚÁ 6.4 ÉÚ [22] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÎÅÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏ-
ÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Qd ÅÓÔØ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ 2.3.
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3. ñ÷îïå ïðéóáîéå ëïìøãá
ëïçïíïìïçéê òåçõìñòîùè
ëïíðáëôéæéëáãéê òåäõëôé÷îïê
çòõððù ðòéóïåäéîåîîïçï ôéðá

3.1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÇÒÁÅÔ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎ-
ÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ×ÙÐÕËÌÙÍ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄÓÞ£ÔÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÈ,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ. ÷ ÎÁÛÅÊ ÎÅÄÁ×ÎÅÊ
ÒÁÂÏÔÅ [36] ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ×ÙÐÕËÌÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ×
ÎÅÔÏÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ûÕÂÅÒÔÁ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏ×.

ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÆÌÁÇÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖ-
ÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ãÅÔÌÉÎÁ. í. ëÏÇÁÎ × Ó×ÏÅÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ [38] ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ-
ÂÏÒÁ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÆÌÁ-
ÇÏ×. îÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ äÅÍÁÚÀÒÁ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ ûÕÂÅÒÔÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ × ×ÉÄÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÅÌÏ-
ÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÁÎÅÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÍÙ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊûÕÂÅÒÔÁ, ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÀÝÕÀ ÐÏÄÓÞ£Ô ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1). ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊûÕÂÅÒÔÁ É ÏÂß£ÍÙ ÜÔÉÈ ÎÁ-
ÂÏÒÏ× ÇÒÁÎÅÊ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2); ÏÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ, ÐÏÑ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ
× ÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÏÓÔÎÉËÏ×Á{óÔÅÎÌÉ
([60], ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.4), ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ëÅÍÐÆÁ, ÎÁ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ûÕÂÅÒÔÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏ× × Cn, Á ÞÅÒÅÚ Xw | ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÅ ûÕÂÅÒÔÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ w ∈ Sn, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ × ÒÁÚÄ. 3.2
(ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Xw ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÅ l(w) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ w). äÌÑ ×ÓÑ-
ËÏÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ×ÅÓÁ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V� ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ GLn-ÍÏÄÕÌØ
ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ P� | ÜÔÏ
×ÙÐÕËÌÙÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × Rd, ÇÄÅ d = n(n − 1)=2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÇÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÂÁÚÉÓ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ) × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V� (ÔÏÞÎÏÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P� ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó ËÁÖÄÏÊ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ z ∈ P� ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ Å£ ×ÅÓ p(z) × ÒÅÛ£ÔËÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×
ÇÒÕÐÐÙ GLn.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B− ⊂ GLn(C) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Xw ⊂ X ,→ P(V�). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �w(�) ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒ äÅÍÁÚÀÒÁ B−-ÍÏÄÕÌÑ V −

�;w := H0(Xw;L�)∗, ÇÄÅ L� ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Xw ⊂ P(V�) ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P(V�). íÙ
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ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ � É w ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�w(�) =
∑

z∈A�;w∩Zd
ep(z); (1)

ÇÄÅ A�;w :=
⋃

w(F�)=w
F� ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ rc-ÇÒÁÎÅÊ, ÉÌÉ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ËÏÇÁ-

ÎÏ×ÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ F� (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.2) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ
w.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ w = e, Ô.Å. ÅÓÌÉ Xw = X É V −
�;w = V�, ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ. äÌÑ
ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË w, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÁ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÔÓ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ
ÔÏÞËÁÍ × A�;w) ÚÁÄÁ£Ô ÂÁÚÉÓ × ÍÏÄÕÌÅ äÅÍÁÚÀÒÁ V −

�;w. îÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÍÏÄÕÌÑ äÅÍÁÚÀÒÁ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-
ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ
(ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÉÔÏÚ) ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ.
üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [37]. ÷ ÎÁÛÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÍÉÔÏÚÁ ([36], ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.7). ðÏÐÕÔÎÏ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ
ÒÁÎÅÅ ÎÅ ÐÏÑ×ÌÑ×ÛÕÀÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ × ×ÉÄÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ
ËÏÍÐÌÅËÓÁ ([36], ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6).

3.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G ÇÒÕÐÐÕ GLn(C). çÒÕÐÐÕ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ G ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ
Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ Sn: ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ w ∈ Sn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ G,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ei 7→ ew(i). äÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w ∈ Sn ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ûÕÂÅÒÔÁ Xw ËÁË ÚÁÍÙËÁÎÉÅ B−-
ÏÒÂÉÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w ×Ï ÆÌÁÇÏ×ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X = G=B. îÅÔÒÕÄÒÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ l(w) ÜÌÅÍÅÎÔÁ w ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Xw × X.

ðÕÓÔØ V −
�;w |B−-ÍÏÄÕÌØ äÅÍÁÚÀÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊH0(Xw;L�|Xw), ÇÄÅ L� ÅÓÔØ ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØ-
ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÍÕ ×ÅÓÕ �.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÒÅÌÑ{÷ÅÊÌÑ{âÏÔÔÁ V −

�;e ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ V� ÇÒÕÐÐÙ G ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ×ÅÓÏ×ÙÈ ×ÅËÔÏ-
ÒÏ× × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V −

�;w. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ äÅÍÁÚÀÒÁ �w(�) ÍÏÄÕÌÑ V −
�;w

ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÅÓÏ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÍ × ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔ ÏÔ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÓÏ×, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

�w(�) :=
∑
�∈�

m�;w(�)e�;

ÇÄÅ � | ×ÅÓÏ×ÁÑ ÒÅÛ£ÔËÁ ÇÒÕÐÐÙ GLn, Á m�;w(�) | ËÒÁÔÎÏÓÔØ ×ÅÓÁ � × V −
�;w.

ðÕÓÔØ � = (�1; : : : ; �n) ∈ Zn | ÓÔÒÏÇÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ×ÅÓ ÇÒÕÐÐÙ GLn(C), ÔÏ
ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �i < �i+1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n−1. íÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉË çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ P� | ÜÔÏ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË
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òÉÓ. 1. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ GL3

× Rd, ÇÄÅ d = n(n− 1)=2, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

�1 �2 �3 : : : �n
�1;1 �1;2 : : : �1;n−1

�2;1 : : : �2;n−2
. . . : : :

�n−2;1 �n−2;2
�n−1;1

(GZ)

ÇÄÅ (�1;1; : : : ; �1;n−1;�2;1; : : : ; �2;n−2; : : : ;�n−2;1; �n−2;2;�n−1;1) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Rd, Á
ÚÁÐÉÓØ

a b
c

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a 6 c 6 b. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ
ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G = GL3.

äÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍ ÇÒÁÎÅÊ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÓÅ �j É �i;j × ÔÁÂÌÉÃÅ (GZ) ÔÏÞËÁÍÉ. ëÁÖÄÁÑ
ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ a = b, ÇÄÅ a É b | ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ × Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ.
þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÅ ÔÏÞËÉ (ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÄÕÔ Ó ÓÅ×ÅÒÏ-×ÏÓÔÏËÁ ÎÁ ÀÇÏ-ÚÁÐÁÄ ÉÌÉ Ó ÓÅ×ÅÒÏ-ÚÁÐÁÄÁ
ÎÁ ÀÇÏ-×ÏÓÔÏË). ôÁË, ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÇÒÁÎÉ.
óÔÒÏËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÇÒÁÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÁÍ �i;j Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ i. óÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË
Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ j (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÓÔÏÌÂÃÙ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ËÁË ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ).

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ãÅÔÌÉÎÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ �i;j = �i+1;j. ôÁËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÇÁÎÏ×ÓËÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. ëÁÖÄÏÊ ËÏÇÁÎÏ×ÓËÏÊ ÇÒÁÎÉ F ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ
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ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ w(F ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ �i;j = �i+1;j ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ si+j = (i + j; i + j + 1). äÁÌÅÅ,
ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ,
ÚÁÄÁÀÝÉÍ ÇÒÁÎØ F , ÐÒÏÊÄÑ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ F ,
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÑ ×ÅÒÈÎÅÊ. ëÏÇÁÎÏ×ÓËÕÀ ÇÒÁÎØ F ÂÕÄÅÍ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ
w(F ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ËÏÇÁÎÏ×ÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ
rc-ÇÒÁÆÁÍÉ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [38]).

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ËÏÇÁÎÏ×ÓËÉÅ ÇÒÁÎÉ × ÓÌÕÞÁÅ n = 3 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1) ÓÕÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ v,
ÒÅÂÒÁ E1 É E2, ÐÅÒÅÄÎÉÅ ÇÒÁÎÉ F1, F2, ÚÁÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ � É ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P�.
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ | ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ s2s1s2, s2s1, s1s2, s2, s2, s1,
id. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÑÍ F1 É F2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ � = (�1; : : : ; �n) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ
Rn−1 ⊂ Rn Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y1, . . . , yn, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y1+: : :+yn+u0 = 0, ÇÄÅ
u0 = �1+ · · ·+�n. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u1, . . . , un−1 in Rn−1 ÔÁË, ÞÔÏ yi = ui−ui−1
ÐÒÉ i = 1; : : : ; n− 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : Rd → Rn−1

ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rd Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ �i;j × ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Rn−1 ⊂ Rn:

ui =
n−i∑
j=1

�i;j:

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �i;j × ×ÉÄÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ,
ËÁË × (GZ), ÔÏ ui ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ. ÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ Rn Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÒÅÛ£ÔËÉ ×ÅÓÏ× � ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÁË, ÞÔÏ
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ i-ÔÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × Rn ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ
×ÅÓÕ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍÕ i-ÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ × G. ôÏÇÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
Rn−1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÉÚ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÓÅÍÉ
ËÏÒÎÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ãÅÔÌÉÎÁ P� ⊂ Rd ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ p ÅÓÔØ ×ÅÓÏ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
V�.

ðÕÓÔØ S | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ P� (×ÐÏÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÉ S ÂÕÄÅÔ ÌÉÂÏ ÇÒÁÎØÀ, ÌÉÂÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÇÒÁÎÅÊ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ �S
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ËÁË ÓÕÍÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ ep(z) ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ
ÔÏÞËÁÍ z ∈ S, ÔÏ ÅÓÔØ

�(S) :=
∑

z∈S∩Zd
ep(z):

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ eu, u ∈ Zn ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏ×ÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÒÅÛ£ÔËÉ �.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

3.3. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÏÍ äÅÍÁÚÀÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ûÕÂÅÒÔÁ É ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 3.1
äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ w ∈ Sn ÈÁÒÁËÔÅÒ äÅÍÁÚÀÒÁ �w(�) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ËÏÇÁÎÏ×ÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ãÅÔÌÉÎÁ P�,
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ w:

�w(�) = �

 ⋃
w(F�)=w

F�

 :

åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ w Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 132{ÉÚÂÅÇÁÀÝÅÊ, ÉÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÔÉÐÁ
ëÅÍÐÆÁ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 15.2 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [60]. ïÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.3.2 ÉÚ [38] ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ w Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÅÍÐÆÏ×ÓËÏÊ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÇÁÎÏ×ÓËÁÑ ÇÒÁÎØ F , ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÊ w(F ) = w, É ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÁ ÇÒÁÎØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × [60]. ðÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ �w(�) = �(F ).

õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ
ÏÐÉÓÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ûÕÂÅÒÔÁ Xw, ×ÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ×
P(H0(Xw;L�|Xw)∗) ⊂ P(V�).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1
òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H0(Xw;L�|Xw) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÕ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ËÏÇÁÎÏ×ÓËÉÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ w:

dimH0(Xw;L�|Xw) =

∣∣∣∣∣∣
⋃

w(F )=w

F� ∩ Zd

∣∣∣∣∣∣ :
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ Hw;�(k) := dimH0(Xw;L ⊗k

� |Xw) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÕ üÒÈÁÒÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

⋃
w(F�)=w

F�, ÔÏ ÅÓÔØ

Hw;�(k) =

∣∣∣∣∣∣
⋃

w(F�)=w

kF� ∩ Zd

∣∣∣∣∣∣ (2)

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ k.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ûÕÂÅÒÔÁ Xw ÐÒÉ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÉ Xw ,→ P(V�). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ RF ⊂ Rd ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÇÒÁÎÉ F . ÷
ÎÉÖÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ ÎÁ RF ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÏÏÂß£Í
ÒÅÛÅÔËÉ Zd ∩ RF × RF ÒÁ×ÅÎ 1. ôÏÇÄÁ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2
éÍÅÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

deg�(X
w) = (d− l(w))!

∑
w(F�)=w

Volume(F�) (3)

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.1 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ-
ÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× îØÀÔÏÎÁ [35], ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÞÌÅÎÏ× ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (3) ÍÏÖ-
ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (2). ïÔÍÅÔÉÍ,
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ÞÔÏ × ÎÅÄÁ×ÎÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ ëÁ×ÅÈÏÍ É èÏ×ÁÎÓËÉÍ [34] ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-
ÎÉËÏ× îØÀÔÏÎÁ É ÔÅÌ îØÀÔÏÎÁ{ïËÕÎØËÏ×Á × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ûÕÂÅÒÔÁ
É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ ÇÒÁÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
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4. ñ÷îïå äïðòåäåìøîïå ïðéóáîéå
áóéíðôïôéþåóëïçï ðï÷åäåîéñ
äúåôá-æõîëãéé äåäåëéîäá
÷ ëòéôéþåóëïê ðïìïóå

4.1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÊ × ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÏÂ-
ÝÅÎÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) Ó Ñ×ÎÙÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. üÔÏÔ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÌÉÚÏË ÐÏ ÄÕÈÕ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ë Ñ×ÎÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁÍ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ É
íÅÒÔÅÎÓÁ ÉÚ [47] É Ë ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÊ äÅÄÅ-
ËÉÎÄÁ ÉÚ [72]. íÙ ÔÁËÖÅ ÕÌÕÞÛÁÅÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ × Ñ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ{
úÉÇÅÌÑ ÉÚ [47], ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÏÔ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × O É� ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ (É, ÎÁ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÅ). ðÕÓÔØK | ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
ÐÏÌÑ Q ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ Fr(t); × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ K = Fr(X) ÄÌÑ
ÇÌÁÄËÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ X ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Fr, ÇÄÅ Fr |
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ r ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ NF É FF ÄÌÑ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÉÎÄÅËÓ K × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ
×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÐÕÔÁÎÉÃÙ.

äÌÑ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ nK É DK ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ gK | ÒÏÄ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K, Ô. Å. ÒÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ; ÐÏÌÏÖÉÍ gK = log

√
DK × ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ

ÐÏÌÑ K. ðÕÓÔØ P(K) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K: ðÏÌÏÖÉÍ �q =
�q(K) | ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÏÒÍÙ q × K, Ô. Å. �q = |{p ∈ P(K)|Np = q}|:
÷ ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ××ÏÄÉÍ �R = r1 É �C = r2 | ÞÉÓÌÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÑ K ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

�K(s) =
∏
q

(1− q−s)−�q ;

ÇÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÐÒÏÓÔÙÈ q: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ZK(s) =
−
∑
q

�q log q
qs−1 ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �K(s): éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �K(s) ÄÏÐÕÓËÁ-

ÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÍÕ �K(s) É �K(1−s): âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÆÕÎË-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �K(s) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = r−s. ðÒÉ ÜÔÏÍ

�K(s) =

g∏
j=1

(�jt− 1)(��jt− 1)

(1− t)(1− rt)
; (4.1)

É |�j| =
√
r (ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ). ÷ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ,

ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ (GRH) ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÄÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÊ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ
ÐÏÌÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ �K(s) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ Re s = 1

2
:
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÷ÏÔ ÎÁÛÉ ÐÅÒ×ÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1 (FF)
äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K; ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ≥ 10 É � = �0 + i�1 ÔÁËÏÇÏ,
ÞÔÏ �0 = Re � > 0; ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ:

N∑
f=1

f�rf

r(
1
2
+�)f − 1

+
1

log r
· ZK

(
1
2
+ �

)
+

1

r−
1
2
+� − 1

= O

(
gK
r�0N

(
1 +

1
�0

))
+O

(
r
N
2

)
:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2 (NF, GRH)
äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ K; ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ≥ 10 É � = �0 + i�1 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ
�0 = Re � > 0; ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ:

∑
q≤N

�q log q

q
1
2
+� − 1

+ ZK

(
1
2
+ �

)
+

1
�− 1

2

=

= O

(
|�|4 + |�|

�20
(g + n logN)

log2N
N �0

)
+O

(√
N
)
:

ïÂßÑÓÎÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. òÁÎÅÅ ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ.
ÎÉÖÅ), ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍÁÈ (ÂÅÚ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×) ×ÅÒÎÙ × ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ËÏÇÄÁ N = ∞ É g = ∞ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ). îÁÛÉ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÁÀÔ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ \ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ". ïÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÃÅÎÉÔØ, ÎÁ-
ÓËÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÏ× ÄÌÑ ZK(s) ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ×ÎÅ
ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏ× (ÏÎÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Re s > 1), ËÏÇÄÁ
ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ K:

íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÐÐ. 4.2 É 4.3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÂÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÷ÅÊÌÑ. ïÄÎÁËÏ, × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ×ÅÓØÍÁ ×ÐÅÞÁÔÌÑÀÝÉ, ÔÁË ÞÔÏ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅ-
ÎÑÔØ ÔÒÉÖÄÙ Ó ÒÁÚÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ
× ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÈ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÍ, × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (× ÞÉÓÌÏ×ÏÍ É ×
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÚ [66]
É [68].

÷ ÎÁÛÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏ-
ÌÅÊ {Ki} Ó ÒÁÓÔÕÝÉÍ ÒÏÄÏÍ gi = g(Ki): îÁÐÏÍÎÉÍ ([67], [68]), ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÌÏ-
ÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ

�� = ��({Ki}) = lim
i→∞

��(Ki)
gi

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �; Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ r × ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ É � = R;C × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. þÉÓÌÁ �� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ãÆÁÓÍÁÎÁ{÷ÌÜÄÕÃÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á {Ki}: ó ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ É ÄÏ
ËÏÎÃÁ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÅ.

÷×ÅÄÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á {Ki} ËÁË

�{Ki}(s) =
∏
q

(1− q−s)−�q :
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âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Z{Ki}(s) = −
∑
q

�q log q
qs−1 Å£ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.

éÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÓÍ. [66] É [68] ÉÌÉ Ð. 4.2 É Ð. 4.3 ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅ-
ÌÁ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÒÑÄ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ Re s ≥ 1

2
; Á ÚÎÁÞÉÔ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ Re s > 1
2
:

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 4.1 É 4.2.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1
äÌÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ {Ki}; ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ≥
10 É � = �0 + i�1 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ �0 = Re � > 0; ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

1) × ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

N∑
f=1

f�rf

r(
1
2
+�)f − 1

+
1

log r
· Z{Ki}

(
1
2
+ �

)
= O

(
1

r�0N

(
1 +

1
�0

))
;

2) × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ GRH:∑
q≤N

�q log q

q
1
2
+� − 1

+ Z{Ki}

(
1
2
+ �

)
= O

(
(|�|4 + |�|) log3N

�20N
�0

)
:

üÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÌÅÞ£Ô ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÈ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÒÅÄÅÌØ-
ÎÏÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ Re s > 1

2
. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÂÅÚ Ñ×ÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ,

ÎÏ Ó ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ) ÐÏÌÕÞÅÎ × ÓÔÁÔØÅ [72].
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÛ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÍ Z{Ki}(s) × ÔÏÞËÅ s =

1
2
:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3
äÌÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ {Ki} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ
� > 0; ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ {Ki}; ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

1) × ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

N∑
f=1

f�rf

r
f
2 − 1

+
1

log r
· Z{Ki}

(
1
2

)
= O(r−�N);

2) × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ GRH:∑
q≤N

�q log q√
q − 1

+ Z{Ki}

(
1
2

)
= O(N−�):

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ Ñ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ
âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ ÉÚ [47]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ κKi

= Res
s=1

�Ki
(s) ×ÙÞÅÔ �Ki

(s) × ÔÏÞËÅ

s = 1: ðÏÌÏÖÉÍ � = �{Ki} = lim
i→∞

logκKi
gi

: éÚ×ÅÓÔÎÏ ([67] É [68]), ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÓÉÍ-

ÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ log �{Ki}(1) (ÍÙ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ GRH). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÓÌÕÞÁÅ
ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ (ÓÍ. [44]).
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2
äÌÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ {Ki} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ
� > 0; ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ {Ki}; ÔÁËÏÅ ÞÔÏ:
1) × ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

N∑
f=1

�rf log
rf

rf − 1
= �+O

(
1

r(
1
2
+�)N

)
;

2) × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ GRH × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:∑
q≤N

�q log
q

q − 1
= �+O

(
1

N
1
2
+�

)
:

íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.3, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.1 É 4.2 × Ð. 4.4.

4.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÊ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÓÍ. [62] ÉÌÉ [41] (× ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ
ÐÏÌÑÍÉ) ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4
äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ v = (vn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÒÑÄ

∞∑
n=1

vnr
n
2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÒÑÄ

∞∑
n=1

vnr
−n

2

∑
m|n

m�rm ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

∞∑
n=1

vnr
−n

2

∑
f |n

f�rf =  v(r1=2) +  v(r−1=2)−
g∑

j=1

(
 v

(
�j√
r

)
+  v

(
��j√
r

))
;

ÇÄÅ �j; ��j | ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ËÏÒÎÑÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ K; g = gK É

 v(t) =
∞∑
n=1

vnt
n.

÷ÏÚØÍ£Í ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ vn = vn(N) = 1
rn�
; ÅÓÌÉ n ≤ N É 0 ÉÎÁÞÅ. ðÏÄÓÔÁ-

×ÌÑÑ Å£ × Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ S0(N; �) = S1(N; �) + S2(N; �) − S3(N; �);
ÇÄÅ

S0(N; �) =
N∑
n=1

r−n(
1
2
+�)
∑
f |n

f�rf ;

S1(N; �) =
N∑
n=1

rn(
1
2
−�);

S2(N; �) =
N∑
n=1

r−n(
1
2
+�);

S3(N; �) =
g∑

j=1

N∑
n=1

r−n(
1
2
+�)(�nj + ��nj ):

ïÃÅÎÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÓÕÍÍ Si:
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ïÃÅÎËÁ S0:

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ × S0:

S0(N; �) =
N∑
n=1

r−n(
1
2
+�)
∑
f |n

f�rf =
N∑
f=1

f�rf

[N=f ]∑
m=1

1

rfm(
1
2
+�)

:

ôÅÐÅÒØ

R0(N; �) =
N∑
f=1

f�rf
1

r(
1
2
+�)f − 1

− S0(N; �)

=
N∑
f=1

f�rf

 1

r(
1
2
+�)f − 1

−
[N=f ]∑
m=1

r−fm(
1
2
+�)


=

N∑
f=1

f�rf

∞∑
m=[N=f ]+1

r−fm(
1
2
+�):

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ � ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.
óÕÍÍÉÒÕÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 ≤
N∑
f=1

f�rf
1

r(
1
2
+�)f − 1

− S0(N; �) ≤
N∑
f=1

f�rf r
−( 12+�)[N=f ]f 1

r(
1
2
+�)f − 1

:

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÷ÅÊÌÑ f�rf ≤ rf + 1 + 2g
√
rf ; Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÍ

ÓÕÍÍÕ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ×ÙÛÅ, ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ f > [N=2]
ÉÍÅÅÍ [N=f ] = 1; Á ÄÌÑ f ≤ [N=2] ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f [N=f ] ≥ N − f:

|R0(N; �)| ≤
N∑
f=1

(
1 + rf + 2g

√
rf
)

rf(
1
2
+�)[N=f ]

(
r(

1
2
+�)f − 1

)
≤ 8

[N=2]∑
f=1

r(
1
2
−�)f + 2g r−f�

r(N−f)( 12+�)
+ 6

N∑
f>[N=2]

r(
1
2
−�)f + 2g r−f�

rf(
1
2
+�)

≤ 6

rN(
1
2
+�)

[N=2]∑
f=1

(rf + 2 g r
f
2 ) + 6

∑
f>[N=2]

(r−2�f + 2 g r−(
1
2
+2�)f )

≤ 6

rN(
1
2
+�)

(
r
N
2
+1 − r

r − 1
+ 2g

r
N
4
+ 1

2 − r
1
2

r
1
2 − 1

)

+
6r−�N

1− r−2�
+
12gr−

N
4
−�N

1− r−
1
2
−2�

≤ 48
r�N

(
2gr−

N
4 +

1
r� − 1

+ 1
)

≤ 96
r�N

(
g r−

N
4 +

1 + �

�

)
:
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ïÃÅÎËÁ S1:

0 ≤ |S1(N; �)| ≤ r
1
2
−�0 · r

( 12−�0)N − 1

r
1
2
−�0 − 1

≤ 4rN=2;

ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ t 7→ t · tN−1
t−1 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.

ïÃÅÎËÁ S2:

0 ≤ |S2(N; �)| ≤
1− r−(

1
2
+�0)N

r
1
2
+�0 − 1

≤ 4:

ïÃÅÎËÁ S3:

R3(N; �) = S3(N; �)−
g∑

j=1

(
�j

r
1
2+�−�j

+ ��j

r
1
2+�−��j

)
= −

g∑
j=1

∞∑
n=N+1

(
�j

r
1
2+�

)n
+
(

��j

r
1
2+�

)n
:

áÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÃÅÎÅÎÏ, ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ |�j| ≤ r

1
2 :

|R3(N; �)| =

∣∣∣∣∣
g∑

j=1

∞∑
n=N+1

(
�j

r
1
2
+�

)n

+
(

��j
r
1
2
+�

)n
∣∣∣∣∣ ≤ 2g

r−N�0

r�0 − 1
≤ 4g

r−N�0

�0
:

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.1) ÄÌÑ �K(s); ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ Å£ ËÁË ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ t = r−s; ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Å£ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ:

1
log r

· ZK

(
1
2
+ �

)
= − 1

r
1
2
+� − 1

− 1

r−
1
2
+� − 1

+
g∑

j=1

(
�j

r
1
2
+� − �j

+
��j

r
1
2
+� − ��j

)
:

ïÂßÅÄÉÎÑÑ ×ÓÅ ÜÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1 éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ [67]. ÷ÏÚØÍ£Í ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ � < 1

4
É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

1
log r

· ZK

(
1
2
+ �

)
+

1

r
1
2
+� − 1

+
1

r−
1
2
+� − 1

+ g =

g∑
j=1

(
�j

r
1
2
+� − �j

+
��j

r
1
2
+� − ��j

+ 1

)
≥ 0;

ÔÁË ËÁË

�j

r
1
2
+� − �j

+
��j

r
1
2
+� − ��j

+ 1 =
r1+2� − |�j|2

(r
1
2
+� − �j)(r

1
2
+� − ��j)

≥ 0:
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éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

N∑
f=1

f�rf

r(
1
2
+�)f − 1

≤ g +O
( g

�r�N

)
+O(r

N
2 ):

òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ g: úÁÔÅÍ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÒÅÍÉÍ g → ∞ (ÍÅÎÑÑ K),
ÚÁÔÅÍ ÂÅÒÅÍ ÐÒÅÄÅÌ, ËÏÇÄÁ N → ∞ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÅÌ, ËÏÇÄÁ � → 0:
ðÒÏÉÚ×ÅÄÑ ×ÓÅ ÜÔÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ [66]:

∞∑
f=1

f�rf

r
f
2 − 1

≤ 1:

4.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2

îÁÛÅÊ ÏÔÐÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÂÕÄÅÔ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÷ÅÊÌÑ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÊ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ × [59] ÉÌÉ × [44] (Ó ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ
ÎÁ ÔÅÓÔÏ×ÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ (W ) Þ£ÔÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
∫∞
0
F (x)e(

1
2
+�)x dx ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ëÏÛÉ;

2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (x)e(
1
2
+�)x ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÁÒÉÁÃÉÀ;

3) F (0)−F (x)
x

ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÁÒÉÁÃÉÀ;

4) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÍÅÅÍ F (x) = F (x−0)+F (x+0)
2

:

äÌÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

�(s) =
∫ +∞

−∞
F (x)e(s−

1
2
)x dx: (4.2)

ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÌÅÊ | ÜÔÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.5 (÷ÅÊÌØ)
ðÕÓÔØ K | ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ. ðÕÓÔØ F | ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ËÌÁÓÓÕ (W ) É
ÐÕÓÔØ �(s) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÚ (4:2): ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ

∑
| Im �|<T

�(�); ÇÄÅ � ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅÔÒÉ-

×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÐÏÌÑ K; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ T → ∞ É ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌÁ

∑
�

�(�) :

∑
�

�(�) = F (0)
(
2g − n(
 + log 8�)− r1

�

2

)
+ 4

∫ ∞

0

F (x) ch
(x
2

)
+ r1

∫ ∞

0

F (0)− F (x)
2 ch(x

2
)

dx+ n

∫ ∞

0

F (0)− F (x)
2 sh(x

2
)

dx− 2
∑
p;m

log Np
Np

m
2

F (m log Np); (4.3)

ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ p ÐÏÌÑ K É ×ÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ m ≥ 1:
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ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (x);
ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ Å£ ÞÁÓÔÉ F0(x) É F1(x) Þ£ÔÎÙ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
ËÌÁÓÓÕ (W ); ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (4.3) ÏÔÄÅÌØÎÏ Ë F0(x) É Ë F1(x): ôÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (4.3) ÐÏ ÔÅÓÔÏ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ñ×ÎÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x):

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

FN;�(x) =

{
e−�|x| ÅÓÌÉ |x| < log(N + 1

2
);

0 ÅÓÌÉ |x| > log(N + 1
2
)

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ×ÚÑÌÉ N + 1
2
; ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ×ÚÑÔÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÌÅÎÏ× Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ

1
2
).
ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ × (4.3).

4.3.1. óÕÍÍÁ ÐÏ ÐÒÏÓÔÙÍ

∑
p;m

log Np
Np

m
2

FN;�(m log Np) =
∑

Npm≤N

log Np

Np(
1
2
+�)m

=
∑
Np≤N

log Np

Np
1
2
+� − 1

−
∑
Np≤N

log Np
∑

m> logN
log Np

1

Np(
1
2
+�)m

:

ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÕÍÍÕ:

�(N; �) =
∑
Np≤N

log Np
∑

m> logN
log Np

1

Np(
1
2
+�)m

:

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.
óÕÍÍÉÒÕÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

�(N; �) ≤ (2 +
√
2)
∑
Np≤N

log Np

Np(
1
2
+�)([ logN

log Np
]+1)

(ÔÁË ËÁË (1− Np−1=2−�)−1 ≤ (1− 2−1=2)−1 ≤
√
2(1 +

√
2)).

òÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁÛÕ ÓÕÍÍÕ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÍ Np >
√
N ÉÌÉ ÎÅÔ.

ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ log Np[logN= log Np] ≥ logN − log Np; ÅÓÌÉ
log Np ≤ [log

√
Np]; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

�(N; �) ≤ (2 +
√
2)

 ∑
Np≤

√
N

log Np

elog N(
1
2
+�)

+
∑

√
N<Np≤N

log Np
Np(1+2�)

 :

úÁÐÉÛÅÍ

�1(N; �) =
∑

Np≤
√
N

log Np

elog N(
1
2
+�)
;

�2(N; �) =
∑

√
N<Np≤N

log Np
Np(1+2�)

:
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äÌÑ �1(N; �) ÉÍÅÅÍ:

�1(N; �) ≤
1

N
1
2
+�

∑
Np≤

√
N

log Np:

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÃÅÎÅÎÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ìÁÇÁÒÉÁÓÁ
É ïÄÌÙÖËÏ (ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ GRH, ÓÍ. [42]):∑

Np≤
√
N

log Np ≤
∑

Npk≤
√
N

log Np =
√
N +O(N

1
4 logN(g + n logN))

Ó ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ × O. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

�1(N; �) ≤
2 +

√
2

N �
+ a0

g logN + n log2N

N
1
4
+�

:

óÕÍÍÁ �2(N; �) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÃÅÎÅÎÁ ÔÁË:

�2(N; �) ≤
∫ ∞

√
N

log t
t1+2�

d�(t);

ÇÄÅ �(t) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÞÉÔÁÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÙÅ: �(t) =
∑
Np≤t

1: ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÉÚ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔÏ× ìÁÇÁÒÉÁÓÁ É ïÄÌÙÖËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(t) =
∫ t
2

dx
log x

+ �(t); ÐÒÉÞ£Í |�(t)| ≤
a1
√
t(g + n log t): ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

�2(N; �) ≤
∫ ∞

√
N

t−1−2� dt+ 2|�(
√
N)| logN

N
1
2
+�

+

∣∣∣∣∫ ∞

√
N

�(t)
1− (1 + 2�) log t

t2+2�
dt

∣∣∣∣ :
ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ

�2(N; �) ≤
1

2�N �
+ 2a1(g + n logN)

logN

N
1
4
+�

+
∫ ∞

√
N

a1(g + n log t)
|1− (1 + 2�) log t|

t
3
2
+2�

dt:

äÌÑ N ≥ 8 ÉÍÅÅÍ:∫ ∞

√
N

a1(g + n log t)
|1− (1 + 2�) log t|

t
3
2
+2�

dt ≤
∫ ∞

√
N

a1(g + n log t)
(1 + 2�) log t

t
3
2
+2�

dt:

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÞÔÏ∫ ∞

√
N

log t

t
3
2
+2�

dt =
logN

2(1
2
+ 2�)N

1
4
+�

+
1

(1
2
+ 2�)2N

1
4
+�
;

É ∫ ∞

√
N

log2 t

t
3
2
+2�

dt =
log2N

4(1
2
+ 2�)N

1
4
+�

+
logN

2(1
2
+ 2�)2N

1
4
+�

+
1

(1
2
+ 2�)3N

1
4
+�
:

íÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ:

�2(N; �) ≤
1

2�N �
+ a2

(
n log2N

N
1
4
+�

+
g logN

N
1
4
+�

)
:

ïÂßÅÄÉÎÑÑ ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

|�(N; �)| � 1
�0N �0

+
logN

N
1
4
+�0

(n logN + g): (4.4)
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4.3.2. áÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÞÌÅÎÙ

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ,

∣∣∣∣∫ ∞

0

FN;�(x) ch
(x
2

)
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ log(N+ 1
2
)

0

e(
1
2
−�0)x dx =

(N + 1
2
)
1
2
−�0 − 1

1
2
− �0

�
√
N: (4.5)

ðÏÌÏÖÉÍ

IN;� =
∫ ∞

0

1− FN;�(x)
2 sh(x

2
)

dx

É

I∞;� =
∫ ∞

0

1− e−�x

2 sh(x
2
)
dx:

äÌÑ N ≥ 4 ÉÍÅÅÍ:

|I∞;� − IN;�| ≤
∫ ∞

logN

2
e
x
2

dx ≤ 4√
N
:

ôÅÐÅÒØ

I∞;� =
∫ ∞

0

(
e−

x
2

1− e−x
− e−(

1
2
+�)x

1− e−x

)
dx

=
∫ ∞

0

((
e−

x
2

1− e−x
− e−x

x

)
+

(
e−x

x
− e−(

1
2
+�)x

1− e−x

))
dx

=  

(
1
2
+ �

)
−  

(
1
2

)
;

ÔÁË ËÁË

 (x) =
�′(x)
�(x)

=
∫ ∞

0

(
e−t

x
− e−xt

1− e−t

)
dt:

÷ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

JN;� =
∫ ∞

0

1− FN;�(x)
2 ch(x

2
)

dx

ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÉÚ [28] :∫ ∞

0

e−�x

ch(x
2
)
dx =  

(
1
4
+
�

2

)
−  

(
3
4
+
�

2

)
:

ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ  (2x) = 1
2

(
 (x) +  

(
x+ 1

2

))
+log 2; ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,

ÞÔÏ

JN;� =
�

2
+ log 2 +  

(
1
4
+
�

2

)
−  

(
1
2
+ �

)
+O

(
1√
N

)
;

IN;� = 
 + log 4 +  

(
1
2
+ �

)
+O

(
1√
N

)
:

(4.6)
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4.3.3. óÕÍÍÁ ÐÏ ÎÕÌÑÍ: ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ

ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÍÍÕ
∑
�

�(�) ÐÏ ÎÕÌÑÍ �K(s): ðÕÓÔØ � = 1
2
+ it | ÎÏÌØ ÄÚÅÔÁ-

ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÑ K ÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ y = log(N + 1
2
): éÍÅÅÍ:

�(�) =
∫ y

−y
e−�|x|+itx dx =

∫ y

0

e(−�+it)x dx+
∫ y

0

e(−�−it)x dx;

ÔÁË ÞÔÏ
�(�) =

2
�2 + t2

(�+ e−�y(−� cos(ty) + t sin(ty))):

òÁÚÄÅÌÉÍ ÓÕÍÍÕ ÐÏ � ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ:

S1(�) =
∑

�= 1
2
+it

�

�2 + t2
;

S2(y; �) =
∑

�= 1
2
+it

cos(ty)
�2 + t2

;

S3(y; �) =
∑

�= 1
2
+it

t sin(ty)
�2 + t2

;

ÔÁË ÞÔÏ ∑
�

�(�) = 2S1(�)− 2�e−�yS2(y; �) + 2e−�yS3(y; �):

óÕÍÍÁ S1(�) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ZK(s); ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÕÀ �K(s). æÏÒÍÕÌÁ óÔÁÒËÁ (ÓÍ. [63]) ÄÁÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ∑

�

1
s− �

=
1

s− 1
+
1
s
+ g − n

2
log � +

r1
2
 
(s
2

)
+ r2( (s)− log 2) + ZK(s); (4.7)

ÇÄÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ,  (s) = �′(s)
�(s)

: ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ s = 1
2
+ �; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

∑
�= 1

2
+it

�

�2 + t2
=

1
�− 1

2

+
1

�+ 1
2

+ g − n

2
log � − r2 log 2

+
r1
2
 

(
1
4
+
�

2

)
+ r2 

(
1
2
+ �

)
+ ZK

(
1
2
+ �

)
: (4.8)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÁÒËÁ É ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊ Ñ×ÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÅÊÌÑ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ S2(y; �) É S3(y; �) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙ.

4.3.4. óÕÍÍÁ ÐÏ ÎÕÌÑÍ: ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ.

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ

S2(y; �) =
∑

�= 1
2
+it

cos(ty)
�2 + t2
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ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í ÍÏÄÕÌØ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× ÓÕÍÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ

|S2(y; �)| ≤
∑

�= 1
2
+it

1
|�2 + t2|

≤
∑

�= 1
2
+it

n(j)
�20 + (t− |�1|)2

; (4.9)

ÇÄÅ n(j) | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ |t− j| < 1: óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÉÚ [42]
ÄÁ£Ô n(j) � g + n log(j + 2); Á ÚÎÁÞÉÔ

|S2(y; �)| �
g + n log(|�1|+ 2)

�20
+ g + n

|�1|+1∑
j=1

log j
|�1|+ 2− j

+ g + n log(|�1|+ 2)

� (g + n log2(|�1|+ 2))
(
1 +

1
�20

)
:

ïÃÅÎÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÕÍÍÕ

S3(y; �) =
∑

�= 1
2
+it

t sin(ty)
�2 + t2

:

éÍÅÅÍ

S3(y; �) =
∑

�= 1
2
+it

sin ty
t

−
∑

�= 1
2
+it

�2 sin(ty)
t(�2 + t2)

= A(y)−B(y; �):

òÑÄ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ B(y; �) ÐÏ y ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:∑
�= 1

2
+it

�2 cos(ty)
�2 + t2

:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ S2(y; �); ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å [0;+∞) ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë B′(y); É ÍÙ ÉÍÅ-

ÅÍ |B′(y; �)| � |�|2(g + n log2(|�1| + 2))
(
1 + 1

�20

)
: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |B(y)| �

y|�|2(g + n log2(|�1|+ 2))
(
1 + 1

�20

)
; ÉÂÏ B(0; �) = 0:

4.3.5. óÕÍÍÁ ÐÏ ÎÕÌÑÍ: ÔÒÕÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ÞÌÅÎ A(y):
îÁÐÏÍÎÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÅÊÌÑ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ ìÁÎÄÁÕ [43]:∑

�

x�

�
= x−	(x)− r log x− b− r1

2
log(1− x−2)− r2 log(1− x−1); (4.10)

ÇÄÅ 	(x) =
∑

Npk≤x
log Np; b | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÞÌÅÎ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ZK(s) × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ

× 0; r = r1 + r2 − 1 É x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ
× [43] ÄÌÑ x ≥ 3

2
; ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.5 Ë ÆÕÎËÃÉÉ

Fx(y) =

{
e|y|=2 ÐÒÉ |y| < log x;

0 ÐÒÉ |y| > log x;

50



ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÅÒÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 1: ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ [42] ×ÌÅÞ£Ô ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÏÃÅÎËÕ:

	(x)− x = O
(
x

1
2 log x(g + n log x)

)
: (4.11)

÷×ÅÄÅÍ C(x) =
∑
�

x�

�
; D(x) =

∑
� 6= 1

2

x�

�− 1
2

É E(x) = D(x)−C(x): éÚ (4.10) É (4.11) ÍÙ

×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ C(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ (1;+∞) : éÓÐÏÌØ-
ÚÕÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÈÏÖÉÅ ÎÁ ÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ × ÐÒÏÛÌÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÄÌÑ E(x) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ [1;+∞) ; Á ÚÎÁÞÉÔ E(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. éÚ ×ÓÅÇÏ
ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÄÌÑ D(x) ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ.

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ x = ey; ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

ReD(ey) = e
y
2

∑
� 6= 1

2

sin(ty)
t

;

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ e
y
2A(y) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÎÕÌÀ

�K(s) × ÔÏÞËÅ � = 1
2
:

ôÁË ËÁË ÒÑÄ ÄÌÑ C(x) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÔÏ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ
ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍÉ C(x); D(x) É E(x): ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑ-
ÔÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÚÄÅÓØ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÞÅÒÐÎÕÔÙ ÉÚ [61]. éÚ ÔÏÇÏ
ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏ,
ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

d

dx

E(x)√
x

=
C(x)

2
√
x3
:

ðÒÉÍÅÎÉÍ (4.10) Ë ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÏÔ 1 + �
ÄÏ x (ÚÄÅÓØ � > 0). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ,
Á ÚÎÁÞÉÔ ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ E(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅ-
ÅÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

E(x)√
x

= E(1 + �) +
∫ x

1+�

t−	(t)

2t
3
2

dt− r

∫ x

1+�

log t

2t
3
2

dt

−
∫ x

1+�

b

2t
3
2

dt− r1
2

∫ x

1+�

log (1− t−2)

2t
3
2

dt− r2

∫ x

1+�

log (1− t−1)

2t
3
2

dt

ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÎÁ [1 + �;+∞) : äÌÑ ÏÃÅÎËÉ t − 	(t) ×ÏÓ-
ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ (4.11). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ËÏÇÄÁ � → 0: éÚ [43]
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b� g + n.

E(1) =
∑
� 6= 1

2

1
�− 1

2

−
∑
�

1
�
= −1

2

∑
�= 1

2
+it

1
1
4
+ t2

;
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ÇÄÅ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË ÞÌÅÎÙ Ó � É 1−� ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.
ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÃÅÎÅÎÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ (4.9). üÔÏ ÄÁ£Ô |E(1)| �
g+n: óÏÅÄÉÎÑÑ ×ÓÅ ×ÏÅÄÉÎÏ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ |E(x)| �

√
x log2 x(g+n log x): ïÃÅÎËÁ

|C(x)| �
√
x log2 x(n+g) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ

(4.11). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ |A(y)| � y2(g + ny):
ïÂßÅÄÉÎÑÑ ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:∑

�

�(�) = 2S1(�) +O

(
|�|4 + |�|

�20
(g + n logN)

log2N
N �0

)
:

üÔÁ ÏÃÅÎËÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó (4.4), (4.5), (4.6) É (4.8) ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2 éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ [68]. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (4.8), ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁ-
ÚÉÔØ ZK

(
1
2
+ �
)

ÞÅÒÅÚ
∑

�= 1
2
+it

�
�2+t2

; ÐÌÀÓ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÞÌÅÎÙ. äÌÑ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ � < 1
4
ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ

∑
q≤N

�q log q

q
1
2
+� − 1

+
n

2
log � + r2 log 2−

r1
2
 

(
1
4
+
�

2

)
− r2 

(
1
2
+ �

)

≤ g +O

(
(g + n logN)

log2N
�N �

)
+O

(√
N
)
:

ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ g É ÕÓÔÒÅÍÉÍ g → ∞ (ÍÅÎÑÑK). úÁÔÅÍ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ,
ËÏÇÄÁ N → ∞ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ×ÏÚØÍ£Í ÐÒÅÄÅÌ, ËÏÇÄÁ � → 0: ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ
ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ  (1

2
) = −
− 2 log 2 É  (1

4
) = −�

2
− 
− 3 log 2; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ [66]:∑
q

�q log q√
q − 1

+ �R

(
log(2

√
2�) +

�

4
+



2

)
+ �C (log(8�) + 
) ≤ 1:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.3 ÷ÙÂÏÒ ÔÅÓÔÏ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ FN;�(x) × Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÷ÅÊÌÑ ÎÅÓÌÕ-
ÞÁÅÎ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ \ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔ" ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÁÒËÁ
(4.7), ËÏÇÄÁ N → ∞:

4.4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.3 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ

íÙ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁË ËÁË ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×
ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÌÅÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.1:. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ � 6= 1
2
+ 2�ik

log r
; k ∈ Z:
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ∣∣∣∣∣
∞∑
f=1

f�rf

r(
1
2
+�)f − 1

+
1

gj log r
ZKj

(
1
2
+ �

)∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
∞∑

f=N+1

f�rf

r(
1
2
+�)f − 1

∣∣∣∣∣+
N∑
f=1

f
∣∣∣�rfgj − �rf

∣∣∣
r(

1
2
+�)f − 1

+
1
gj

∣∣∣∣∣
N∑
f=1

f�rf

r(
1
2
+�)f − 1

+
1

log r
ZKj

(
1
2
+ �

)∣∣∣∣∣ :
÷ÚÑ× � > 0; ×ÙÂÅÒÅÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÅÎØÛÅ � (ÜÔÏ ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ) É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1
r�0N

(
1 + 1

�0

)
≤ �: ôÅÐÅÒØ,

×ÙÂÉÒÁÑ g ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.1, Á ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �
rf

gj

Ë �rf ; ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ � �: úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ

lim
j→∞

ZKj

(
1
2
+ �
)

gj
= Z{Kj}

(
1
2
+ �

)
: (4.12)

ôÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 É (4.12). èÏÔÑ ÉÚÎÁÞÁÌØ-
ÎÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ � 6= 1

2
+ 2�ik

log r
; ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÐÒÉ � = 1

2
+ 2�ik

log r
;

ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ (É ÄÁÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ) ÐÒÉ Re � > 0: �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4 æÏÒÍÕÌÁ (4.12) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅ×ÅÒÎÏÊ ÐÒÉ � = 0; ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
Õ×ÉÄÅÎÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ZK

(
1
2

)
= gK − 1: îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (4.12) ÉÍÅÅÔ

ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØ-
ÎÙÍ. ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ log �K(s); Á ÎÅ ÄÌÑ
ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ËÁÖÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÙÍ. äÁÖÅ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÏÎ
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÅÎ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ (di) ÞÉÓÅÌ ÉÚ N; ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 1

2
; ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

lim
i→∞

log �Q(√di)(
1
2
)

log di
= 0

(ÓÍ. [32]). ôÅÈÎÉËÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÇÌÁÖÅÎÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× L-ÆÕÎËÃÉÊ äÉÒÉÈÌÅ, ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÅÍÁÑ × ÒÁÂÏÔÅ [32], ×ÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÁ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ
ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌÁ (ÓÍ. [72]). üÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ \Ì£ÇËÏÇÏ" ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ.

éÎÔÅÒÅÓ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ log �K
(
1
2

)
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ,

ÏÂßÑÓÎÅÎ Ó×ÑÚØÀ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ Ó ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÐÏÒÑÄ-
ËÁ ÇÒÕÐÐÙ ûÁÆÁÒÅ×ÉÞÁ{ôÅÊÔÁ É ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ ÄÌÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÓÕÐÅÒÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. ôÁËÁÑ Ó×ÑÚØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÇÉÐÏÔÅÚÅ â£ÒÞÁ{ó×ÉÎÎÅÒÔÏÎÁ-äÁÊÅÒÁ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ
×ÏÐÒÏÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ Ï ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊ-
ÓÔ×ÁÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Õ-
ÅÔ × [40] (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÚÎÁÎÏ ×ÅÒÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×,
Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÁ).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.3:. éÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ log �{Ki}(s); ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ Re s ≥ 1

2
: æÕÎËÃÉÑ log �{Ki}(s)

ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ äÉÒÉÈÌÅ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ
ÐÒÉ Re s ≥ 1

2
: úÎÁÞÉÔ, ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÒÑÄÙ äÉÒÉÈÌÅ (ÓÍ. [31]),

ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÄÏÌÖÅÎ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1
2
−�0 ÄÌÑ �0 > 0;

ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ × ÎÅÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÔÏÊ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÑÄ
ÄÌÑ Z{Ki}(s) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ÷ÙÂÉÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 0 < � < �0; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:∣∣∣∣∣

N∑
f=1

f�rf

r
f
2 − 1

− 1
log r

Z{Ki}

(
1
2

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

f=N+1

f�rf

r(
1
2
−�)f − 1

· r
( 12−�)f − 1

r
f
2 − 1

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∞∑
f=1

f�rf

r(
1
2
−�)f − 1

∣∣∣∣∣ · r(
1
2
−�)N − 1

r
N
2 − 1

= O(r−�N):

üÔÏ É ÄÁ£Ô ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. �
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4:2:. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.3 ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ
ÎÕÖÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÁÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
4.3. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ �; ÍÙ ÉÍÅÅÍ:∣∣∣∣∣

N∑
f=1

�rf log
rf

rf − 1
− �

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

f=N+1

f�rf

r
f
2 − 1

· (r
f
2 − 1) · log rf

rf − 1

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∞∑

f=N+1

f�rf

r
f
2 − 1

∣∣∣∣∣ · (rN2 − 1) · log rN

rN − 1

= O(r−�N) ·O
(
r−

N
2

)
:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ N 7→ (r
N
2 − 1) log rN

rN−1 ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ N ≥ 2; ÏÔËÕÄÁ
É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.5 îÁÛ ÍÅÔÏÄ ÄÁ£Ô ÐÒÏÓÔÏÅ É ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ñ×-
ÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ ÉÚ [47] (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ, ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.2 Ó � = 0). üÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ
ÞÌÅÎ × Ñ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ{úÉÇÅÌÑ, × ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÄÁÌÅËÏ
×ÌÅ×Ï ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ �{Ki}(s): ÷ ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÁ£Ô ÏÃÅÎËÕ
ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÌÕÞÛÕÀ, ÞÅÍ × [47] ÎÁ log2N:
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úáëìàþåîéå

ðÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁÐÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÉ ÒÅÛÅÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÙÌÉ
ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:

• ðÏÌÕÞÅÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÁÆÆÉÎÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× çÅÌØÆÁÎÄÁ-
ãÅÔÌÉÎÁ. ðÏÓÔÒÏÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÑÎÇÉÁÎÁ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ
ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ.

• CÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÇÉÐÏÔÅÚÙ Ï Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ìÏÍÏÎÁ
(ÎÅÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÌÁÇÏ× ÇÒÕÐÐÙ GLn) É ÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ×;

• ðÏÌÕÞÅÎÏ Ñ×ÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁ-
ÃÉÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×
îØÀÔÏÎÁ É ÔÅÌ îØÀÔÏÎÁ{ïËÕÎØËÏ×Á. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ
ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ðÏÓÔÎÉËÏ×Á{óÔÅÎÌÉ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ äÅÍÁÚÀÒÁ.

• ðÏÌÕÞÅÎÏ Ñ×ÎÏÅ ÄÏÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÚÅÔÁ-
ÆÕÎËÃÉÉ äÅÄÅËÉÎÄÁ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÌÏÓÅ, ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ
ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÕÌÕÞÛÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ × Ñ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÜÒÁ-úÉÇÅÌÑ.

÷ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÍÉ É ÁËÔÕÁÌØÎÙÍÉ. ïÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔ-
ÓÑ ÎÁ ÐÅÒÅÄÎÅÍ ËÒÁÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÉÒÏ×ÏÊ ÎÁÕËÉ ÐÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ
×ÏÐÒÏÓÁÍ É ÓÔÁ×ÑÔ ÃÅÌÙÊ ÒÑÄ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÓÐÏÓÏÂÎÙÈ ÐÒÉ×ÌÅÞØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ
ÒÏÓÓÉÊÓËÉÈ É ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÞÉ-
ÓÅÌ, ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ É Å£ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. äÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÎÁÍÉ ÎÏ×ÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ
ÓÌÕÖÉÔØ ÈÏÒÏÛÅÊ ÔÅÍÏÊ ÄÌÑ ÄÉÐÌÏÍÎÙÈ É ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔ É ÂÕÄÅÔ ÓÐÏ-
ÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÉÀ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÍÏÌÏÄÙÈ ÕÞÅÎÙÈ × ÎÁÕÞÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÁÍËÁÈ ÚÁÑ×ÌÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÄÕ-
ÝÉÅ ÍÉÒÏ×ÙÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ × ÂÌÉÚËÉÈ ÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÏÅËÔÁ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ ÎÁ
ÅÖÅÎÅÄÅÌØÎÙÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ

• �ïÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒ îïã ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ îéõ ÷ûü�
ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ îéõ ÷ûü ÐÏ ÐÏÎÅÄÅÌØÎÉËÁÍ,
Ó 1700, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ: á. ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅ× É ó. ë. ìÁÎÄÏ

• �óÅÍÉÎÁÒ ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ îéõ ÷ûü�
ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ × ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ îéõ ÷ûü ÐÏ
ÐÑÔÎÉÃÁÍ, Ó 1700, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ: í. ó. ÷ÅÒÂÉÃËÉÊ É î. ó. íÁÒËÁÒÑÎ.

• �ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ�
ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ ÐÏ ÞÅÔ×ÅÒÇÁÍ Ó
1430, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ: â. ì. æÅÊÇÉÎ É ì. ç. òÙÂÎÉËÏ×.

• �óÅÍÉÎÁÒ ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ö. ÷. ðÏÎÓÅÌÅ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ�
ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ ÐÏ ×ÔÏÒÎÉËÁÍ
Ó 1800, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ: í. á. ãÆÁÓÍÁÎ É á. é. úÙËÉÎ.
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• �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×�
ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÐÏ ÓÒÅÄÁÍ,
Ó 1645, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ: ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇ É á. ì. ïÎÉÝÉË.

• óÅÍÉÎÁÒ ÓÅËÔÏÒÁ 4.1 éððé òáî,
ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ × éÎÓÔÉÔÕÔÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ
ÁËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË ÐÏ ÐÑÔÎÉÃÁÍ Ó 12:00, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ í. á. ãÆÁÓÍÁÎ.
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cylindric plane partitions// Intern. Math. Res. Notices rnm143, no. 2 (2008); Errata:
arXiv math/0702062v3.

59



65 V. Toledano Laredo. A Kohno{Drinfeld theorem for quantum Weyl groups//
Duke Math. J. 112 (2002), no 3, 421{451.

66 M. A. Tsfasman. Some remarks on the asymptotic number of points// Coding
Theory and Algebraic Geometry, Lecture Notes in Math. 1518, 178{192, Springer|
Verlag, Berlin 1992.

67 M. A. Tsfasman, S. G. Vl�adut�. Asymptotic properties of zeta-functions// J.
Math. Sci. 84 (1997), Num. 5, 1445{1467.

68 M. A. Tsfasman, S. G. Vl�adut�. Ini�nite global �elds and the generalized
Brauer{Siegel Theorem// Moscow Mathematical Journal, Vol. 2 (2002), Num. 2, 329{
402.

69 D. Uglov. Yangian actions on higher level irreducible integrable modules of
a�ne gl(N)// Preprint arXiv:math/9802048.

70 D. Uglov, Skew Schur Functions and Yangian Actions on Irreducible Integrable
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