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Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà
îäíîëèñòíûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îáëàñòåé ñ ðàçðåçîì âäîëü íåêî-
òîðîé êðèâîé íà ôèêñèðîâàííóþ êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü (êàê ïðàâèëî,
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü èëè åäèíè÷íûé êðóã) ïîä÷èíÿþòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ëåâíåðà. Èìåííî ñ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû íà÷íåì
íàøå èññëåäîâàíèå. Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ëåâ-
íåðà çàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé
êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé â ñåáÿ è ñëóæèò ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäî-
âàíèÿ ñâîéñòâ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé. Âïåðâûå îíî ïîÿâèëîñü â ðàáîòå
Êàðëà Ëåâíåðà â 1923 ãîäó è îòíîñèëîñü ê ôóíêöèÿì, îïðåäåëåííûì
â åäèíè÷íîì êðóãå D. Óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèìóþ
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü "óïðàâëÿþùåé"ôóíêöèè. Ïîçäíåå â íî-
âûõ âåðñèÿõ óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà ðàññìàòðèâàëèñü äðóãèå êàíîíè÷åñêèå
îáëàñòè: ïîëóïëîñêîñòü, ïîëîñà, êîëüöî. Íàèáîëüøåå âíèìàíèå â ïîñëåä-
íèå ãîäû óäåëÿåòñÿ "ðàäèàëüíîìó" óðàâíåíèþ äëÿ D è "õîðäîâîìó"
óðàâíåíèþ äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Í. Â ïåðâîé ãëàâå äàííîé ðàáî-
òû îïèñàíû íåêîòîðûå èñòîðè÷åñêèå ôàêòû ðàçâèòèÿ ìåòîäà Ëåâíåðà è
óðàâíåíèé, íîñÿùèõ ñåãîäíÿ åãî èìÿ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ Äæ. Ãèááîíñà è Ñ. Öàðåâà, âîçíèêà-
åò èíòåðåñíàÿ ñâÿçü óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà ñ èíòåãðèðóåìûìè èåðàðõèÿ-
ìè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè
ðåäóêöèé èåðàðõèè Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ, KP) â áåçäèñïåðñèîí-
íîì (äëèííîâîëíîâîì) ïðåäåëå. À èìåííî, îíî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîãëà-
ñîâàííîñòè îäíîêîìïîíåíòíîé ðåäóêöèè ñî âñåé áåñêîíå÷íîé èåðàðõèåé.
Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà èãðàåò àíàëîãè÷íóþ ðîëü â èåðàðõèè
áåçäèñïåðñèîííîé äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû. Óâèäåòü ñâÿçü áåç-
äèñïåðñèîííûõ èåðàðõèé ñ óðàâíåíèåì Ëåâíåðà ëåã÷å âñåãî ñ ïîìîùüþ
èåðàðõèè ÊÏ. Áåçäèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ÊÏ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(ut −
3

2
uux)x −

3

4
uyy = 0. (1)

Áåçäèñïåðñèîííàÿ èåðàðõèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ). Ýòà èåðàðõèÿ íåïëîõî èçó÷åíà, è ó íåå åñòü
íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, îäíàêî äëÿ èëëþñòðàöèè ñâÿ-
çè ñ óðàâíåíèåì Ëåâíåðà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ñîîòâåòñòâóþ-
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ùèì óðàâíåíèåì Õèðîòû:

eD(z)D(ζ)F = 1− ∂t1(D(z)−D(ζ))F

z − ζ
. (2)

Ðàññìîòðåâ îäíîêîìïîíåíòíûå ðåäóêöèè äàííîé èåðàðõèè, ìû óâèäèì
ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì Ëåâíåðà.

Ïîñëå èëëþñòðàöèè âîçíèêàþùåé ñâÿçè, ìû ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåí-
íî ê èçó÷åíèþ áåçäèñïåðñèîííîãî ïðåäåëà èåðàðõèé Ïôàôô-ÊÏ è Ïôàôô-
Òîäû.

Èåðàðõèÿ Ïôàôô-ÊÏ (òàêæå èçâåñòíàÿ êàê DKP, ñïàðåííàÿ èåðàð-
õèÿ ÊÏ, Ïôàôôîâà ðåøåòêà) ÿâëÿåòñÿ èåðàðõèåé ñ D∞-ñèììåòðèÿìè.
Âïåðâûå îíà áûëà ïðåäëîæåíà Ì. Äæèìáî è Ò. Ìèâîé â 1983 ãîäó. Âïî-
ñëåäñòâèè îíà ïîÿâëÿëàñü ïîä ðàçíûìè íàçâàíèÿìè â ðàçëè÷íûõ êîí-
òåêñòàõ. Òåðìèí �ïôàôôîâà� îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ñîëèòîíîïîäîáíûå ðå-
øåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïôàôôèàíû. Â òåêñòå äèññåðòàöèè ìû áóäåì
íàçûâàòü ýòó èåðàðõèþ Ïôàôô-ÊÏ èëè DKP.

Õîòÿ â äàííîì èññëåäîâàíèè ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî áåçäèñïåðñè-
îííûå èåðàðõèè, ïîëåçíî, îäíàêî, ïîñìîòðåòü íà "ïîëíóþ" èåðàðõèþ,
÷òîáû óâèäåòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå ê áåçäèñïåðñèîííîìó ïðå-
äåëó. Èòàê, ïåðâîå óðàâíåíèå èåðàðõèè Ïôàôôîâîé ðåøåòêè, òàê íàçû-
âàåìîå óðàâíåíèå DKP, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂
∂t1

(
−4 ∂u

∂t3
+ ∂3u

∂t31
+ 12u ∂u∂t1

)
+ 3∂

2u
∂t22

= 12∂
2u
∂t21

(v+v−)

2∂v
±

∂t3
+ ∂3v±

∂t31
+ 6u∂v

±

∂t1
∓ 3

(
∂2v±

∂t1∂t2
+ 2v±

∫
∂u
∂t2
dt1

)
= 0.

Êàê ìîæíî óâèäåòü, ëåâàÿ ñòîðîíà ïåðâîãî óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèå
ÊÏ, à ïðàâàÿ ñòîðîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïàðåííûé ÷ëåí ïîëÿ v±.
Èìåííî ïîýòîìó óðàâíåíèå DKP èíîãäà è íàçûâàþò ñïàðåííûì ÊÏ
(cKP). Òóò ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðèâû÷íûìè îáîçíà÷åíèÿìè x = t1,
y = t2 è t = t3.

Â òåðìèíàõ τ -ôóíêöèé, u è v± îïðåäåëÿþòñÿ êàê

u =
∂2

∂t21
log τn, v± =

τn±1

τn
.

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðàìè Õèðîòû (ïðîèçâîäíûìè Õèðî-
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òû), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dkf · g :=

(
∂

∂tk
− ∂

∂t′k

)
f(tk)g(t′k)

∣∣∣∣
tk=t′k

.

Ñ èõ ïîìîùüþ óðàâíåíèå DKP çàäàåòñÿ{
(−4D1D3 +D4

1 + 3D2
2)τnτn = 24τn+1τn−1

(2D3 +D3
1 ∓ 3D1D2)τn±1τn = 0.

(3)

Õîòÿ äàííàÿ èåðàðõèÿ èìååò îïðåäåëåííîå ñõîäñòâî ñ èåðàðõèåé ÊÏ
è öåïî÷êîé Òîäû, îíà, áåçóñëîâíî, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íèõ è íà
äàííûé ìîìåíò ãîðàçäî õóæå èçó÷åíà.

Áåçäèñïåðñèîííàÿ âåðñèÿ èåðàðõèè Ïôàôô-ÊÏ (dPfa�-KP, dDKP)
áûëà ïðåäëîæåíà Òàêàñàêè. Â ôîðìå Õèðîòû îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

eD(z)D(ζ)F

(
1− 1

z2ζ2
e2∂t0(2∂t0+D(z)+D(ζ))F

)
= 1− ∂t1D(z)F − ∂t1D(ζ)F

z − ζ
,

(4)

e−D(z)D(ζ)F z
2e−2∂t0D(z)F − ζ2e−2∂t0D(ζ)F

z − ζ
= z+ζ−∂t1

(
2∂t0 +D(z)+D(ζ)

)
F

(5)
íà ôóíêöèþ F = F (t) îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà (äåéñòâèòåëüíûõ) âðåìåí
t = {t0, t1, t2, . . .}, ãäå

D(z) =
∑
k≥1

z−k

k
∂tk. (6)

Ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ áåçäèñïåðñèîííûì àíàëîãîì òàó-ôóíêöèè. Äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé (4), (5) ðàçëîæåíèåì
ïî ñòåïåíÿì z è ζ. Òîãäà áåçäèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå Ïôàôôîâîé ðå-
øåòêè çàäàåòñÿ 6F 2

11 + 3F22 − 4F13 = 12e4F00

2F03 + 4F 3
01 + 6F01F11 − 6F01F02 = 3F12.

(7)

Äëÿ êðàòêîñòè ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ Fmn ≡ ∂tm∂tnF . Ýòîò æå
ðåçóëüòàò ìû ìîãëè ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ DKP (3),
âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäåëàìè v± = exp(log τn±1− log τn)→ exp(±h̄−1F0)
è v+v− = exp(log τn+1 − 2 log τn + log τn−1)→ exp(F00) ïðè h̄→ 0.
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Äâóìåðíàÿ èåðàðõèÿ Ïôàôô-Òîäû, ïðåäëîæåííàÿ â Òàêàñàêè, ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èåðàðõèè Ïôàôô-ÊÏ è ñâÿçàíà ñ íåé òàê æå, êàê
äâóìåðèçîâàííàÿ öåïî÷êà Òîäû ñâÿçàíà ñ èåðàðõèåé ÊÏ. Â ÷àñòíîñòè,
îáîáùåíèå Ïôàôô-ÊÏ −→ Ïôàôô-Òîäà ïðåäïîëàãàåò óäâîåíèå íàáî-
ðà èåðàðõè÷åñêèõ âðåìåí. Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ �âåùå-
ñòâåííûìè ôîðìàìè� èåðàðõèé, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìåíà ÊÏ ñ÷èòàþò-
ñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, â òî âðåìÿ êàê äâà íàáîðà âðåìåí Òîäû
ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè äðóã äðóãó.

Áåçäèñïåðñèîííàÿ âåðñèÿ èåðàðõèè Ïôàôô-Òîäû (dPfa�-Toda) ïè-
øåòñÿ äëÿ ôóíêöèè F , çàâèñÿùåé îò áåñêîíå÷íîãî â îáå ñòîðîíû íàáîðà
âðåìåí {. . . , t̄2, t̄1, r, s, t1, t2, . . .}. Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûå èåðàðõèè â äàí-
íîé ðàáîòå íå ïåðåñåêàþòñÿ, ìû ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå F äëÿ áåçäèñïåð-
ñèîííîé òàó-ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíàÿ ôîðìà èåðàðõèè, ñ êîòîðîé ìû
áóäåì èìåòü äåëî, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âðåìÿ t̄k êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíî ê
tk, s äåéñòâèòåëüíî, à r - ÷èñòî ìíèìîå. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ âûãëÿäÿò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eD(z)D(ζ)F

(
1− 1

zζ
e∂s
(
∂s+∂r+D(z)+D(ζ)

)
F

)
=
ze−∂rD(z)F − ζe−∂rD(ζ)F

z − ζ
, (8)

eD̄(z̄)D̄(ζ̄)F

(
1− 1

z̄ζ̄
e∂s
(
∂s−∂r+D̄(z̄)+D̄(ζ̄)

)
F

)
=
z̄e∂rD̄(z̄)F − ζ̄e∂rD̄(ζ̄)F

z̄ − ζ̄
, (9)

eD(z)D(ζ)F

(
1− 1

zζ
e∂r
(
∂s+∂r+D(z)+D(ζ)

)
F

)
=
ze−∂sD(z)F − ζe−∂sD(ζ)F

z − ζ
,

(10)

eD̄(z̄)D̄(ζ̄)F

(
1− 1

z̄ζ̄
e−∂r

(
∂s−∂r+D̄(z̄)+D̄(ζ̄)

)
F

)
=
z̄e−∂sD̄(z̄)F − ζ̄e−∂sD̄(ζ̄)F

z̄ − ζ̄
,

(11)

e−D(z)D̄(ζ̄)F

(
1− 1

zζ̄
e∂r
(
∂r+D(z)−D̄(ζ̄)

)
F

)
= 1− 1

zζ̄
e∂s
(
∂s+D(z)+D̄(ζ̄)

)
F , (12)

e−
(
∂s+∂r+D(z)

)
D̄(ζ̄)F − 1 =

z

ζ̄
e−∂r

(
∂s+D(z)+D̄(ζ̄)

)
F

(
e−
(
∂s−∂r+D̄(ζ̄)

)
D(z)F − 1

)
.

(13)

Çäåñü D̄(z̄) =
∑
k≥1

z̄−k

k
∂t̄k ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì àíàëîãîì

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (6). Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (9), (11) ïî-
ëó÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, èç (8), (10) ñ ïîìîùüþ �îïåðàòîðà ïîñòàíîâêè
÷åðòû� D → D̄, z → z̄, ζ → ζ̄, tk → t̄k, s→ s̄ = s, r → r̄ = −r, äåéñòâèå
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êîòîðîãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ôóíêöèÿ F äåéñòâèòåëüíà. Ìû âèäèì, ÷òî ó êàæäîãî óðàâíåíèÿ
åñòü �÷åðòîâàííûé àíàëîã�. Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèÿ (12) è (13) äåéñòâè-
òåëüíû, ò.å. îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè. Äàëåå â òåê-
ñòå ìû íå áóäåì ïîñòîÿííî âûïèñûâàòü ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ
óðàâíåíèé è îãðàíè÷èìñÿ íàïèñàíèåì ëèøü îäíîãî èç êàæäîé ïàðû, íå
çàáûâàÿ ïðè ýòîì î òîì, ÷òî îáà âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî. Äëÿ äàëü-
íåéøåãî óäîáíî áóäåò ââåñòè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå �íóëåâûå âðåìå-
íà� t0 = s+ r, t̄0 = s− r, òîãäà ∂t0 = 1

2(∂s + ∂r), ∂t̄0 = 1
2(∂s − ∂r).

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èåðàðõèè ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé
(8)�(13) ðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì z, ζ, z̄, ζ̄. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ èìå-
þò âèä  eF00F01̄ = eF0̄0̄F0̄1,

F11̄ = 2 eF00+F0̄0̄ sinh
(
2F00̄

)
.

(14)

Ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè Fmn ≡ ∂tm∂tnF , Fmn̄ ≡ ∂tm∂t̄nF , Fm̄n̄ ≡
≡ ∂t̄m∂t̄nF .

Ãëàâà 2

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðåäëàãàåì íåáîëüøîé èñòîðè÷åñêèé ýêñêóðñ îá óðàâ-
íåíèè Ëåâíåðà è,÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê èìåííî îíî âîçíèêà-
åò â êîíòåêñòå èíòåãðèðóåìûõ èåðàðõèé, ðàññìîòðèâàåì áåçäèñïåðñèîí-
íóþ èåðàðõèþ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè. Óðàâíåíèå Õèðîòû äëÿ äàííîé
èåðàðõèè èìååò âèä:

eD(z1)D(z2)F =
z1 − z2 − ∂t1D(z1)F + ∂t1D(z2)F

z1 − z2
. (15)

Ââåäåì ôóíêöèþ
p(z) = z − ∂t1D(z)F. (16)

Ôóíêöèÿ z(p) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê p(z), ñ÷èòàåì åå îäíîëèñòíîé âáëèçè
áåñêîíå÷íîñòè.

z(p) = p+
u1

p
+
u2

p2
+ ...

Êîýôôèöèåíòû ui çàâèñÿò îò äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ t1, t2, t3 . . .
("âðåìåí") Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ðåäóêöèþ - ïóñòü z(p)
çàâèñèò îò âñåõ âðåìåí tj ÷åðåç ôóíêöèþ U = U({tj}). Ò.å.

z(p; {tj}) = z(p, U),
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U = U({tj})
Óñëîâèåì ñîãëàñîâàííîñòè îäíîêîìïîíåíòíîé ðåäóêöèè ñ èåðàðõèåé áó-
äåò óðàâíåíèå

∂p(z)

∂U
= − 1

p(z)− ξ(U)
. (17)

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ z(p) èìååò âèä:

∂z(p)

∂U
=

1

p− ξ(U)

∂z(p)

∂p
. (18)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà ñ óïðàâëÿþ-
ùåé ôóíêöèåé ξ(U).

Ãëàâà 3

Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì Ïôàôôîâû èåðàðõèè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîð-
ìóëèðîâêå, çàòåì ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìóëè-
ðîâêè áåçäèñïåðñèîííîé èåðàðõèè Ïôàôô-ÊÏ, è îáîáùèì ðåçóëüòàò
íà ñëó÷àé èåðàðõèè áåçäèñïåðñèîííîé Ïôàôô-Òîäû. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
èåðàðõèè ïôàôôîâîãî òèïà äîïóñêàþò êðàñèâóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó â
òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (òýòà-ôóíêöèé ßêîáè). Ïîñëå òàêîé
ïåðåôîðìóëèðîâêè ÷èñëî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé óìåíüøàåòñÿ, è íåñ�
êîëüêî íåóêëþæèå íà âèä óðàâíåíèÿ (4), (5) è (8)�(13) îáðåòàþò áîëåå
ïðèâëåêàòåëüíóþ ôîðìó, â êîòîðîé îíè âûãëÿäÿò êàê åñòåñòâåííûå ýë-
ëèïòè÷åñêèå äåôîðìàöèè áåçäèñïåðñèîííîé èåðàðõèè KP (èëè ìîäèôè-
öèðîâàííîé èåðàðõèè KP) è 2DTL.

Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå áåçäèñïåðñèîííóþ èåðàðõèþ Ïôàôô-ÊÏ
âìåñòî (4), (5) áóäåò çàäàâàòü óðàâíåíèå:

(
z−1

1 − z−1
2

)
e∇(z1)∇(z2)F =

θ1

(
u(z1)−u(z2)

)
θ4

(
u(z1)−u(z2)

) , (19)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíàåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

∇(z) = ∂t0 +D(z), (20)

à ôóíêöèÿ u(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç

e∂t0(∂t0+D(z))F = z
θ1(u(z)|τ)

θ4(u(z)|τ)
. (21)
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Òàêæå äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïîëåçíî ââåñòè ôóíêöèþ

S(u, τ) := log
θ1(u, τ)

θ4(u, τ)
, (22)

ñ åå ïîìîùüþ ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (19) â âèäå

∇(z1)S(u(z2)|τ) = ∂t0S(u(z1)− u(z2)|τ). (23)

Óðàâíåíèÿ áåçäèñïåðñèîííîé èåðàðõèè Ïôàôô-Òîäû (8)�(13), ïîñëå
îïðåäåëåííûõ ìàíèïóëÿöèé è ýëëèïòè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè
ïðèâîäÿòñÿ, ñîîòâåòñâåííî, ê

(z−1
1 − z−1

2 ) e∇(z1)∇(z2)F =
θ1(u(z1)− u(z2))

θ4(u(z1)− u(z2))
,

e∇(z1)∇̄(z̄2)F =
θ1(u(z1) + ū(z2) + η)

θ4(u(z1) + ū(z2) + η)
,

(z−1
1 − z−1

2 ) e∇̄(z1)∇̄(z2)F =
θ1(ū(z1)− ū(z2))

θ4(ū(z1)− ū(z2))
.

(24)

Çäåñü òàêæå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

∇̄(z) = ∂t̄0 + D̄(z). (25)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïåðâîå óðàâíåíèå, îíî òàêîå æå, êàê è â (19).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �ïîëîâèíà� áåçäèñïåðñèîííîé èåðàðõèè Ïôàôô-Òîäû
(ñ ôèêñèðîâàííûìè âðåìåíàìè �ñ ÷åðòîé�) ñîâïàäàåò ñ áåçäèñïåðñèîí-
íîé Ïôàôô-ÊÏ. Ýòîò ôàêò áûëî áû íåëåãêî óâèäåòü â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìóëèðîâêå. Òðåòüå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íîé âåðñèåé ïåðâîãî. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãóþ êîïèþ áåçäèñïåð-
ñèîííîé èåðàðõèè Ïôàôô-ÊÏ, òîëüêî óæå îòíîñèòåëüíî âðåìåí t̄k, ñ
ôèêñèðîâàííûìè tk. Âòîðîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ñìåøàííûå ïðîèçâîä-
íûå ïî âðåìåíàì {tk} è {t̄k} è, òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíÿåò äâå èåðàð-
õèè â îäíó áîëåå îáùóþ. Ýòî óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êîì-
ïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Õîòåëîñü áû òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ýëëèïòè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè
ìîäóëÿðíûé ïàðàìåòð τ ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Ýòî ñâîé-
ñòâî óêàçûâàåò íà íåêîòîðîå ñõîäñòâî ñ óðàâíåíèÿìè Óèçåìà äëÿ ðîäà
1. è èíòåãðèðóåìûìè ñòðóêòóðàìè, ñâÿçàííûìè ñ êðàåâûìè çàäà÷àìè â
ïëîñêèõ äâóñâÿçíûõ îáëàñòÿõ.
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Òàê êàê Ïôàôôîâû èåðàðõèè ãîðàçäî ìåíåå èçó÷åíû, ÷åì áîëåå ïðè-
âû÷íûå èåðàðõèè ÊÏ èëè Òîäû, òî ìû íàøëè ïîëåçíûì äàòü ïîäðîáíîå
ñðàâíåíèå ýòèõ èåðàðõèé.

Ãëàâà 4

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà îäíîêîìïîíåíòíûì ðåäóêöèÿì ïôàôôîâûõ èåðàð-
õèé. Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, èçó÷åíèå ïôàôôîâûõ èåðàðõèé íà÷è-
íàåì ñ áîëåå ïðîñòîé èåðàðõèè dDKP. Ðàññìîòðèì åå îäíîêîìïîíåíòíûå
ðåäóêöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå çàâèñÿò îò âðåìåí
t ÷åðåç îäíó åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ, â êà÷åñòâå êîòîðîé, áåç îãðàíè-
åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî âûáðàòü ìîäóëÿðíûé ïàðàìåòð τ . Ìû ïîêàæåì,
÷òî òàêèå ðåäóêöèè êëàññèôèöèðóþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ëåâ-
íåðà. Â êîìïëåêñíîì àíàëèçå ýòî "ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà"
òàêæå èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå Ãîëóçèíà-Êîìàöó:

4πi ∂τu(z, τ) = − ζ1

(
u(z, τ)+ξ(τ)

∣∣ τ
2

)
+ ζ1

(
ξ(τ)

∣∣ τ
2

)
, (26)

ãäå ζ1(u, τ) := ∂u log θ1(u|τ) è ξ(τ) ïðîèçâîëüíàÿ (íåïðåðûâíàÿ) ôóíê-
öèÿ τ � òàê íàçûâàåìàÿ "ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ" èëè "óïðàâëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ". Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ýëåìåíòîì òåîðèè ïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ ðàçðåçîì
íà êîëüöî.

×òîáû îïèñàíèå îäíîêîìïîíåíòíîé ðåäóêöèè áûëî ïîëíûì, ìû äîëæ-
íû âûâåñòè óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò τ(t) è íàéòè åãî ðåøå-
íèÿ.

∇(z)τ =
S ′
(
u(z) + ξ(τ)

)
S ′(ξ(τ))

∂t0τ. (27)

Ýòî ïðîèçâîäÿùåå óðàâíåíèå äëÿ èåðàðõèè óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîãî òèïà. ×òîáû çàïèñàòü èõ, âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì

S ′(u(z) + u) = S ′(u) +
∑
k≥1

z−k

k
B′k(u), (28)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ôóíêöèè B′k(u) = B′k(u|τ). Â òåðìèíàõ ýòèõ ôóíê-
öèé, óðàâíåíèÿ èåðàðõèè ïîñëå ðåäóêöèè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂τ

∂tk
= φk(ξ(τ)|τ)

∂τ

∂t0
, φk(ξ(τ)|τ) :=

B′k(ξ(τ)|τ)

S ′(ξ(τ)|τ)
, k ≥ 1. (29)
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Îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∞∑
k=1

tkφk(ξ(τ)|τ) = Φ(τ), (30)

ãäå Φ(τ) �ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò τ . Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà

Φ(τ) = 0, ìû çàêëþ÷àåì èç (30), ÷òî
∑
k≥1

tk
∂τ

∂tk
= 0, ò.å τ(t) îäíîðîäíàÿ

ôóíêöèÿ îò âðåìåí ñòåïåíè 0.

Òàêæå ìû îòìå÷àåì íåîæèäàííóþ ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì Ïåíëåâå. À
èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî τ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ Ëåâíåðà (26), ñ îïðåäåëåííûì âûáîðîì óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè,
äàåò çàïèñàííîå â ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèå Ïåíëåâå VI ñî ñïå-
öèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

Äàëåå ìû ïðîäåëûâàåì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ îäíîêîìïî-
íåíòíîé ðåäóêöèè áåçäèñïåðñèîííîé èåðàðõèè Ïôàôô-Òîäû. Íàøà öåëü
- îõàðàêòåðèçîâàòü êëàññ ôóíêöèé u(z, λ), η(λ), τ(λ), êîòîðûå ñîãëàñó-
þòñÿ ñî âñåé èåðàðõèè. Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì ìû ïîëàãàåì λ = τ .

Ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ôóíêöèè u(z, τ), ū(z, τ)
è η(τ), ÷òîáû îíè áûëè ñîâìåñòíûìè ñ áåñêîíå÷íîé èåðàðõèåé Ïôàôô-
Òîäû ÿâëÿþòñÿ:

4πi ∂τη(τ) = −ζ1

(
η
2 + iκ

∣∣∣ τ2)− ζ1

(
η
2 − iκ

∣∣∣ τ2)
4πi∂τu(z, τ) = −ζ1

(
u+ η

2 + iκ
∣∣∣ τ2)+ ζ1

(
η
2 + iκ

∣∣∣ τ2)
4πi∂τ ū(z, τ) = −ζ1

(
u+ η

2 − iκ
∣∣∣ τ2)+ ζ1

(
η
2 − iκ

∣∣∣ τ2)
(31)

Ïðîèçâîäÿùèå óðàâíåíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåäóöèðîâàííîé èåðàð-
õèè:

∇(z)τ =
S ′(u(z) + ξ)

S ′(ξ)
∂t0τ , ∇̄(z̄)τ = − S

′(ū(z̄) + ξ̄)

S ′(ξ)
∂t0τ. (32)

Îíè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. ×òîáû íàïèñàòü
èõ ÿâíî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëüçóåìñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè àíà-
ëîãàìè ïîëèíîìîâ Ôàáåðà. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:

∂τ

∂tk
= φk(ξ(τ)|τ)

∂τ

∂t0
,

∂τ

∂t̄k
= ψk(ξ(τ)|τ)

∂τ

∂t0
, (33)
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ãäå

φk(ξ(τ)|τ) =
B′k(ξ(τ)|τ)

S ′(ξ(τ)|τ)
, ψk(ξ(τ)|τ) = −B̄

′
k(ξ̄(τ)|τ)

S ′(ξ(τ)|τ)
. (34)

Îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå ãîäî-
ãðàôà: ∑

k≥1

tkφk(ξ(τ)) +
∑
k≥0

t̄kψ0(ξ(τ)) = Φ(τ). (35)

Çäåñü Φ - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò τ .

Ãëàâà 5

Ìû èçó÷àåì äèàãîíàëüíûå N -êîìïîíåíòíûå ðåäóêöèè èåðàðõèè dDKP,
ò.å. òåïåðü u áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåí ÷åðåç N âåùåñòâåííûõ ïåðå-
ìåííûõ λj. Îòïðàâíîé òî÷êîé áóäåò ñëóæèòü ñèñòåìà N ýëëèïòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé Ëåâíåðà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü u(z) îò
ïåðåìåííûõλj:

4πi ∂λju(z, {λi}) =
[
− ζ1

(
u+ξj ,

τ
2

)
+ ζ1

(
ξj ,

τ
2

)] ∂τ
∂λj

, (36)

Â ñâîþ î÷åðåäü èõ óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè âûðàæàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé
ñèñòåìîé Ãèááîíñà-Öàðåâà

∂ξk
∂λj

=
1

4πi

(
ζ1(−ξk + ξj, τ

′)− ζ1(ξj, τ
′)
) ∂τ

∂λj
, (37)

∂2τ

∂λk∂λj
=

1

2πi
℘1(ξk − ξj, τ ′)

∂τ

∂λk

∂τ

∂λj
, (38)

äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N , j 6= k. Çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ λj îò âðåìåí
ôèêñèðóåòñÿ ñèñòåìîé êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóþùåãî âèäà

∂λj
∂tk

= φj,k({λi})
∂λj
∂t0

, (39)

ñ φj,k({λi}), îïðåäåëåííûõ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì ñ ïîìîùüþ
ýëëèïòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Ôàáåðà. Ìû ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèåì ñîâìåñò-
íîñòè ñèñòåìû (39) ÿâëÿåòñÿ

∂λjφi,n

φj,n − φi,n
=

∂λjφi,n′

φj,n′ − φi,n′
äëÿ âñåõ i 6= j, n, n′,
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ò.å. íåçàâèñèìîñòü

Γij :=
∂λjφi,n

φj,n − φi,n
(40)

îò n. Äàëåå ìû çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà àññîöèèðîâàííà ñ äèàãîíàëüíîé
ìåòðèêîé åãîðîâñêîãî òèïà, à ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ
îáîáùåííîãî ìåòîäà ãîäîãðàôà, ðàçðàáîòàííîãî Öàðåâûì.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé äèññåðòàöèè èçó÷àëèñü áåçäèñïåðñèîííûå èåðàðõèè Ïôàôô-
ÊÏ è Ïôàôô-Òîäû, èõ ðåäóêöèè è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåäóêöèè äî-
ïóñòèìû. Îñíîâíûìè òåõíè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.
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