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1 Введение
Рассмотрим X – комплексно-аналитическое многообразие, и Γ – дискретную группу,
действующую на пространстве X. Пусть при этом факторпространство X/Γ имеет
конечный объем. Действие группы Γ на пространствеX индуцирует действие группы
Γ на пространстве голоморфных на X функций.

Определение 1. Голоморфная на X функция f называется автоморфной формой,
если для любых x ∈ X, γ ∈ Γ f(γx) = j−r(γ, x)f(x). Через j−1(γ, x) обозначен фак-
тор автоморфности, то есть ненулевая голоморфная функция, число r называется
весом автоморфной формы.

Автоморфные формы образуют градуированную алгебру, которую мы обозначим
через A(Γ). Особенный интерес вызывает изучение структуры алгебры A(Γ), в част-
ности, важно установить, для каких групп Γ алгебра A(Γ) является свободной.

Работы в этом направлении начались в конце 19 века. Первый пример свободной
алгебры принадлежит Клейну и Фрикке [7]. Они доказали, что алгебра автоморфных
форм для группы Γ = PSL2(Z) является алгеброй многочленов от двух образующих
весов 4 и 6. В этом случае пространство X есть верхняя полуплоскость, то есть
область Картана типа IV размерности 1.

Следующие примеры свободных алгебр автоморфных форм появились в 1960-х
годах. Пространством X в данных примерах является произведение двух верхних
полуплоскостей, то есть область Картана типа IV размерности 2. Группа Γ есть рас-
ширенная модулярная группа Гильберта ˜PSL2(O), где O – кольцо целых веществен-
ного квадратичного поля K = Q(

√
d), а ˜PSL2(O) – группа PSL2(O), расширенная

автоморфизмом, меняющим местами верхние полуплоскости. Гундлах в 1963 и 1965
годах соответственно доказал свободность алгебры автоморфных форм A(Γ) для
полей Q(

√
5) и Q(

√
2). Более точно, в этих статьях доказывается, что при d = 5

A(Γ) ∼= C[G2, G6, G10], а при d = 2 A(Γ) ∼= C[G2, G4, G6], где Gi – образующая веса
i. Кроме того, во многих работах предпринимались попытки явно описать алгебры
A(Γ) для маленьких дискриминантов d и явно выписать образующие и соотноше-
ния. Например, в работе [8] описаны кольца модулярных форм Гильберта для поля
Q(
√

6), в работе [10] для поля Q(
√

13), в работах [14] и [15] для полей Q(
√

17) и
Q(
√

65) соответственно, в [17] для полей Q(
√

5), Q(
√

13) и Q(
√

17).
В 1962 году Игуза в работе [16] доказал, что для модулярной группы Зигеля рода

2 Γ = PSp4(Z) алгебра A(Γ) является свободной алгеброй с образующими весов 4,
6, 10 и 12. В этом случае группа Γ естественно действует на верхней полуплоскости
Зигеля, представляющей собой область Картана типа IV размерности 3.

Долгое время примеры свободных алгебр автоморфных форм для размерностей
n > 3 не были известны. В 2010 году Э.Б. Винберг в статье [18] привел серию при-
меров свободных алгебр A(Γ) в областях Картана размерностей 4, 5, 6, 7. В 2018
году в статье [3] Э.Б. Винберг продолжил эту серию примеров, построив примеры
свободных алгебр в размерностях 8, 9 и 10. Более точно, он доказал, что алгебры ав-
томорфных форм A(Γ) для группы Γ = O+

2,n(Z), естественно действующей в областях
Картана IV размерности n, свободны при 4 ≤ n ≤ 10, и выписал веса образующих в
каждом из этих случаев:
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n Веса
4 4, 6, 8, 10, 12
5 4, 6, 8, 10, 12, 18
6 4, 6, 8, 10, 12, 16, 18
7 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18
8 4, 6, 8, 10, 12, 12, 14, 16, 18
9 4, 6, 8, 10, 10, 12, 12, 14, 16, 18
10 4, 6, 8, 8, 10, 10, 12, 12, 14, 16, 18

В работе [5] показано, что для того, чтобы алгебра A(Γ) была свободна, необходи-
мо, чтобы группа Γ порождалась комплексными отражениями. Это возможно только
в случае, если пространство X есть комплексный шар или область Картана типа IV.

Нас будет интересовать область Картана типа IV в размерности n = 2. Отли-
чительная черта дискретных групп отражений в области Картана типа IV – их
арифметичность. Это позволяет использовать современную технику исследования
квадратичных решеток над полями алгебраических чисел. Нам потребуется вычис-
лять кообъемы некоторых дискретных групп. Примеры вычисления таких кообъемов
можно найти, например, в статьях [6], [11].

2 Основные определения
Пусть A – кольцо главных идеалов. Квадратичным A-модулем называется свободный
A-модуль конечного ранга, снабженный невырожденной симметрической билинейной
формой (·, ·) со значениями в кольце A. Модуль An, в котором скалярное произве-
дение задается матрицей Грама S, обозначается через (S). Квадратичный модуль
над полем называется квадратичным (векторным) пространством, а над кольцом Z
– решеткой.

Пусть V – квадратичное пространство над полем рациональных чисел. Тогда VR =
V ⊗

Q
R и VC = VR⊗

R
C – квадратичные пространства над полями R и C соответственно.

Пусть сигнатура квадратичного пространства VR равна (2, n), n ≥ 2.
В проективном пространстве PVC рассмотрим область

D̃n = {[z] ∈ PVC : (z, z) = 0, (z, z̄) > 0},

состоящую из двух связных компонент. Любую из них обозначим через Dn. Ее ком-
плексная размерность равна n. Область Dn является эрмитовым симметрическим
пространством типа IV (по классификации Э. Картана). Область D1 биголоморфна
верхней полуплоскости H+, D2 – произведению двух таких полуплоскостей.

Через G = O(VR) обозначим ортогональную группу квадратичного пространства
VR, и пусть G+ – ее подгруппа индекса 2, сохраняющая область Dn. Группа G+

действует в области Dn неэффективно с ядром неэффективности ±1. Известно ([4]),
что группа G+ является полной группой голоморфных автоморфизмов области Dn,
действующей в Dn транзитивно.
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2.1 Арифметическая группа Γ ⊂ G+, дискретно действующая
в Dn

Выберем в пространстве V решетку L, rkZ(L) = dimQV . Обозначим через O(L) орто-
гональную группу решетки L ⊂ V , и пусть Γ = O(L)∩G+. Такая группа Γ называет-
ся арифметической группой. Группа Γ дискретно действует в области Dn (возможно
неэффективно). В группе Γ всегда существует нормальная подгруппа конечного ин-
декса Γ1, действующая эффективно. Известно, что объем факторпространстваDn/Γ1

(относительно любой G+-инвариантной формы объема на Dn) конечен. Этот объем
называется кообъемом группы Γ1 (относительно выбранной формы объема на Dn)
и обозначается через Covol(Γ1). Кообъемом группы Γ называется число Covol(Γ1)

[Γ:Γ1]
(мы

будем обозначать его через Covol(Γ)).

2.2 Алгебра Γ-автоморфных форм A(Γ)

Обозначим через D•n конус над областью Dn в пространстве VC. В дальнейшем пред-
полагается, что в случае n = 2 индекс Витта пространства V меньше 2.

Определение 2. Автоморфной формой веса k относительно группы Γ с харак-
тером χ : Γ → C∗ называется голоморфная на D•n функция f , удовлетворяющая
условиям:
1) f(tz) = t−kf(z), t ∈ C∗
2) f(g(z)) = χ(g)f(z), g ∈ Γ.

Замечание 2.1. Выбор подходящего ненулевого сечения тавтологического рассло-
ения над областью Dn позволяет установить биективное соответствие между
однородными Γ-инвариантными голоморфными функциями в конусе D•n и голоморф-
ными на Dn функциями f , такими, что f(g(z)) = a(g, z)χ(g)f(z), где g ∈ Γ, a(g, z)
– фактор автоморфности для Γ.

Для арифметической группы Γ известно, что Γ-автоморфные формы всех неот-
рицательных весов с тривиальным характером образуют конечно-порожденную гра-
дуированную алгебру, которую мы обозначим через A(Γ).

Всюду в дальнейшем (если это специально не оговаривается) мы используем вве-
денные выше обозначения.

3 Результаты
Предположим, что dimQV = 4 (то есть n = 2), пространство V изотропно, но в
нем отсутствуют двумерные изотропные подпространства, то есть индекс Витта про-
странства V равен 1.

Выберем натуральное число d > 1, свободное от квадратов, и в качестве L рас-
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смотрим решетку Ld = U ⊕Bd, где

U =

(
0 1
1 0

)
, Bd =



(
2 1

1 1−d
2

)
, при d ≡ 1 (mod 4);(

2 0

0 −2d

)
, при d ≡ 2, 3 (mod 4).

Группа Γ, построенная по решетке Ld, будет обозначаться Γd. Выбор этой серии
арифметических подгрупп не случаен. Напомним, что с вещественным квадратич-
ным расширением K = Q(

√
d) с кольцом целых Od связана расширенная модулярная

группа Гильберта ˜PSL(2,Od) = Gal(K/Q)nPSL(2,Od), естественно действующая в
D2 как дискретная арифметическая группа. Группа ˜PSL(2,Od) вкладывается в груп-
пу Γd ([1]). Известно, что группа Γd является максимальной дискретной подгруппой
в группе G+, содержащей группу ˜PSL(2,Od) ([9]).

Основным результатом работы является следующая теорема ([19], [20]).

Теорема 1. Пусть Γ′ ⊂ Γd – подгруппа конечного индекса в группе Γd, содержащая
элемент −Id. Если алгебра A(Γ′) свободна, то d ∈ {2, 3, 5, 6, 13, 21}.

Следствие 1. Алгебра A(Γd) свободна тогда и только тогда, когда d = 2, 3 или 5.

Доказательство следствия 1. В работе [2] показано, в частности, что для того, что-
бы алгебра A(Γ) была свободна, необходимо, чтобы стабилизатор Γv в группе Γ любо-
го изотропного вектора v ∈ V порождался отражениями, зеркала которых содержат
этот вектор. Но для группы Γd это не так, если d ∈ {6, 13, 21}.

Рассмотрим случаи d = 2 и d = 5. Группа ˜PSL(2,Od) вкладывается в группу
Γd, но не содержит −Id. Присоединив −Id к подгруппе ˜PSL(2,Od), мы получим всю
группу Γd. Это следует из того, что поля Q(

√
2) и Q(

√
5) являются одноклассовыми и

содержат фундаментальную единицу нормы -1, а потому группа ˜PSL(2,Od) является
максимальной арифметической группой, действующей в произведении двух верхних
плоскостей ([1]). Но в работах [13] и [12] доказано, что алгебра автоморфных форм
четного веса для групп ˜PSL(2,Od) свободна при d = 2 и d = 5 соответственно.

Случай d = 3 доказан в работе [13].
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