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Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äóãè ñ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì (êîíå÷íûì) ÷èñëîì áè-

ôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùåé ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû (ñèñòåìû Ìîðñà-Ñìåéëà)

íà ìíîãîîáðàçèÿõ, âîøëà â ñïèñîê ïÿòèäåñÿòè ïðîáëåì Ïàëèñà-Ïüþ [26] ïîä íîìåðîì

33.

Â 1976 ãîäó Ø. Íüþõàóñîì, Äæ. Ïàëèñîì, Ô. Òàêåíñîì [16] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå

óñòîé÷èâîé äóãè, ñîåäèíÿþùåé äâå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè.

Ñîãëàñíî [16], ãëàäêàÿ äóãà ϕt íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-

íåé òî÷êîé êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ: äóãè ϕt, ϕ
′
t

íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû h : [0, 1] → [0, 1], Ht :

M →M òàêèå, ÷òî Htϕt = ϕ′h(t)Ht, t ∈ [0, 1] è Ht íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî ãëàäêèõ äóã {ϕt}, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâà-
þòñÿ â äèôôåîìîðôèçìàõ Ìîðñà-Ñìåéëà è ëþáîé äèôôåîìîðôèçì ϕt èìååò êîíå÷íîå

ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî. Â ðàáîòå [15] òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî äóãà {ϕt} ∈ Q ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-

âûìè äèôôåîìîðôèçìàìè çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà áèôóðêàöèîííûõ òî÷åê,

ϕbi , i = 1, . . . , q òàêèõ, ÷òî:

1) ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà ϕbi ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåãèïåð-

áîëè÷åñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-óçëîì èëè ôëèïîì;

2) äèôôåîìîðôèçì ϕbi íå èìååò öèêëîâ;

3) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ϕbi ïå-

ðåñåêàòñÿ òðàíñâåðñàëüíî;

4) ïåðåõîä ÷åðåç ϕbi ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íî ïðîõîäÿùåé áèôóðêàöèåé ñåäëî-óçåë èëè

óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïðè ýòîì ñåäëî-óçëîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåêðèòè÷åñêîé.

Â 1976 ãîäó Ø. Íüþõàóñ è Ì. Ïåéøîòî [17] äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé äó-

ãè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïîòîêàìè Ìîðñà-Ñìåéëà. Ïðîñòîòà îçíà÷àåò, ÷òî âñÿ äóãà

ñîñòîèò èç ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, â êî-

òîðûõ âåêòîðíîå ïîëå â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå íàèìåíüøèì îáðàçîì îòêëîíÿåòñÿ îò

ñèñòåìû Ìîðñà-Ñìåéëà, à èìåííî, ëèáî ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåãèïåðáîëè÷åñêóþ

òî÷êó òèïà ñåäëî-óçåë, ëèáî åäèíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷å-

íèÿ èíâàðèàíòíûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèé (ãåòåðîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå).

Îäíàêî ðåçóëüòàòû Ø. Íüþõàóñà è Ì. Ïåéøîòî íå ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ èñïîëüçî-

âàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâûõ äóã ìåæäó äèôôåîìîðôèçìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà. Äëÿ

ýòîãî åñòü íåñêîëüêî ïðè÷èí. Âî-ïåðâûõ, òèïè÷íî äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà íå

âêëþ÷àþòñÿ â ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà (ñì., íàïðèìåð, [3], [5] è îáçîð [4]). Âî-âòîðûõ,

äèñêðåòèçàöèÿ äóãè ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé.

Âòîðîé ïðîáëåìû óäàåòñÿ èçáåæàòü â ñèëó ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî Æ. Ôëåéòàñ, à

èìåííî îíà ïîêàçàëà, ÷òî ïðîñòóþ äóãó, ïîñòðîåííóþ Íüþõàóñîì è Ïåéøîòî âñåãäà

ìîæíî çàìåíèòü íà óñòîé÷èâóþ. Ïðè ýòîì äèñêðåòèçàöèÿ òàêîé äóãè ÿâëÿåòñÿ óñòîé-

÷èâîé äóãîé, ñîåäèíÿþùåé ñäâèãè íà åäèíèöó âðåìåíè èñõîäíûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

ïîòîêîâ.
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Äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ëþáîé ðàçìåð-

íîñòè èçâåñòíû ïðèìåðû ñèñòåì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû óñòîé÷èâîé äóãîé.

Ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ óñòîé÷èâîé äóãè ïîÿâëÿþòñÿ óæå äëÿ ñîõðàíÿþùèõ

îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè S1. Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà íà

îêðóæíîñòè áûëè ïîäðîáíî èçó÷åíû À.Ã. Ìàéåðîì [13]. Îí ïîêàçàë, ÷òî ýòè äèôôåî-

ìîðôèçìû èñ÷åðïûâàþò êëàññ ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè è õàðàêòåðèçóþòñÿ

êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ïðè

ýòîì ñóùåñòâóþò äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà ñ ëþáûì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì

âðàùåíèÿ. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âðàùåíèÿ íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ ïðè íåïðåðûâíîì èçìå-

íåíèè ãîìåîìîðôèçìà (ñì., íàïðèìåð, [11]), òî ëþáàÿ äóãà, ñâÿçûâàþùàÿ äèôôåî-

ìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ íà îêðóæíîñòè ñîäåðæèò

êîíòèíóóì áèôóðêàöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Â ðàçìåðíîñòè äâà ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ

óñòîé÷èâûõ äóã ìåæäó èçîòîïíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè.

Ä. Ïèêñòîí [27] óñòàíîâèë ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà

Φf : M2 → R ó ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f íà ïîâåðõíîñòèM2. Èñïîëü-

çóÿ ìíîæåñòâà óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè Ï. Áëàíøàð [1] ïîñòðîèë ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå

íåñóùåé ïîâåðõíîñòè ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè Φf , ñâÿçàííîå ñ ïîíÿòèåì íå÷åòíîñòè

ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû è äîêàçàë, ÷òî ñîãëàñîâàííîñòü òàêèõ ðàçáèåíèé äëÿ ðàçíûõ

äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîé äóãè

ìåæäó íèìè. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé äóãè â ðàáîòå [1] íå ðàññìàò-

ðèâàëèñü.

Òàêæå ïðèïÿòñòâèåì ìîæåò ñëóæèòü íàëè÷èå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Â

ðàáîòå [14] Ø. Ìàòñóìîòî ïîêàçàë, ÷òî äâóìåðíûé òîð T2 äîïóñêàåò èçîòîïíûå äèô-

ôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû óñòîé÷èâîé äóãîé.

Äàíííûé ðåçóëüòàò îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ïîíÿòèè.

Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè p, q äèôôåîìîðôèçìà f : Mn →Mn íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíî

ñâÿçàííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êðèâàÿ c ⊂Mn òàêàÿ, ÷òî ∂c = {q}−{p} è äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî N òàêîãî, ÷òî fN(p) = p è fN(q) = q, çàìêíóòàÿ êðèâàÿ fN(c) − c ãîìîòîïíà
íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êè p, q íàçûâàþòñÿ íåòðèâèàëüíî ñâÿçàííûìè. Åñëè

âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f òðèâèàëüíî ñâÿçàíû, òî f íàçûâàåòñÿ

òðèâèàëüíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåòðèâèàëüíûì.

Ø. Ìàòñóìîòî ïîñòðîèë äâà èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-

Ñìåéëà f0, f1 : T2 → T2. Îäèí èç íèõ f0 ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè ãðà-

äèåíòíîãî ïîòîêà òèïè÷íîé ôóíêöèè Ìîðñà. Äðóãîé f1 ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé f0 c

äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè âðàùåíèÿìè Äýíà. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

äèôôåîìîðôèçì f0 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, à f1 � íåòðèâèàëüíûì. Ðåçóëüòàò Ìàòñóìî-

òî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû f0, f1 äâóìåðíîãî òîðà T2 íå ñîåäèíÿþòñÿ

óñòîé÷èâîé äóãîé.

Îáîáùàÿ ðåçóëüòàò Ìàòñóìîòî, â ðàáîòå [9] ïîñòðîåíû òðèâèàëüíûé f0 è íåòðè-
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âèàëüíûé f1 èçîòîïíûå òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãî-

îáðàçèè Sn−1 × S1, n ≥ 3. Êàê è â ïðèìåðå Ìàòñóìîòî, äèôôåîìîðôèçì f0 ÿâëÿ-

åòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äèôôåîìîðôèçìîâ èñòî÷íèê-ñòîê íà ñôåðå Sn−1 è

íà îêðóæíîñòè S1. Äèôôåîìîðôèçì f1 ïîëó÷àåòñÿ èç f0 âçÿòèåì åãî êîìïîçèöèè ñ

ìíîãîìåðíûì âðàùåíèåì Äýíà âîêðóã cl(W u
σ1

), êîòîðîå äèôôåîòîïíî òîæäåñòâåííîìó

îòîáðàæåíèþ. Ïîëó÷åííûå äèôôåîìîðôèçìû f0, f1 ìíîãîîáðàçèÿ S
n−1 × S1, n ≥ 3 íå

ñîåäèíÿþòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé.

Â ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 èçâåñòíû è äðóãèå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ óñòîé÷è-

âîé äóãè ìåæäó èçîòîïíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà, ñâÿçàííûå ñ òàêèìè

ýôôåêòàìè ìíîãîìåðíîé äèíàìèêè, êàê äèêîå âëîæåíèå ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ (ñì. ðà-

áîòû [7], [2]), ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ãëàäêèõ ñòðóêòóð íà ìíîãîîáðàçèè (ñì. ðàáîòó

[2]).

Â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì ïðåïÿòñòâèé ê ñóùåñòâîâàíèþ óñòîé÷èâûõ äóã ìåæäó èçîòîï-

íûìè äèôôåîìîðôèçìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ îïèñàíèÿ

êîìïîíåíò óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîÿâÿùåíà êëàñ-

ñèôèêàöèè ñîäåðæàòåëüíûõ êëàññîâ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ òî÷íîñòüþ

äî óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ðàçáèòî íà ñåìü ãëàâ. Â ãëàâå 1 ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ïî-

íÿòèÿ è ôàêòû, âî 2 ãëàâå èçëîæåí îáçîð èìåþùèõñÿ ïî äàííîé òåìàòèêå ðåçóëü-

òàòîâ. Îñòàëüíûå ãëàâû ñîäåðæàò ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî êëàññèôèêà-

öèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî óñòîé÷èâîé

èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.

Äèíàìèêà òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâà-

íèÿìè ïîâåðõíîñòåé, êëàññèôèöèðîâàííûõ ß. Íèëüñåíîì [18] äëÿ ïîâåðõíîñòåé ðîäà

áîëüøåãî íóëÿ è Á. Êåðåêüÿðòî [12] äëÿ ñôåðû. Èç ðåçóëüòàòîâ Á. Êåðåêüÿðòî ñëåäó-

åò, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîé ñôåðû áàçèðóåòñÿ íà

ñâîéñòâàõ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ, ê êîòîðûì

îòíîñÿòñÿ äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè.

Â ãëàâå 3 ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæ-

íîñòè îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè. Èç ðåçóëüòàòîâ

À.Ã. Ìàéåðà [13] ñëåäóåò, ÷òî ýòè äèôôåîìîðôèçìû (îáîçíà÷èì èõ ìíîæåñòâî ÷åðåç

G1) èñ÷åðïûâàþò êëàññ ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè è èìåþò ïðîñòóþ äèíà-

ìèêó, êëàññèôèêàöèÿ êîòîðîé ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè îïèñû-

âàåòñÿ ñëåäóþùèìè îáðàçîì.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî G1 íà äâà ïîäêëàññà G1
+ è G1

−, ñîñòîÿùèõ èç ñîõðàíÿþùèõ

îðèåíòàöèþ è ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G1
+ ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Per(f)

ñîñòîèò èç 2n, n ∈ N ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïåðèîä

m è ÷èñëî âðàùåíèÿ k
m
, ãäå k = 0 äëÿ m = 1, ëèáî k ∈ {1, . . . ,m − 1} äëÿ
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m > 1 è ÷èñëà (m, k) âçàèìíî ïðîñòû. Äèôôåîìîðôèçìû f ; f ′ ∈ G1
+ ñ ïàðà-

ìåòðàìè n,m, k;n′,m′, k′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

n = n′,m = m′ è âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

• k = k′,

• k = m′ − k′.

2. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G1
− ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Per(f)

ñîñòîèò èç 2q, q ∈ N ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæ-

íûìè, à äðóãèå èìåþò ïåðèîä 2. Ïîëîæèì ν = −1; ν = 0; ν = +1, åñëè åãî

íåïîäâèæíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè; ñòîêîì è èñòî÷íèêîì; ñòîêàìè, ñîîò-

âåòñòâåííî. Äèôôåîìîðôèçìû f ; f ′ ∈ G1
− ñ ïàðàìåòðàìè q, ν; q′, ν ′ òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = q′ è ν = ν ′.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Âñå ãðóáûå ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè,

ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè, òîãäà êàê óñòîé-

÷èâûé èçîòîïè÷åñêèé êëàññ ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿþùåãî îðè-

åíòàöèþ, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ Ïóàíêàðå.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

Φn,m,k, Ψq,ν â êàæäîì êëàññå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ñèñòåì èç G1
+, G

1
−, ñîîò-

âåòñòâåííî. Äàëåå ñòðîèòñÿ äóãà áåç áèôóðêàöèé, ñîåäèíÿþùàÿ ïðîèçâîëüíûé äèô-

ôåîìîðôèçì â äàííîì êëàññå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìî-

äåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êëàññîâ óñòîé÷èâîé èçîòî-

ïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Äëÿ ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà Φn,m,k, n > 1 ÷èñëî ïåðèîäè÷å-

ñêèõ îðáèò ìîæåò áûòü óìåíüøåíî íà îäíó ïàðó ïóòåì ïîñòðîåíèÿ äóãè, òèïè÷íî ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç íåêðèòè÷åñêóþ ñåäëî-óçëîâóþ áèôóðêàöèþ. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äèô-

ôåîìîðôèçì Φn,m,k ñîåäèíÿåòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé ñ äèôôåîìîðôèçìîì Φ1,m,k, èìåþ-

ùèì òàêîå æå ÷èñëî âðàùåíèÿ. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

èíâàðèàíòîì äèôôåîìîðôèçìà îêðóæíîñòè, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà äó-

ãè, òî ëþáàÿ äóãà, ñâÿçûâàþùàÿ ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ñ

ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò êîíòè-

íóóì áèôóðêàöèé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîé äóãè.

Äëÿ ìåíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà Ψq,0 ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷åòíûì, ÷òî êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü åãî ñ äèôôåî-

ìîðôèçìîì èñòî÷íèê-ñòîê Ψ2,0 äóãîé ñ (q − 2)-ìÿ òèïè÷íî ïðîõîäÿùèìè íåêðèòè÷å-

ñêèìè ñåäëî-óçëîâûìè áèôóðêàöèÿìè. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ψq,±1 ÷èñëî q ÿâëÿåòñÿ

íå÷åòíûì è q > 2. Îïèñàííàÿ âûøå òåõíèêà ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü ëþáîé òàêîé äèôôåî-

ìîðôèçì ñ äèôôåîìîðôèçìîì Ψ3,±, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ñîåäèíÿåòñÿ óñòîé÷èâîé

äóãîé ñ äèôôåîìîðôèçìîì èñòî÷íèê-ñòîê Ψ2,0 äóãîé ñ òèïè÷íî ïðîõîäÿùåé áèôóðêà-

öèåé óäâîåíèÿ ïåðèîäà.
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Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå [21].

Â ãëàâå 4 ïðèâîäÿòñÿ îáùèå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèô-

ôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ýòîé ãëàâå çàíèìàåò ðåçóëüòàò î

ïðåäñòàâëåíèè äèíàìèêè ëþáîãî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà â âèäå ãëîáàëüíîé äóàëü-

íîé ïàðû àòòðàêòîð-ðåïåëëåð, äëÿ êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî áëóæäàþùèõ îðáèò ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçíûì.

Èìåííî, ðàññìîòðèì ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-

ôèçì f , çàäàííûé íà ãëàäêîé îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0
f , Ω1

f , Ω2
f ìíîæåñòâî ñòîêîâ, ñåäåë è èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèç-

ìà f . Äëÿ ëþáîãî (âîçìîæíî ïóñòîãî) f -èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà Σ ⊂ Ω1
f ïîëîæèì

AΣ = Ω0
f ∪W u

Σ, RΣ = Ω2
f ∪W s

Ω1
f\Σ

.

Èç ðàáîòû [6] ñëåäóåò, ÷òî ýòî àòòðàêòîð è ðåïåëëåð, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè.

Ïîëîæèì

VΣ = M2 \ (AΣ ∪RΣ),

îíî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂Σ ïðîñòðàí-

ñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå VΣ. Ñî-

ãëàñíî ðàáîòå [8], êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ V̂Σ ãîìåîìîðôíà äâó-

ìåðíîìó òîðó.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåî-

ìîðôèçìà f : M2 →M2 ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî Σ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò

V̂Σ ñâÿçíî.

Â ðàìêàõ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî ñëó÷àé, êîãäà äèôôåîìîðôèçì

ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñòîêîâóþ îðáèòó, òîãäà òåîðåìà âåðíà äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà

Σ. Êîãäà ïðîñòðàíñòâî îðáèò â áàññåéíàõ ñòîêîâ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè V̂i, i = 1, . . . , l, à èìåííî èç l äâóìåðíûõ òîðîâ, òî ñ òî÷íîñòüþ äî èõ ïåðå-

íóìåðàöèè ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, . . . , σl−1 òàêèõ , ÷òî

íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâîé òî÷êè σj ïðèíàäëåæàò V̂j, V̂j+1.

Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f è ìíîæåñòâà Σ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåî-

ðåìû 2, ïîëîæèì

Af = AΣ, Rf = RΣ, Vf = VΣ.

Äëÿ êëàññà G ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 àò-

òðàêòîð è ðåïåëëåð Af , Rf ìîæíî îïèñàòü áîëåå äåòàëüíî. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî Vf ñîñòîèò èç mf ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ öèëèíäðîâ è íàáîð íå

ñòÿãèâàåìûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, âçÿòûõ ïî îäíîé íà êàæäîé êîìïîíåíòå, ðàçäåëÿåò

ñôåðó S2 íà äâå íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè U è V òàêèå, ÷òî

f(U) ⊂ U, Af =
⋂
j∈N

f j(U); f−1(V ) ⊂ V, Rf =
⋂
j∈N

f−j(V ).
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Ëåììà 4.1 Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G (c òî÷íîñòüþ äî ðàññìîòðåíèÿ

äèôôåîìîðôèçìà f−1) âåðíî ñëåäóþùåå:

1) ìíîæåñòâî U ñîñòîèò èç mf ∈ N ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ

Df , f(Df ), . . . , f
mf−1(Df ) òàêèõ, ÷òî f

mf (cl Df ) ⊂ intDf ;

2) àòòðàêòîð Af ñîñòîèò èç mf êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè A, f(A), . . . , fmf−1(A) òà-

êèõ, ÷òî A =
⋂
j∈N

f jmf (Df ) è f
mf (A) = A;

3) ðåïåëëåð Rf ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G+ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà G, ñîñòîÿùåå èç äèôôåîìîðôèçìîâ,

âñå ñåäëîâûå òî÷êè êîòîðûõ èìåþò ïîëîæèòåëüíûé òèï îðèåíòàöèè. Ïîëîæèì G− =

G \ G+ è îáîçíà÷èì ÷åðåç G1 ïîäìíîæåñòâî G, ñîñòîÿùåå èç äèôôåîìîðôèçìîâ f ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ ïàðà Af , Rf (mf = 1). Èñïîëüçóÿ òîïîëîãèþ

äâóìåðíîé ñôåðû óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ôàêòû.

Ëåììà 4.4 G− ⊂ G1.

Ëåììà 4.5 Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+ ÷èñëî mf îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî,

òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðû Af , Rf .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî G+ \ G1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

G+ \G1 = G2 · · · ∪Gm ∪ . . . (∗)

òàêèõ, ÷òî mf = m äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Gm, m > 1. Ýòî ïðåäñòàâëå-

íèå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

ñ òî÷íîñòüþ äî óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè, ïîëó÷åííîé â ãëàâå 6.

Â ãëàâå 4 òàêæå óñòàíîâëåí ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ, äëÿ òàê íàçûâàåìûõ, äèôôåî-

ìîðôèçìîâ Ïàëèñà. Îíè ñîñòàâëÿþò êëàññ P ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-

ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M2, â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè f íåïîäâèæíû è èìåþò ïîëîæèòåëüíûé

òèï îðèåíòàöèè. Ýòîò êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ áûë âûäåëåí â ðàáîòå Äæ. Ïàëèñà

[25], êàê êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòè, âêëþ÷àþùèõñÿ â

òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìû ïîñòðî-

èì ñïåöèàëüíóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Èìåííî, ïóñòü f ∈ P . Ïóñòü Lp � ïó÷îê ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ â óçåë p è èõ ÷èñëî

ðàâíî kp.

Îáîçíà÷èì Lk ⊂ R2 � ïó÷îê ëó÷åé l1, . . . , lk, èìåþùèõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

(ρ, θ) âèä li = {(ρ, θ) ∈ R2 : θ = θi}, θi ∈ [0, 2π).

Äèôôåîìîðôèçì f ∈ P íàçîâåì êàíîíè÷åñêèì, åñëè êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p

äèôôåîìîðôèçìà f îáëàäàåò ëîêàëüíîé êàðòîé (Up, ψp) òàêîé, ÷òî p ∈ Up, ψp(p) = O

è

1) ψpfψ
−1
p (x, y) =

(
1
2
x, 1

2
y
)
äëÿ p ∈ Ω0

f ,

ψpfψ
−1
p (x, y) =

(
1
2
x, 2y

)
äëÿ p ∈ Ω1

f ,

ψpfψ
−1
p (x, y) = (2x, 2y) äëÿ p ∈ Ω2

f ;
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2) ψp(Lp) ⊂ Lkp äëÿ ëþáîé óçëîâîé òî÷êè p.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0 ⊂ P êëàññ êàíîíè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ëåììà 4.7 Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà g ∈ P0 ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ Φ, ëèíèè óðîâíÿ êîòîðîé ïåðåñåêàþò ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû íå áîëåå ÷åì

â îäíîé òî÷êå.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ôóíêöèè îñíîâàíà íà ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíûõ ýíåðãåòè-

÷åñêèõ ôóíêöèé Ìîðñà â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê è ðåãó-

ëÿðíîì ïîâåäåíèè ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ â áàññåéíàõ óçëîâûõ òî÷åê.

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüÿõ [19], [23], [22],

[20], [24].

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ äóã áåç áèôóðêàöèé âíóòðè îäíîãî è òîãî æå êëàñ-

ñà òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà. Ñôîðìóëèðóåì

èäåéíî ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òåõíè÷åñêèì ôóíäàìåíòîì

óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè.

� Ëåììà 5.1 Ëþáîé äèôôåìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f : Mn →Mn ñ ãëîáàëüíûìè

àòòðàêòîðîì è ðåïåëëåðîì A è R ñîåäèíÿåòñÿ äóãîé ñ ëþáûì äèôôåîìîðôèçìîì

f1, ñîâïàäàþùèì ñ f â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ UA ⊃ A, UR ⊃ R è èìåþùèì ïðî-

åêöèþ íåóñòîé÷èâûõ ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ â ïðîñòðàíñòâî îðáèò (UA \ f(UA))/f

îáúåìëþùå èçîòîïíóþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f .

� Ëåììà 5.2 Ëþáîé äèôôåìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f : Mn → Mn ñîåäèíÿåòñÿ ñ

ëþáûì äèôôåîìîðôèçìîì f1, ñîâïàäàþùèì ñ f íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå è

ÿâëÿþùèìñÿ ëèíåéíûì â íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè.

� Ëåììà 5.3 Ëþáîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2, ÿâëÿ-

þùèéñÿ ëèíåéíûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ñîåäè-

íÿåòñÿ ñ äèôôåîìîðôèçìîì f1, ñîâïàäàþùèì ñ f â ýòîé îêðåñòíîñòè è òàêèì,

÷òî çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ åãî ñåäëîâûõ òî÷åê ÿâëÿþòñÿ

ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.

� Ëåììà 5.4 Ëþáîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 c àò-

òðàêòîðîì A, ÿâëÿþùèìñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, ñîåäèíÿåòñÿ äóãîé ñ ëþ-

áûì äèôôåîìîðôèçìîì f1, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûì ñ f íà àòòðàêòîðå A è

â íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè.

� Ëåììà 5.5 Ëþáîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2, îáú-

åäèíåíèå íåóñòîé÷èâûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèé êîòîðîãî ñî ñòîêàìè ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêî âëîæåííûì àòòðàêòîðîì A, ñîåäèíÿåòñÿ ñ ëþáûì äèôôåîìîðôèçìîì f1,

ñîâïàäàþùèì ñ f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè A è â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêîâ.

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüÿõ [20], [24].

7



Â ãëàâå 6 èçëîæåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèç-

ìîâ 2-ñôåðû ñ òî÷íîñòüþ äî óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1, êàê ýêâàòîð 2-ñôåðû S2. Òîãäà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé

äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè â òî÷íîñòè ñ äâóìÿ ïåðèîäè÷åñêèìè îðáèòàìè ïåðèîäà

m ∈ N è ÷èñëîì âðàùåíèÿ k
m
, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî äèôôåîìîðôèçìà φk,m : S2 →

S2, èìåþùåãî äâà íåïîäâèæíûõ èñòî÷íèêà â ñåâåðíîì è þæíîì ïîëþñàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck,m êîìïîíåíòó óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè äèôôåî-

ìîðôèçìà φk,m è ÷åðåç C−k,m êîìïîíåíòó óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè äèô-

ôåîìîðôèçìà φ−1
k,m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0 êîìïîíåíòó óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿç-

íîñòè äèôôåîìîðôèçìà èñòî÷íèê-ñòîê � äèôôåîìîðôèçìà φ0 ∈ G ñ íåáëóæäàþùèì

ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì â òî÷íîñòè èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ëþáîé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-

ôèçì äâóìåðíîé ñôåðû S2 ïðèíàäëåæèò îäíîé èç êîìïîíåíò C0, Ck,m, C
−
k,m, k, m ∈

N, k < m/2, (k,m) = 1. Ïðè ýòîì:

� êîìïîíåíòû C0, Ck,m, C
−
k,m, k, m ∈ N, k < m/2, (k,m) = 1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-

þòñÿ;

� Ck,m = Cm−k,m, C
−
k,m = C−m−k,m, C1,2 = C−1,2 = C0,1 = C−0,1 = C0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü ðàçíûì êëàññàì óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíî-

ñòè äèôôåîìîðôèçìîâ φk,m, φk′,m′ äëÿ m = 2r · q,m′ = 2r
′ · q′, q 6= q′ äëÿ öåëûõ r, r′ ≥ 0

è íàòóðàëüíûõ q 6= q′ ñëåäóåò èç ðàáîòû [1]. Îäíàêî ïîëíîé êëàññèôèêàöèè â äàííîé

ðàáîòå íå ïðèâîäèòñÿ.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ëåæèò ïîëó÷åííîå ðàíåå ðàçëîæåíèå (∗). Èñ-
ïîëüçóÿ òåõíè÷åñêèå ëåììû ãëàâû 5 è ñâÿçíîñòü àòòðàêòîðà Af è ðåïåëëåðà Rf äëÿ

äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G1 ñòðîèòñÿ óñòîé÷èâàÿ äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ åãî ñ äèôôåîìîð-

ôèçìîì φ0. Òàêæå èñïîëüçóÿ ñâÿçíîñòü àòòðàêòîðà Af äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Gm, m >

1 è òåõíè÷åñêèå ëåììû ãëàâû 5, óäàåòñÿ òðèâèàëèçîâàòü åãî àòòðàêòîð, òî åñòü ñîåäè-

íèòü åãî óñòîé÷èâîé äóãîé ñ äèôôåîìîðôèçìîì g èç êëàññà Hm ⊂ Gm, ñîñòîÿùåãî èç

äèôôåîìîðôèçìîâ g, äëÿ êîòîðûõ àòòðàêòîð Ag ñîñòîèò èç îäíîé ñòîêîâîé îðáèòû

ïåðèîäà m.

Äàëåå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äèôôåîìîðôèçìà g ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ îðáèòà

Oσ ïåðèîäàm òàêàÿ, ÷òî clW u
Oσ ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíîé çàìêíóòîé êðèâîé Cσ è îòîá-

ðàæåíèå g|Cσ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ãðóáîìó ïðåîáðàçîâàíèþ îêðóæíîñòè ñ ÷èñëîì

âðàùåíèÿ k
m
. Ïðè ýòîì, ÷èñëà âðàùåíèÿ äëÿ âñåõ òàêèõ îêðóæíîñòåé ñîâïàäàþò. Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü äèôôåîìîðôèçì g óñòîé÷èâîé äóãîé ñ äèôôåî-

ìîðôèçìîì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîé ñåäëîâîé îðáèòû

Oσ = {σ, f(σ), . . . , fm−1(σ)}, îäíîé ñòîêîâîé îðáèòû Oω = {ω, f(ω), . . . , fm−1(ω)} è
íåïîäâèæíûõ èñòî÷íèêîâ α1, α2. Èñïîëüçóÿ òåõíè÷åñêèå ëåììû ãëàâû 5, ïîëó÷åííûé
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äèôôåîìîðôèçì ñîåäèíÿþòñÿ äóãîé áåç áèôóðêàöèé ñ ìîäåëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì

φk,m.

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ φk,m îòíîñòèòåëüíî îòíîøå-

íèÿ óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâî íåêðè-

òè÷íîñòè ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè.

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüÿõ [22], [23].

Â ãëàâå 7 èçëîæåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ïàëèñà ñ òî÷íî-

ñòüþ äî óñòîé÷èâîé èçîòîïè÷åñêîé ñâÿçíîñòè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 4. Ëþáûå äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ P , çàäàííûå íà îäíîé è òîé æå ïî-

âåðõíîñòèM2 ñîåäèíÿþòñÿ óñòîé÷èâîé äóãîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîõîäÿùèõ îáùèì

îáðàçîì íåêðèòè÷åñêèõ ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ðåçóëüòàòà îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè äóãè áåç áèôóðêàöèé

ñîåäèíÿþùåé äèôôåîìîðôèçì f ∈ P ñ íåêîòîðûì êàíîíè÷åñêèì äèôôåîìîðôèçìîì

g ∈ P0. Â ñèëó ëåììû 4.7 äëÿ äèôôåîìîðôèçìà g ∈ P0 ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ Φ, ÷üå îáðàòíîå ãðàäèåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå ïîðîæäàåò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé

ïîòîê φτf . Èñïîëüçóÿ ëèíèè óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè ñòðîèòñÿ äóãà áåç áèôóðêàöèé, ñîåäè-

íÿþùàÿ g ñ φf . Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîé äóãè ìåæäó ïîòîêàìè Ìîðñà-Ñìåéëà

íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè, äèôôåîìîðôèçìû φf , φf ′ ñîåäèíÿþòñÿ äóãîé ñ êîíå÷íûì ÷èñ-

ëîì ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêàöèé.

Äëÿ âèçóàëèçàöèè ïîñòðîåííîé äóãè ðàññìîòðåí êëàññ Q ⊂ P ïîëÿðíûõ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíîì òîðå T2. Èäåéíî ýòà âèçóà-

ëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ìåòîäà, ïðèìåíåííîãî Æ. Ôëåéòàñ â ðàáîòå

[10].

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüÿõ [20], [24].
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