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Введение
Классификация компактных трехмерных Евклидовых многообразий (последнее
означает, что многообразие локально изометрично евклидову пространству E3) с
точностью до гомеоморфизам получено W. Nowacki [20] и независимо W. Hantzsche
и H. Wendt [3]. Эта классификация основана на теореме Биебербаха (1911), гла-
сящей, что всякое такое многообразие есть факторизация евклидова пространства
по действию группы Биебербаха R3/Γ. Напомним про подгруппа группы изомет-
рий евклидова пространства называется группой Биебербаха если она дискретна,
кокомпактна и свободно от кручения. В этом случае группа Γ изоморфна фун-
даментальной группе фактор-пространства, т.е. Γ ∼= π1(R3/Γ). Упомянутая выше
классификация гласит, что существует только 10 трехмерных Евклидовых форм:
шесть ориентируемых G1, . . . ,G6 и четыре неориентируемых B1, . . . ,B4. Фундамен-
тальные группы этих многообразий приведены в явном виде, например, в [21]. Здесь
G1 обозначает трехмерный тор, для которого все рассматриваемые ниже вопросы
тривиальны, так что для него аналоги изложенных ниже результатов не приводят-
ся.

Основная цель статей, составляющих данную диссертацию, описать классы
гомеоморфности многообразий, могущих накрывать в конечное число слоев каждое
из многообразий G2, . . . ,G6, B1, B2; и посчитать в замкнутой форме (как функцию
от числа слоев) количество классов эквивалентности накрытий каждого типа
гомеоморфности накрывающего и накрываемого многообразия. Напомним что два
накрытия

p1 : M1 → M and p2 : M2 → M

называются эквивалентными если существует гомеоморфизм h : M1 → M2 такой
что p1 = p2 ◦ h. Перечисления классов эквивалентности накрытий имеют богатую
историю. Проблема описания классов эквивалентности накрытий Римановой сферы
с данными простыми точками ветвления восходит к Гурвицу, решена в его статье
1891 г.([6]). Позже было показано ([7]), что данное число имеет естественную ин-
терпретацию в терминах неприводимых характеров симметрической группы.
Проблемы, аналогичные проблеме Гурвица, исследовались рядом авторов. Для за-
мкнутой Римановой поверхности задача была полностью решена в [14] (1984).

Наибольший интерес представляют неразветвленные накрытия. Мы используем
следующие обозначения: через sG(n) обозначено число подгрупп индекса n в груп-
пе G, а через cG(n) – число классов сопряженности таких подгрупп. Аналогично,
через sH,G(n) обозначено число подгрупп индекса n в группе G, изоморфных H, а
через cH,G(n) – число классов сопряженности таких подгрупп. В соответствии со
сказанным выше, cG(n) есть число классов эквивалентности n-листных накрытий
многообразия M с фундаментальной группой G, а cH,G(n) – число классов
эквивалентности n-листных накрытий p : N → M, имеющих фиксированную фун-
даментальную группу π1(N ) ∼= H накрывающего пространства. Если M – компакт-
ная поверхность с непустой границей, ейлеровой характеристики χ(M) = 1− r, где
r ≥ 0 (например, диск с r дырками), тогда ее фундаментальная группа – сво-
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бодная с r образующими Γ = Fr. В этом случае sΓ(n) вычислена M. Hall (1949,
[5]). В. А. Лисковец (1971, [9]) получил явное выражение для cΓ(n). Альтернатив-
ный подход предложен J. H. Kwak и Y. Lee (1996, [8]). Числа sG(n) и cG(n)
для фундаментальной группы G замкнутой поверхности без края (ориентируемой
и неориентируемой) получены А. Д. Медных (1978 [12], 1979 [13], 1986 [15]).Им
же в статье (2008) [16], приведен общий метод получения cG(n) для произвольной
конечно-порожденной группы G. Асимптотические формулы для sG(n) во многих
важных частных случаях получены T. W. Müller с соавторами (2000 [17], 2002 [18],
2002 [19]).

В трехмерном случае для широкого класса расслоений Зейферта sG(n) найдены
В. А. Лисковцом и А. Д. Медных в (2000, [10]) и (2000, [11]).

Из общей теории накрытий всякое n-листное накрытие определяется подгруп-
пой индекса n в фундаментальной группе накрываемого многообразия M. Классы
эквивалентности n-листных накрытий M биективно соответствуют классам
сопряженности подгрупп индекса n в π1(M), см. например, ([4], p. 67). Таким об-
разом естественно возникают две задачи: описать классы изоморфности подгрупп
конечного индекса в фундаментальных группах рассматриваемых многообразий и
найти число таких подгрупп (отдельно для каждого типа изоморфизам), а также
число классов сопряженности таких подгрупп. В статьях, составляющих данную
диссертацию, эти задачи полностью решены для групп π1(G2), π1(G3), π1(G4), π1(G5),
π1(G6), π1(B1), π1(G2). Также для полученных последовательностей приводится их
выражение в терминах производящих рядов Дирихле.

1 Основные обозначения
Для групп G и H через sH,G(n) обозначим число подгрупп индекса n в G, изоморф-
ных H; а через cH,G(n) – число классоф сопряженности таких подгрупп.

Нат также потребуются следующие теоретико-числовые последовательности.
Для натурального n мы будем часто брать суммы по всевозможным разложени-
ям n в произведение двух или трех натуральных сомножителей

∑
ab=n и

∑
abc=n.

Порядок сомножителей важен. Мы считаем, что сумма обращается в ноль если n
не натуральное.

Например, это естественный язык чтобы выразить фунцию σ0(n) – число пред-
ставлений n в виде произведения двух натуральных чисел σ0(n) =

∑
ab=n 1. Нам

понадобятся следующие функции σ0:

σ1(n) =
∑
ab=n

a, σ2(n) =
∑
ab=n

σ1(a) =
∑
abc=n

a,

d3(n) =
∑
ab=n

σ0(a) =
∑
abc=n

1, ω(n) =
∑
ab=n

aσ1(a) =
∑
abc=n

a2b,

χ(n) =
∑
ab=n

aσ1(b) =
∑
ab=n

aσ0(a) =
∑
abc=n

ab;
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τ(n) = |{(s, t)|s, t ∈ Z, s > 0, t ≥ 0, s2 + t2 = n}| =
∑
ab=n

a≡1mod 4

1−
∑
ab=n

a≡3mod 4

1 =
∑
k|n

sin
πk

2
,

θ(n) = |{(p, q) ∈ Z2|p > 0, q ≥ 0, p2 − pq + q2 = n}| =
∑
ab=n

a≡1mod 3

1−
∑
ab=n

a≡2mod 3

1 =
∑
k|n

2√
3
sin

2πk

3
.

Для последовательности {f(n)}∞n=1, формальный степенной ряд

f̂(s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns

называется производящим рядом Дирихле последовательности {f(n)}∞n=1, see ([1],
Ch. 12). Восстановить последовательность по ее производящему ряду Дирихле поз-
воляет формула Перрона (см. [1], Th. 11.17).

Через ζ(s) будем обозначать зета-функцию Римана ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
. Следуя за [1]

отметим, что

σ̂0(s) = ζ2(s), σ̂1(s) = ζ(s)ζ(s−1), σ̂2(s) = ζ2(s)ζ(s−1), ω̂(s) = ζ(s)ζ(s−1)ζ(s−2).

Определим последовательность {ϕ(n)}∞n=1 как ϕ(n) =


1 if n ≡ 1 mod 4

0 if 2 | n
−1 if n ≡ 3 mod 4

.

Положим η(s) = ϕ̂(s). То есть η(s) – L-функция Дирихле для мультипликативного
характера ϕ(n). Тогда τ̂(s) = ζ(s)η(s), или в более аналитических терминах

τ̂(s) =
1

1− 2−s

∏
p≡1 mod 4

1

(1− p−s)2

∏
p≡3 mod 4

1

1− p−2s
.

Детали см. ([2] стр. 4).
аналогично определим {ψ(n)}∞n=1 как ψ(n) = 2√

3
sin 2πn

3
, или эквивалентно

ψ(n) =


1 if n ≡ 1 mod 3

−1 if n ≡ 2 mod 3

0 if n ≡ 0 mod 3.

Обозначим ϑ(s) = ψ̂(s). Опять же отметим, что ϑ(s) – L-функция Дирихле для
мультипликативного характера ψ(n). Тогда, θ̂(s) = ζ(s)ϑ(s), эквивалентно

θ̂(s) =
1

1− 3−s

∏
p≡1mod 3

1

(1− p−s)2

∏
p≡2mod 3

1

1− p−2s
.
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2 Многообразия G2 и G4

В статье из Аппендикса B рассматриваются многообразия G2 и G4. Основной интерес
представляют следующие доказанные в статье теоремы.

Теорема 1. Любая подгруппа ∆ конечного индекса n в π1(G2) изоморфна π1(G2) или
Z3. Соответствующие числа подгрупп:

(i) sπ1(G2),π1(G2)(n) = ω(n)− ω(
n

2
);

(ii) sZ3,π1(G2)(n) = ω(
n

2
).

Теорема 2. Для n-листного накрытия N → G2 при нечетном n накрывающее
многообразие N гомеоморфно G2. Если n четно то накрывающее многообразие N
гомеоморфно или G2, или G1. Соответствующие числа классов эквивалентности
накрытий:

cπ1(G2),π1(G2)(n) = σ2(n) + 2σ2(
n

2
)− 3σ2(

n

4
); (i)

cZ3,π1(G2)(n) =
1

2

(
ω(
n

2
) + σ2(

n

2
) + 3σ2(

n

4
)
)
. (ii)

Теорема 3. Любая подгруппа ∆ конечного индекса n в π1(G4) изоморфна или π1(G4),
или π1(G2), или Z3. Соответствующие числа подгрупп:

(i) sπ1(G4),π1(G4)(n) =
∑
a|n

aτ(a)−
∑
a|n

2

aτ(a);

(ii) sπ1(G2),π1(G4)(n) = ω(
n

2
)− ω(

n

4
);

(iii) sZ3,π1(G4)(n) = ω(
n

4
).

Теорема 4. Для n-листного накрытия N → G4 при нечетном n накрывающее
многообразие N гомеоморфно G4. Если n четно но не делится на 4 то N гомео-
морфно или G4, или G2. Наконец, если n делится на 4 то N гомеоморфно или G4,
или G2, или G1.is homeomorphic to one of G4, G2 and G1. Соответствующие числа
классов эквивалентности накрытий:

(i) cπ1(G4),π1(G4)(n) =
∑
a|n

τ(a)−
∑
a|n

4

τ(a);

(ii) cπ1(G2),π1(G4)(n) =
1

2

(
σ2(

n

2
) + 2σ2(

n

4
)− 3σ2(

n

8
) +

∑
a|n

2

τ(a)−
∑
a|n

8

τ(a)
)
;

(iii) cZ3,π1(G4)(n) =
1

4

(
ω(
n

4
) + σ2(

n

4
) + 3σ2(

n

8
) + 2

∑
a|n

4

τ(a) + 2
∑
a|n

8

τ(a)
)
.
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Теоремы 1 и 2 описывают всевозможные типы изоморфизма подгрупп конечно-
го индекса в π1(G2)и считают число таких подгрупп (с учетом типа) и их классов
сопряженности. Теоремы 3 и 4 делают то же самое для π1(G4). Теоремы 1–4 соот-
ветствуют теоремам 1–4 в статье.

Самостоятельный интерес представляют следующие утверждения, дающие пол-
ную систему инвариантов, нумерующих подгруппы конечного индекса π1(G2) и
π1(G4), и классы сопряженности таких подгрупп, а также определяющие тип изо-
морфизма.

Определение 1. n-порождающей для π1(G2) будем называть тройку (a,H, ν) сле-
дующего вида:

(i) a – натуральный делитель n,

(ii) H – подгруппа индекса n/a в Z2,

(iii) ν – элемент Z2/H.

Предложение 1. Существует биекция между n-порождающими для π1(G2) трой-
ками (a,H, ν) и подгруппами ∆ индекса n в π1(G2). Более того, ∆ ∼= Z3 если a(∆)
четно и ∆ ∼= π1(G2) если a(∆) нечетно.

Предложение 2. Классы сопряженности подгрупп ∆ ∼= Z3 индекса n в π1(G2)
нумеруются тройками (a,H, ν̄), где a и H имеют тот же смысл, что и в Пред-
ложении 1 а ν̄ – множество вида ν̄ = {ν,−ν}, где ν – то же что и выше.

Классы сопряженности подгрупп ∆ ∼= π1(G2) индекса n в π1(G2) нумеруются
тройками (a,H, ν̃), где a и H имеют тот же смысл, что и в Предложении 1 а ν̃
– элемент Z2/⟨H, (2, 0), (0, 2)⟩.

Определение 2. n-порождающей для π1(G2) будем называть тройку (a,H, ν) сле-
дующего вида:

(i) a – натуральный делитель n,

(ii) H – подгруппа индекса n/a в Z2, причем для нечетных a подгруппа H сохра-
няется автоморфизмом ℓ : (x, y) → (−y, x),

(iii) ν элемент Z2/H.

Предложение 3. Существует биекция между n-порождающими для π1(G4) трой-
ками (a,H, ν) и подгруппами ∆ индекса n в π1(G4). Более того, ∆ ∼= Z3 если a(∆)
делится на 4, ∆ ∼= π1(G2) если a(∆) делится на 2 но не на 4, и ∆ ∼= π1(G4) если
a(∆) нечетно.

Предложения 1 и 3 соответствуют Предложениям 3 и 5 в статье, Предложе-
ние 3, хотя явным образом в статье не сформулировано, фактически доказано в
доказательстве Теоремы 2.
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Производящие функции для полученных последовательностей приведены в сле-
дующей таблице.

H
G G2 G4

Z3 ŝH,G 2−sζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2) 4−sζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2)

ĉH,G 2−s−1ζ(s)ζ(s − 1)
(
ζ(s − 2) +

(1 + 3 · 2−s)ζ(s)
) 2−2s−2ζ(s)

(
ζ(s − 1)ζ(s − 2) +

(1 + 3 · 2−s)ζ(s)ζ(s− 1) + 2(1 + 2−s)ζ(s)η(s)
)

G2
ŝH,G

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2) 2−s

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2)

ĉH,G

(
1−2−s

)(
1+3 ·2−s

)
ζ(s)2ζ(s−1) 2−s−1(1 − 2−s)ζ(s)2

(
(1 + 3 · 2−s)ζ(s − 1) +

(1 + 2−s)η(s)
)

G4
ŝH,G 0

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)η(s− 1)

ĉH,G 0
(
1− 2−s

)(
1 + 2−s

)
ζ(s)2η(s)
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3 Многообразия G3 и G5

В статье из Аппендикса C рассматриваются многообразия G3 и G5. Основной интерес
представляют следующие доказанные в статье теоремы:

Теорема 5. Любая подгруппа ∆ конечного индекса n в π1(G3) изоморфна π1(G3) или
π1(G1) ∼= Z3. Соответствующие числа подгрупп:

(i) sπ1(G3),π1(G3)(n) =
∑
k|n

kθ(k)−
∑
k|n

3

kθ(k);

(ii) sZ3,π1(G3)(n) = ω(
n

3
).

Теорема 6. Для n-листного накрытия N → G3 при n не делящемся на 3 накры-
вающее многообразие N гомеоморфно G3. Если n делится на 3 то накрывающее
многообразие N гомеоморфно или G3, или G1. Соответствующие числа классов
эквивалентности накрытий:

(i) cπ1(G3),π1(G3)(n) =
∑
k|n

θ(k) +
∑
k|n

3

θ(k)− 2
∑
k|n

9

θ(k);

(ii) cZ3,π1(G3)(n) =
1

3

(
ω(
n

3
) + 2

∑
k|n

3

θ(k) + 4
∑
k|n

9

θ(k)
)
.

Теорема 7. Любая подгруппа ∆ конечного индекса n в π1(G5) изоморфна или π1(G5),
или π1(G3), или π1(G2), или π1(G1) ∼= Z3. Соответствующие числа подгрупп:

(i) sπ1(G5),π1(G5)(n) =
∑

k|n, (n
k
,6)=1

kθ(k);

(ii) sπ1(G3),π1(G5)(n) =
∑
k|n

2

kθ(k)−
∑
k|n

6

kθ(k);

(iii) sπ1(G2),π1(G5)(n) = ω(
n

3
)− ω(

n

6
);

(iv) sZ3,π1(G5)(n) = ω(
n

6
).

Теорема 8. Числа классов сопряженности подгрупп конечного индекса n в π1(G5)
таковы:

(i) cπ1(G5),π1(G5)(n) =
∑

k|n, (n
k
,6)=1

θ(k);
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(ii) cπ1(G3),π1(G5)(n) =
∑
k|n

2

θ(k)−
∑
k| n

18

θ(k);

(iii) cπ1(G2),π1(G5)(n) =
1

3

(
σ2(

n

3
) + 2σ2(

n

6
)− 3σ2(

n

12
) + 2

∑
k|n

3

θ(k)− 2
∑
k|n

6

θ(k)
)
;

(iv) cZ3,π1(G5)(n) =
1

6

(
ω(
n

6
) + σ2(

n

6
) + 3σ2(

n

12
) + 4

∑
k|n

6

θ(k) + 4
∑
k| n

18

θ(k)
)
.

Теоремы 5–8 соответсвуют теоремам 1–4 в статье.
Самостоятельный интерес представляют следующие утверждения, дающие пол-

ную систему инвариантов, нумерующих подгруппы конечного индекса π1(G3) и
π1(G5), , а также определяющие тип изоморфизма подгруппы.

Определение 3. n-порождающей для π1(G3) или π1(G5) будем называть тройку
(a,H, ν) следующего вида:

(i) a – натуральный делитель n,

(ii) H – подгруппа индекса n/a в Z2, причем если n не делится на 3, то H сохра-
няется автоморфизмом ℓ : (x, y) → (−y, x− y),

(iii) ν – элемент Z2/H.

Замечание. Как семейства объектов n-порождающие тройки для π1(G3) или
π1(G5) совпадают, мы просто по-разному строим по тройке соответсвующую ей под-
группу в π1(G3) и π1(G5). Так что, чтобы избежать путаницы, мы называем тройку
порождающей для π1(G3) или π1(G5) в зависимости от того, подгруппу в чем мы
хотим определить.

Предложение 4. Существует биекция между n-порождающими для π1(G3) трой-
ками (a,H, ν) и подгруппами ∆ индекса n в π1(G3). Более того, ∆ ∼= Z3 если a(∆)
делится на 3 и ∆ ∼= π1(G3) если a(∆) не делится на 3.

Предложение 5. Существует биекция между n-порождающими для π1(G5) трой-
ками (a,H, ν) и подгруппами ∆ индекса n в π1(G5). Более того, ∆ ∼= Z3 если a(∆)
делится на 3 и ∆ ∼= π1(G3) если a(∆) не делится на 3. There is a bijection between
the set of n-essential triple (a,H, ν) and the set of subgroups ∆ of index n in π1(G5).
Более того, ∆ ∼= Z3 если (a, 6) = 6, ∆ ∼= π1(G2) если (a, 6) = 3, ∆ ∼= π1(G3) если
(a, 6) = 2 и ∆ ∼= π1(G5) если (a, 6) = 1.

Предложения 4 и 5 соответствуют Предложениям 3 и 5 в статье.
Производящие функции для полученных последовательностей приведены в сле-

дующей таблице.
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H
G

π1(G3) π1(G5)

π1(G1)
ŝH,G 3−sζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2) 6−sζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2)

ĉH,G 3−s−1ζ(s)
(
ζ(s − 1)ζ(s − 2) +

2(1 + 2 · 3−s)ζ(s)ϑ(s)
) 6−s−1ζ(s)

(
ζ(s− 1)ζ(s− 2) +

(1 + 3 · 2−s)ζ(s)ζ(s− 1) + 4(1 + 3−s)ζ(s)ϑ(s)
)

π1(G2)
ŝH,G 0 3−s

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2)

ĉH,G 0 3−s−1
(
1−2−s

)
ζ(s)2

(
(1+3·2−s)ζ(s−1)+2ϑ(s)

)
π1(G3)

ŝH,G

(
1− 3−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)ϑ(s− 1) 2−s

(
1− 3−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)ϑ(s− 1)

ĉH,G

(
1− 3−s

)(
1 + 2 · 3−s

)
ζ(s)2ϑ(s) 2−s

(
1− 3−s

)(
1 + 3−s

)
ζ(s)2ϑ(s)

π1(G5)
ŝH,G 0

(
1− 2−s

)(
1− 3−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)ϑ(s− 1)

ĉH,G 0
(
1− 2−s

)(
1− 3−s

)
ζ(s)2ϑ(s)
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4 Многообразие Ханце-Вендта
В статье из Аппендикса D рассматриваются многообразие Ханце-Вендта. Основной
интерес представляют следующие доказанные в статье теоремы:

Теорема 9. Любая подгруппа ∆ конечного индекса n в π1(G6) изоморфна или π1(G6),
или π1(G2), или Z3. Соответствующие числа подгрупп:

(i) sZ3,π1(G6)(n) = ω
(n
4

)
;

(ii) sπ1(G2),π1(G6)(n) = 3ω
(n
2

)
− 3ω

(n
4

)
;

(iii) sπ1(G6),π1(G6)(n) = n
(
d3(n)− 3d3

(n
2

)
+ 3d3

(n
4

)
− d3

(n
8

))
.

Теорема 10. Для n-листного накрытия N → G3 накрывающее пространство N
имеет один из трех типов гомеоморфности: G6, G2 или G1. Соответствующие
числа классов эквивалентности накрытий:

(i) cZ3,π1(G6)(n) =
1

4
ω
(n
4

)
+

3

4
σ2

(n
4

)
+

9

4
σ2

(n
8

)
;

(ii)

cπ1(G2),π1(G6)(n)=
3

2

(
σ2

(n
2

)
+2σ2

(n
4

)
−3σ2

(n
8

)
+d3

(n
2

)
−d3

(n
4

)
−3d3

(n
8

)
+5d3

( n
16

)
−2d3

( n
32

))
;

(iii) cπ1(G6),π1(G6)(n) = d3(n)− 3d3

(n
2

)
+ 3d3

(n
4

)
− d3

(n
8

)
.

Замечание. Если n нечетно то N ∼= G6. Если n ≡ 2 mod 4 то N ∼= G2. Наконец,
если 4 | n то N ∼= G2 или N ∼= G1.

Производящие функции для полученных последовательностей приведены в сле-
дующей таблице.

H sH,G6 cH,G6

π1(G1) 4−sζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2) 4−s−1ζ(s)ζ(s− 1)
(
ζ(s− 2) + 3(1 + 3 · 2−s)ζ(s)

)
π1(G2) 2−s

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2) 3 · 2−s−1(1 − 2−s)ζ2(s)

(
(1 + 3 · 2−s)ζ(s − 1) +

(1− 2−s)2(1 + 2−s+1)ζ(s)
)

π1(G1)
(
1− 2−s+1

)3
ζ3(s− 1)

(
1− 2−s

)3
ζ3(s)
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5 Многообразия B1 и B2

В статье из Аппендикса D рассматриваются многообразия B1 и B2. Основной инте-
рес представляют следующие доказанные в статье теоремы:

Теорема 11. Любая подгруппа ∆ конечного индекса n в π1(B1) изоморфна или Z3,
или π1(B1), или π1(B2). Соответствующие числа подгрупп:

(i) sZ3,π1(B1)(n) = ω(
n

2
);

(ii) sπ1(B1),π1(B1)(n) = χ(n)− χ(
n

2
);

(iii) sπ1(B2),π1(B1)(n) = 2χ(
n

2
)− 2χ(

n

4
).

Теорема 12. Для n-листного накрытия N → B1 при нечетном n накрывающее
многообразие N гомеоморфно B1. Если n четно то накрывающее многообразие N
гомеоморфно или G1, или B1, или B2. Соответствующие числа классов эквива-
лентности накрытий:

(i) cZ3,π1(B1)(n) =
1

2

(
ω(
n

2
) + σ2(

n

2
) + 3σ2(

n

4
)
)
;

(ii) cπ1(B1),π1(B1)(n) = σ2(n)− σ2(
n

4
);

(iii) cπ1(B2),π1(B1)(n) = 2σ2(
n

2
)− 2σ2(

n

4
).

Теорема 13. Любая подгруппа ∆ конечного индекса n в π1(B2) изоморфна или Z3,
или π1(B2), или π1(B1). Соответствующие числа подгрупп:

(i) sZ3,π1(B2)(n) = ω(
n

2
);

(ii) sπ1(B2),π1(B2)(n) = χ(n)− 5χ(
n

2
) + 12χ(

n

4
)− 8χ(

n

8
);

(iii) sπ1(B1),π1(B2)(n) = 2χ(
n

2
)− 2χ(

n

4
).

Теорема 14. Для n-листного накрытия N → B2 при нечетном n накрывающее
многообразие N гомеоморфно B2. Если n четно то накрывающее многообразие N
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гомеоморфно или G1, или B1, или B2. Соответствующие числа классов эквива-
лентности накрытий:

(i) cZ3,π1(B2)(n) =
1

2

(
ω(
n

2
) + σ2(

n

2
)− σ2(

n

4
) + 4σ2(

n

8
)
)
;

(ii) cπ1(B2),π1(B2)(n) = σ2(n)− 4σ2(
n

2
) + 7σ2(

n

4
)− 4σ2(

n

8
);

(iii) cπ1(B1),π1(B2)(n) = 2σ2(
n

2
)− 2σ2(

n

4
).

Теоремы 11, 12, 13 и 14 соответсвуют теормам 1,3,4,6 в статье соответсвенно,
однако даны в системе обозначений, согласованной с более поздними статьями.

Производящие функции для полученных последовательностей приведены в сле-
дующей таблице.

H
G B1 B2

Z3 ŝH,G 2−sζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2) 2−sζ(s)ζ(s− 1)ζ(s− 2)

ĉH,G 2−s−1ζ(s)ζ(s−1)
(
ζ(s−2)+(1+

3 · 2−s)ζ(s)
) 2−s−1ζ(s)ζ(s − 1)

(
ζ(s − 2) + (1 − 2−s + 4 ·

2−2s)ζ(s)
)

B1
ŝH,G

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)2 2−s+1

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)2

ĉH,G

(
1− 2−s

)(
1 + 2−s

)
ζ(s)2ζ(s− 1) 2−s+1

(
1− 2−s

)
ζ(s)2ζ(s− 1)

B2
ŝH,G 2−s+1

(
1− 2−s

)
ζ(s)ζ(s− 1)2

(
1− 2−s

)(
1− 4 · 2−s + 8 · 2−2s

)
ζ(s)ζ(s− 1)2

ĉH,G 2−s+1
(
1− 2−s

)
ζ(s)2ζ(s− 1)

(
1− 2−s

)(
1− 3 · 2−s + 4 · 2−2s

)
ζ(s)2ζ(s− 1)
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