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Энергетическая функция для динамических систем является естественным обобще-
нием функции энергии для диссипативных физических систем. В случае дискретных
динамических систем, в отличие от непрерывных, такая функция существует не всегда
даже для систем с регулярной динамикой. Настоящая работа поcвящена исследованию
существования и построению (в случае существования) энергетической функции у Ω-
устойчивых диффеоморфизмов с хаотическим поведением, обусловленным наличием
нетривиальных (отличных от периодической орбиты) базисных множеств.

Для любой динамической системы (потока или каскада), заданного на метрическом
пространстве, можно ввести понятие цепно-рекуррентного множества, связанного с по-
нятиями ε-траектории или псевдо-орбиты. Так как в работе рассматриваются дискрет-
ные динамические системы на компактных многообразиях, мы будем давать только
соответствующие определения, для потоков можно ввести аналогичные. Пусть M —
гладкое компактное ориентируемое n-многообразие, f — диффеоморфизм, заданный
наM . ε-цепью длины n, соединяющей точку x ∈M с точкой y ∈M для каскада f назы-
вается последовательность x = x1, . . . , xn = y точек из M такая, что d(f(xi), xi+1) < ε

для 1 6 i 6 n − 1 (см. рисунок 1). Точку x ∈ M называют цепно-рекуррентной, ес-
ли для любого ε > 0 существует номер n и ε-цепь длины n, соединяющая точку x с
ней самой. Множество всех цепно-рекуррентных точек каскада f называется цепно-
рекуррентным множеством f и обозначается Rf . На множестве Rf можно ввести
отношение эквивалентности следующим правилом: x ∼ y, x, y ∈ Rf , если для любого
ε > 0 существуют ε-цепи, соединяющие x с y и y с x. Тогда цепно-рекуррентное мно-
жество разбивается на классы эквивалентности, называемые цепными компонентыми
системы.

xn

x1

x2 f(x1)

f(xn-1)

x3 f(x2)

ε

Рис. 1: ε-цепь

Функцией Ляпунова динамической системы (потока или каскада), заданной на M ,
называется непрерывная функция ϕ : M → R, которая постоянна на каждой цепной
компоненте системы и убывает вдоль ее орбит вне цепно-рекуррентного множества. В
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силу результатов Ч. Конли [5], такая функция существует для любой динамической
системы, а сам факт существования носит название “Фундаментальная теорема ди-
намических систем”. Следует отметить, что сам Ч. Конли дополнительно требовал,
чтобы значения функции ϕ на различных компонентах цепно-рекуррентного множе-
ства были различны, а образ цепно-рекуррентного множества в силу ϕ был нигде не
плотен на прямой и называл такую функцию полной функцией Ляпунова. Числа, при-
надлежащие образу цепно-рекуррентного множества, Ч. Конли назвал критическими
значениями функции ϕ.

Однако для гладкой функции ее критическим значением принято называть образ
критической точки (точки, в которой градиент функции обращается в 0), которая,
вообще говоря, не обязана принадлежать цепно-рекуррентному множеству. В связи с
чем, наряду с функцией Ляпунова, используется понятие энергетической функции,
то есть гладкой функции Ляпунова, множество критических точек которой совпадает
с цепно-рекуррентным множеством системы. Заметим, что в непрерывной категории
также можно ввести понятие критической точки и определить энергетическую функ-
цию не требуя гладкость функции Ляпунова.

Динамические системы с гиперболическим цепно-рекуррентым множеством явля-
ются естественными объектами для изучения на предмет существования энергетиче-
ской функции. Напомним, что для диффеоморфизма f : M → M компактное f -
инвариантное множество Λ ⊂M называется гиперболическим, если существует непре-
рывноеDf -инвариантное разложение касательного подрасслоения TΛM в прямую сум-
му Es

Λ ⊕ Eu
Λ, x ∈ Λ такую, что

||Dfk(v)|| 6 cλk||v||, v ∈ Es
Λ, k > 0,

||Df−k(v)|| 6 cλk||v||, v ∈ Eu
Λ, k > 0

для некоторых фиксированных c > 0 и 0 < λ < 1. Наличие гиперболической структу-
ры на цепно-рекуррентном множестве эквивалентно Ω-устойчивости системы, то есть
такие диффеоморфизмы сохраняют структуру неблуждающего множества при ма-
лых добавках. В этом случае цепно-рекуррентное множество совпадает с неблуждаю-
щим множеством системы и периодические орбиты плотны в Rf . Таким образом, если
цепно-рекуррентное множество Rf диффеоморфизма f гиперболическое, то f явля-
ется A-диффеоморфизмом1 и имеет место теорема Смейла о спектральном разложе-
нии, а именно: Rf имеет лишь конечное число цепных компонент, каждая из которых
является компактной, инвариантной и топологически транзитивной. В этом случаи
их называют базисными множествами диффеоморфизма f . Если базисное множе-
ство является периодической орбитой, то его называют тривиальным, в противном

1Диффеоморфизм f : M → M , заданный на компактном многообразии M , называется A-
диффеоморфизмом, если он удовлетворяет аксиоме А (C. Смейл), то есть его неблуждающее множе-
ство NW (f) гиперболично и периодические точки плотны в NW (f).
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случае нетривиальным. В окрестности гиперболической изолированной точки цепно-
рекуррентного множества энергетическую функцию естественно строить в виде гипер-
поверхности второго порядка, поэтому для классов с конечным цепно-рекуррентным
множеством задачу существования энергетической функции обычно решают в классе
функций Морса — C2-гладких функций, все критические точки которых невырожде-
ны.

Первые результаты по построению энергетической функции принадлежат С. Смей-
лу [17], который в 1961 году доказал существование энергетической функции Морса у
градиентно-подобных потоков (структурно устойчивых потоков, цепно-рекуррентное
множество которых состоит из конечного числа неподвижных гиперболических точек).
K. Мейер [14] в 1968 году обобщил этот результат, построив энергетическую функцию
Морса-Ботта2 для произвольного структурно устойчивого потока, цепно-рекуррентное
множество которого состоит из конечного числа неподвижных точек и конечного числа
периодических орбит.

Как заметил в 1985 году Дж. Фрэнкс [6], применение результатов В. Вильсона [20] к
конструкции К. Конли даёт существование энергетической функции у любого гладко-
го потока с гиперболическим цепно-рекуррентным множеством. Тогда с помощью над-
стройки можно построить гладкую функцию Ляпунова для любого диффеоморфизма
с гиперболическим цепно-рекуррентным множеством. Но построенная таким образом
функция может иметь критические точки, которые не являются цепно-рекуррентными
и, следовательно, функция Ляпунова не является энергетической. Встает вопрос о
том, какие дискретные динамические системы допускают энергетические функции.
Первые результаты в этом направлении были получены Д. Пикстоном в 1977 году, в
своей работе [15] он доказал существование энергетической функции Морса у любого
диффеоморфизма Морса-Смейла (структурно устойчивого диффеоморфизма с цепно-
рекуррентным множеством, состоящим из конечного числа периодических орбит) на
поверхности. Результат Пикстона был обобщен на Ω-устойчивые 2-диффеоморфизмы
с конечным цепно-рекуррентным множеством, энергетическая функция Морса для
таких диффеоморфизмов была построена в работе Т. Митряковой, О. Починки, А.
Шишенковой [36]. В той же работе [15] Д. Пикстон построил диффеоморфизм Морса-
Смейла на трехмерной сфере, не обладающий энергетической функцией Морса. В ра-
ботах В. Гринеса, Ф. Лауденбаха, О. Починки [8], [9] и книге [11] получены необходи-
мые и достаточные условия существования энергетической функции Морса у трехмер-
ных диффеоморфизмов Морса-Смейла. Также известны примеры диффеоморфизмов
Морса-Смейла в размерности n > 3, которые не обладают энергетической функцией
Морса (см., например, [13]).

Из результатов выше следует, что не все диффеоморфизмы даже с регулярной ди-
намикой имеют энергетическую функцию. Тем более удивительным является факт

2C2-гладкая функция называется функцией Морса-Ботта, если гессиан в каждой критической
точке невырожден в направлении, нормальном к критическому множеству уровня.
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наличия энергетической функции у некоторых дискретных динамических систем с
хаотическим гиперболическим поведением. В настоящей работе энергетическая функ-
ция конструируется для некоторых классов Ω-устойчивых 2- и 3-диффеоморфизмов
с нетривиальными базисными множествами. Технически построение такой функции
базируется на динамических свойствах базисных множеств и процедуре сглаживания
непрерывного отображения.

Работа состоит из восьми глав.
Глава 1 является обзором имеющихся по данной тематике результатов.
В главе 2 формулируются основные результаты работы.
В главе 3 доказывается техническая теорема о сглаживании непрерывной функ-

ции, которая используется в дальнейшем для построения гладких энергетических
функций рассматриваемых классов диффеоморфизмов.

Теорема 1 ([30]∗3, Лемма 2.1, [3]∗, Lemma 5). ПустьMn — гладкое компактное
n-многообразие, K ⊂ Mn — замкнутое подмножество M и U — некоторая замкну-
тая окрестность множества K такая, что K ⊂ int U . Пусть задана непрерывная
сюръективная функция ϕ : U → [0; 1], гладкая на U \ K и ϕ−1(0) = K. Тогда для
любого δ ∈ (0; 1) существует гладкая функция g : [0; 1] → [0; 1], удовлетворяющая
следующим свойствам:

• g′(0) = 0 и g′(c) > 0, ∀c ∈ (0; 1];

• g(c) = c, ∀c ∈ [δ; 1];

• суперпозиция ψ = g ◦ ϕ — гладкая на всём множестве U .

Идея доказательства теоремы 1 основана на построении искомой функции g мето-
дом разбиения единицы с выполнением условий, необходимых для дифференцируемо-
сти композиции g ◦ ϕ.

В главе 4 приводятся необходимые для построения энергетических функций свой-
ства нетривиальных базисных множеств. Кроме того, в этой главе рассмотрен класс
S(M2) Ω-устойчивых диффеоморфизмов, заданных на замкнутой ориентируемой по-
верхности M2, все нетривиальные базисные множества которых являются аттракто-
рами4 или репеллерами. Основным результатом главы является следующая теорема.

Теорема 2 ([28]∗, Теорема 1). Для любого диффеоморфизма f ∈ S(M2) суще-
ствует гладкая энергетическая функция, являющаяся функцией Морса вне нетриви-
альных базисных множеств.

3Здесь и далее звездочкой отмечены работы, в которых одним из соавторов является диссертант
и результаты которых представлены в данной диссертации

4Компактное f -инвариантное множество A ⊂ M называется аттрактором диффеоморфизма f :
M →M , если у него существует такая компактная окрестность UA, называемая захватывающей, что
f(UA) ⊂ intUA и A =

⋂
k>0

fk(UA). Репеллер определяется как аттрактор для f−1.
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Доказательство теоремы 2 существенно опирается на существование так называе-
мого канонического носителя у одномерных базисных множеств Ω-устойчивых диф-
феоморфизмов поверхностей. Идеи построения такого носителя лежат в основе фун-
даментальной теории поверхностных базисных множеств, построенной в работах В.З.
Гринеса [22, 23], А.Ю. Жирова [31, 32, 33], Р.В. Плыкина [37]. Это позволяет выделить
захватывающую окрестность у нетривиальных базисных множеств в виде поверхности
с краем, причем каждая компонента края является окружностью. Тогда блуждающая
часть бассейна каждого нетривиального аттрактора расслаивается на окружности,
что позволяет сделать их линиями уровня будущей энергетической функции внутри
некоторой захватывающей окрестности. Вне захватывающих окрестностей аттракто-
ров и репеллеров диффеоморфизм имеет конечное гиперболическое цепно рекурентное
множество. Построение энергетической функции для регулярных компонент диффео-
морфизма основано на существовании энергетической функции Морса у диффеомор-
физмов Морса-Смейла на поверхностях, доказанном Д. Пикстоном. Результирующая
энергетическая функция является константой на одномерных аттракторах и репел-
лерах и является функцией Морса на дополнении к ним. Гладкость такой функции
обеспечивается технической теоремой 1.

Если среди нетривиальных базисных множеств Ω-устойчивого диффеоморфизма,
заданного на замкнутой ориентируемой поверхности, появляется хотя бы одно нуль-
мерное базисное множество, то на вопрос о существовании энергетической функции
до сих пор нет однозначного ответа.

В главе 5 рассмотрен подкласс таких диффеоморфизмов, а именно Ω-устойчивые
диффеоморфизмы, заданные на замкнутой ориентируемой поверхности M2, чье
неблуждающее множество содержит хотя бы одно нетривиальное нульмерное базисное
множество без пар сопряженных точек (точки x, y из некоторого базисного множества
Λ называется парой сопряженных точек, если W s

x = W s
y , W u

x = W u
y и открытые дуги

устойчивого и неустойчивого многообразий, ограниченные точками x и y не содержат
точек базисного множества Λ, на рисунке 2 изображена пара сопряженных точех: хо-
тя бы одна из дуг (красная или зеленая) содержит точки базисного множества). Как
следует из приведенного ниже основного результаты этой главы, наличие такого ба-
зисного множества является препятствием к существованию энергетической функции
у диффеоморфизма.

Теорема 3 ([1]∗, Theorem 1). Каждый Ω-устойчивый диффеоморфизм f : M2 →
M2, заданный на замкнутой ориентируемой поверхности M2, неблуждающее мно-
жество которого содержит нульмерное нетривиальное базисное множество без пар
сопряженных точек, не обладает энергетической функцией.

Доказательство теоремы 3 базируется на свойствах нульмерных нетривиальных
базисных множеств без пар сопряженных точек. Идея изучения таких множеств с
помощью универсального накрытия плоскостью Лобачевского развита в работах В.З.
Гринеса и Х. Калая [22, 26, 34]. Отсутствие пар сопряженных точек у нульмерного
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Рис. 2: Точки x и y — пара сопряженных точек

базисного множества позволяет выделить диски, внутренность которых состоит из
блуждающих точек диффеоморфизма, причем такие, что любая функция Ляпунова
(даже негладкая) имеет критические точки внутри этих дисков, то есть не является
энергетической функцией.

Если диффеоморфизм f : M →M является Ω-устойчивым, то на множестве его ба-
зисных множеств можно ввести отношение частичного порядка С. Смейла следующим
образом: Λ1 ≺ Λ2, если W s

Λ1
∩W u

Λ2
6= ∅.

В главе 6 получено частичное решение проблемы Смейла, касающейся описания
диаграмм Ω-устойчивых диффеоморфизмов, построенных на основе частичного по-
рядка С. Смейла. Диаграмма Смейла является частным случаем диаграммы Хассе
частично упорядоченного множества (X,≺), то представляет из себя граф, верши-
нами которого являются элементы множества X, а пара (x, y) образует ребро, если
x ≺ y и @z : x ≺ z, z ≺ y. В лемме 6.1 установлено, что диаграмма Смейла любого
Ω-устойчивого диффеоморфизма является связной диаграммой Хассе. С помощью хи-
рургической операции Смейла конструируются модельные диффеоморфизмы двумер-
ного тора. В лемме 6.6 получены необходимые и достаточные условия топологической
сопряженности модельных диффеоморфизмов. Далее вводится класс H Ω-устойчивых
диффеоморфизмов поверхности, являющихся связной суммой модельных диффеомор-
физмов. Основным результатом раздела является следующая теорема.

Теорема 4 ([21]∗, Теорема). Любая связная диаграмма Хассе реализуется неко-
торым диффеоморфизмом из класса H.

Размеченной диаграммой Смейла называется диаграмма Смейла, в которой около
каждой вершины дополнительно указан класс топологической сопряженности ограни-
чения диффеоморфизма на соответствующем базисном множестве. Для диффеомор-
физмов f, f ′ ∈ H изоморфность их размеченных диаграмм Смейла является необхо-
димым и достаточным условием их Ω-сопряженности. Однако сопрягающий гомеомор-
физм в общем случае не продолжается с базисных множеств на несущую поверхность.
В работе выделен подкласс H∗ ⊂ H диффеоморфизмов, у которых любые два модель-
ных диффеоморфизма связаны не более, чем по одной орбите. Для таких диффео-
морфизмов класс изоморфности размеченной диаграммы Смейла является полным
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инвариантом объемлющей Ω-сопряженности.
Теорема 5 ([2]∗, Теорема). Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ H∗ объемлюще Ω-

сопряжены тогда и только тогда, когда их размеченные диаграммы изоморфны.
В главе 7 рассматриваются Ω-устойчивые 3-диффеоморфизмы с двумерными

нетривиальными множествами. Если топологическая размерность аттрактора (репел-
лера) совпадает с размерностью неустойчивых (неустойчивых) многообразий его то-
чек, то он называется растягивающимся (сжимающимся). Для класса T (M3) струк-
турно устойчивых диффеоморфизмов с двумерным растягивающимся аттрактором
или сжимающимся репеллером из результатов В.З. Гринеса, Е.В. Жужомы и В.С.
Медведева [24, 35] известно, что все остальные базисные множества таких диффеомор-
физмов являются тривиальными, а несущее многообразие всегда гомеоморфно трех-
мерному тору. Кроме того, нетривиальное базисное множество отделяется от множе-
ства с регулярной динамикой так называемыми характеристическими сферами. Этот
факт позволяет доказать ручное вложение сепаратрис седловых точек и построить
энергетическую функцию Морса для рассматриваемого диффеоморфизма вне растя-
гивающегося аттрактора (сжимающегося репеллера), воспользовавшись результата-
ми В.З. Гринса, Ф. Лауденбаха и О.В. Починки [9] о существовании энергетической
функции Морса для 3-диффеоморфизмов Морса-Смейла. Теорема 1 позволяет гладко
продолжить построенную функцию на нетривиальное базисное множество и, таким
образом, доказать следующую теорему.

Теорема 6 ([29]∗, Теорема 1). Для любого диффеоморфизма f ∈ T (M3) суще-
ствует гладкая энергетическая функция, являющаяся функцией Морса вне нетриви-
ального базисного множества.

Аналогичный результат получен для класса Q(M3) Ω-устойчивых 3-
диффеоморфизмов с двумерными поверхностными базисными множествами.

Теорема 7 ([30]∗, Теорема 1.1). Любой диффеоморфизм f ∈ Q(M3) обладает
гладкой энергетической функцией.

Идея доказательства теоремы 7 основана на том, что любое базисное множество
рассматриваемого диффеоморфизма является тором, ручно вложенным в многообра-
зиеM3, а ограничение диффеоморфизма на базисное множество топологически сопря-
жено алгебраическому автоморфизму тора. Этот факт, следующий из работ В.З. Гри-
неса, Е.В. Жужомы, В.С. Медведева, Ю.А. Левченко и О.В. Починки [10, 27, 25], поз-
воляет построить гладкую энергетическую функцию на блуждающем множестве тако-
го диффеоморфизма. Для продолжения построенной функции на цепно-рекуррентное
множество используется теорема 1.

В главе 8 рассматриваются 3-диффеоморфизмы с динамикой одномерный
источник-сток. В этом случае аттрактор (репеллер) автоматически является растя-
гивающимся (сжимающимся). Р. Вильямс [19] показал, что динамика на таких ба-
зисных множествах сопряжена сдвигу обратного предела ветвленного 1-многообразия
относительно растягивающего отображения. Конструкция 3-диффеоморфизмов с ди-
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намикой одномерный аттрактор-репеллер впервые была предложена Дж. Гиббонсом
[7]. Он построил множество моделей на 3-сфере с базисными множествами, являю-
щимися соленоидами Смейла, и доказал, что все примеры не являются структурно
устойчивыми. Б. Жанг, Я. Ни и С. Вонг [12] доказали, что трехмерное многообра-
зие M3 допускает диффеоморфизм f , неблуждающее множество которого состоит из
аттракторов и репеллеров, являющихся соленоидами Смейла, тогда и только тогда,
когда M3 — это линзовое пространство L(p, q) с p 6= 0. Они также показали, что такие
диффеоморфизмы не являются структурно устойчивыми.

Все обобщения соленоидов Смейла как пересечений вложенных ручечных тел не
являются поверхностными. Более того, все известные примеры диффеоморфизмов с
обобщенными соленоидами в качестве аттрактора и репеллера не являются структурно
устойчивыми.

Заметим, что рассматриваемая динамика одномерный источник-сток на поверхно-
сти не является структурно устойчивой в силу результатов Р. Робинсона и Р. Вильям-
са [18]. Естественный способ получить поверхностный одномерный аттрактор для 3-
диффеоморфизма f — взять аттрактор A некоторого 2-диффеоморфизма и умножить
его захватывающую окрестность на сжатие в трансверсальном направлении. В таком
случае A называется канонически вложенным поверхностным аттрактором.

В настоящей работе построены примеры 3-диффеоморфизмов с канонически вло-
женными поверхностными одномерными аттрактором и репеллером, а именно, дока-
зана следующая теорема.

Теорема 8 ([3]∗, Theorem 1). Существует бесконечное число попарно Ω-
несопряженных 3-диффеоморфизмов, неблуждающие множества которых попарно
гомеоморфны и каждое из них является объединением канонически вложенных одно-
мерных поверхностных аттрактора и репеллера.

Поверхностная динамика построенных диффеоморфизмов и результат теоремы 1
позволяют доказать для них существование гладкой энергетической функции.

Теорема 9 ([3]∗, Theorem 2, [3]∗, Theorem 1). У каждого Ω-устойчивого диф-
феоморфизма, заданного на замкнутом ориентируемом трехмерном многообразии
M3, неблуждающее множество которого состоит из объединения связных канони-
чески вложенных одномерных поверхностных аттрактора и репеллера, существует
гладкая энергетическая функция.

Хр. Бонатти, Н. Гильман [4] и И. Ши [16] построили примеры структурно устойчи-
вых 3-диффеоморфизмов с динамикой одномерный аттрактор-репеллер. Но вложение
базисных множеств в несущее многообразие столь нетривиально, что не позволяет нам
решить проблему существования энергетической функции для таких диффеоморфиз-
мов.

Заключение. Значительная часть настоящей диссертационной работы посвящена
построению энергетических функций для Ω-устойчивых диффеоморфизмов с хаоти-
ческой динамикой, заданных на 2- и 3-многообразиях. Основным результатом рабо-
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ты является конструктивное доказательство существования гладкой энергетической
функции для следующих классов диффеоморфизмов:

• Ω-устойчивые диффеоморфизмы поверхности, все нетривиальные базисные мно-
жества которых являются одномерными (Теорема 2);

• структурно устойчивые 3-диффеоморфизмы с двумерным растягивающимся ат-
трактором или сжимающимся репеллером (Теорема 6);

• Ω-устойчивые 3-диффеоморфизмы с двумерным цепно-рекуррентным множе-
ством (Теорема 7);

• Ω-устойчивые 3-диффеоморфизмы с динамикой одномерный канонически вло-
женный поверхностный аттрактор-репеллер (Теорема 9).

Конструкция гладкой энергетической функции существенно опирается на динами-
ческие свойства рассматриваемых диффеоморфизмов и техническую

• теорему о сглаживании непрерывной функции (Теорема 1)

В классе Ω-устойчивых 3-диффеоморфизмов с динамикой одномерный канониче-
ски вложенный поверхностный аттрактор-репеллер диссертантом построено

• бесконечное множество попарно Ω-несопряженных диффеоморфизмов (Теорема
8).

Кроме того, в диссертационной работе доказан

• факт отсутствия энергетической функции (даже в непрерывной категории) у Ω-
устойчивых диффеоморфизмов поверхности с нульмерным нетривиальным ба-
зисным множеством без пар сопряженных точек (Теорема 3).

Также в работе частично решена проблема Смейла, касающаяся описания диа-
грамм Ω-устойчивых диффеоморфизмов, построенных на основе частичного порядка
С. Смейла на множестве его базисных множеств. С помощью хирургической операции
Смейла построены модельные диффеоморфизмы на двумерном торе и доказано, что

• любая диаграмма Смейла может быть реализована Ω-устойчивым диффеомор-
физмом поверхности, являющимся связной суммой модельных диффеоморфиз-
мов (Теорема 4);

• выделен подкласс связных сумм модельных диффеоморфизмов, для которых
класс изоморфности размеченной диаграммы Смейла является полным инвари-
антом объемлющей Ω-сопряженности (Теорема 5).

Результаты исследований изложены в четырех статьях
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