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Èçó÷åíèå ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó, ñâÿçàííóþ ñ

òåì, ÷òî ìíîãèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì îñíîâàíû íà àïïðîêñèìàöèè ãëàä-

êèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ñèñòåìû êóñî÷íî-ëèíåéíûìè îáúåêòàìè. Íàïðèìåð,

òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîìåðíîé

ñôåðå [4] óäàëîñü ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ èõ òîïîëîãè÷åñêèõ àíàëîãîâ �

ãîìåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, äëÿ êîòîðûõ áûë äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ñìåéëà

[43, theorem 2.3] (äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñìåéëà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,

â ìîíîãðàôèè [8]).

Âî ìíîãîì ïåðåõîä â òîïîëîãè÷åñêóþ êàòåãîðèþ ñâÿçàí ñ âîçìîæíûì ñóùåñòâîâà-

íèåì íåñêîëüêèõ ãëàäêèõ ñòðóêòóð íà îäíîì è òîì æå ìíîãîîáðàçèè, íà÷èíàÿ ñ ðàç-

ìåðíîñòè 4. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòî áûëî îáíàðóæåíî Äæ. Ìèëíîðîì â âèäå ýêçîòè÷åñêèõ

7-ñôåð [40]. Êðîìå òîãî, çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê

ãëàäêîé ñèñòåìû çà÷àñòóþ íå ÿâëÿþòñÿ äàæå òîïîëîãè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, â

ñèëó ÷åãî äèíàìèêà íà òàêèõ ïîäìíîæåñòâàõ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ìíîãî÷èñëåí-

íûå ïðèìåðû òàêèõ ïîäìíîæåñòâ áûëè èíäóöèðîâàíû ðàáîòîé Ä. Ïèêñòîíà [19] (ñì.,

íàïðèìåð, [35], [13]), à òàêæå èçó÷åíèåì ñèñòåì ñ ïîâåðõíîñòíîé äèíàìèêîé (ñì., íà-

ïðèìåð, [30], [7]).

Íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå, ïîÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ýêçîòè÷åñêèå ìíîãî-

îáðàçèÿ, êîòîðûå íå äîïóñêàþò ãëàäêèõ ñòðóêòóð; ïîÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ, íå äî-

ïóñêàþùèå òðèàíãóëÿöèè, è èìåþùèå äðóãèå îñîáåííîñòè, ïðåïÿòñòâóþùèå èñïîëü-

çîâàíèþ òåõíèêè èçó÷åíèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Âïåðâûå íåñãëàæèâàåìîå òîïîëî-

ãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî Ì. Êåðâåðîì [11] â ðàçìåðíîñòè 10.

Áëàãîäàðÿ Ñ. Äîíàëüäñîíó è Ì. Ôðèäìàíó [2] ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî ìíîãèå îäíîñâÿçíûå

êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå 4-ìíîãîîáðàçèÿ íå äîïóñêàþò ãëàäêèõ ñòðóêòóð. Ñóùå-

ñòâóþò ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, íà êîòîðûõ íåëüçÿ ââåñòè ãëàäêóþ

ñòðóêòóðó, íî â òî æå âðåìÿ íà íèõ ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêèå ïîòîêè. Òàêàÿ ñèòóà-

öèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåñãëàæèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþò

ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ìîðñà, êîòîðàÿ (ñì., íàïðèìåð, [12]) ïîðîæäàåò

íåì íåïðåðûâíûé ïîòîê. Õîðîøåé èëëþñòðàöèåé òàêîé ñèòóàöèè ñëóæàò ïðîåêòèâíî-

ïîäîáíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé 4, 8 è 16, â òîì ÷èñëå è íåñãëàæèâàåìûå, íà

êîòîðûõ Äæ. Èëñîì è Í. Êóïåðîì [3] ïîñòðîåíû òîïîëîãè÷åñêèå ôóíêöèè Ìîðñà â

òî÷íîñòè ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè.

Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì, èäåÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èëè ôóíê-

öèé íà ìíîãîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ èñêëþ÷èòåëüíî â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ñî-

âåðøåííî åñòåñòâåííà. Ïðè ýòîì â îòñóòñòâèè äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðû ó ôàçîâî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ýòè ñâîéñòâà èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê òîïîëîãè÷åñêàÿ êàëüêà ïîâåäåíèÿ

ãëàäêîãî îáúåêòà. Çà÷àñòóþ òîïîëîãè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè ñîõðàíÿþò ñâîéñòâà ñâîèõ ãëàäêèõ àíàëîãîâ è îñòàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè

ñ òîïîëîãèåé îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òàê, ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ìîðñà

áûëî ââåäåíî åùå â 1959 ãîäó â ðàáîòå [17], òîãäà æå áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü
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äëÿ íåå íåðàâåíñòâ Ìîðñà. Îäíàêî, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Ìîðñà íà ïðîèçâîëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì

âîïðîñîì. Àíàëîãè÷íî ñâîåìó ãëàäêîìó àíàëîãó îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

Ìîðñà-Áîòòà, êîòîðàÿ òàêæå ñîõðàíÿåò òåñíóþ ñâÿçü ñ òîïîëîãèåé íåñóùåãî ïðîñòðàí-

ñòâà.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ãëàäêîé äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû èñïîëüçóåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðî-

ñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ äèôôåðåíöèàë äåéñòâóåò ñïåöèàëüíûì îáðàçîì (ñæèìàåò, ðàñòÿ-

ãèâàåò). Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì,

ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò ñ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ èíâàðèàíò-

íûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, øèðîêî èçâåñòíû êàê ñèñòåìû Ìîðñà-Ñìåéëà, è íàçâàíû òàê,

ïîñêîëüêó Ñ. Ñìåéë äîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ òàêèõ ïîòîêîâ àíàëîãîâ íåðàâåíñòâ

Ìîðñà [23]. Òîïîëîãè÷åñêèå àíàëîãè ãëàäêèõ ïîòîêîâ è êàñêàäîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áûëè

ââåäåíû â ðàáîòàõ [6], [15], [4]. Ïðè ýòîì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ñèñòåì íà ïðî-

èçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â îòëè÷èå îò ãëàäêèõ àíàëîãîâ.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèç-

ìîâ è òîïîëîãè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ðåãóëÿðíûå òîïî-

ëîãè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ, êàê äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, öåïíî

ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷íî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî

÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì â äèññåðòàöèè ïî-

ëó÷åíî èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé öåïíûõ êîì-

ïîíåíò, êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ àñèìïòîòèêè, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè èõ âëîæåíèÿ

â íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå.

Òàêæå â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò, çàäàííîãî íà òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ëþáîé ðàçìåðíîñòè, ñóùåñòâóåò

(íåïðåðûâíàÿ) ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ èäåé-

íûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû Ñ. Ñìåéëà [24], â êîòîðîé óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ãëàä-

êîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà ó ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà íà ìíî-

ãîîáðàçèè, è ÷àñòè÷íûì ðåøåíèåì ïðîáëåìû Ìîðñà î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé Ìîðñà íà ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Èìåííî òîïîëîãè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Ìîðñà, åñëè è òîëüêî åñëè, îíî äî-

ïóñêàåò ðåãóëÿðíûé òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Ýòîò ðåçóëüòàò

ïîëó÷åí â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðàìêàõ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-

öèè Ìîðñà-Áîòòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà íà òîïîëîãè-

÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ê. Ìåéåðà [16], ïîñòðîèâøåãî â

1968 ãîäó ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ìîðñà-Áîòòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà Ìîðñà-

Ñìåéëà íà ãëàäêîì çàìêíóòîì n-ìíîãîîáðàçèè (ñì. òàêæå îáçîð [9] ïî ïîñòðîåíèþ

ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ ñèñòåì).

Óñòàíîâëåííûå â äèññåðòàöèè ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ,

ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ íåêîòîðûõ êëàññîâ ðå-
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ãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ, èìåþùèõ êëàññè÷åñêèå ãëàäêèå àíàëîãè, èçó÷åííûå â ðà-

áîòàõ Å.À. Ëåîíòîâè÷, À.Ã. Ìàéåðà, Ì. Ïåéøîòî [38], [18], [39]. Èìåííî íà ÿçûêå òðåõ-

öâåòíîãî ãðàôà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé îïèñàí ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðè-

àíò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî èñ÷åð-

ïûâàþùåå îïèñàíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ãðàôîâ è ðåøåíà ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè.

Òàêæå íàéäåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì (âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà èìååò ïîëèíîìèàëü-

íóþ çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà âõîäíûõ äàííûõ) ðàçëè÷åíèÿ êëàññîâ èçîìîðôíîñòè äîïó-

ñòèìûõ òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ. Êëàññèôèöèðîâàíû òàêæå n-ìåðíûå äåêàðòîâû ïðîèç-

âåäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè.

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èçó÷åíèÿ äèíà-

ìèêè ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

ïðîáëåìû èõ êëàññèôèêàöèè è ïîñòðîåíèþ äëÿ íèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äèññåð-

òàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Â ãëàâå 1 ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è ïðèâîäèòñÿ èíôîðìàöèÿ

îá àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ.

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. À èìåííî: â ðàç-

äåëå 2.1 ââîäÿòñÿ ðåãóëÿðíûå ãîìåîìîðôèçìû f íà çàìêíóòîì òîïîëîãè÷åñêîì n-

ìíîãîîáðàçèè Mn.

Íàïîìíèì, ÷òî ε-öåïüþ äëèíû m ∈ N, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó x ñ òî÷êîé y, äëÿ

ãîìåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê x = x0, . . . , xm = y, òàêîé ÷òî

d(f(xi−1), xi) < ε äëÿ 1 6 i 6 m (ñì. Ðèñ. 1).

ε-öåïüþ äëèíû T , ñîåäèíÿþùåé òî÷êó x ñ òî÷êîé y äëÿ ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ êî-

íå÷íûé íàáîð òî÷åê x = x0, . . . , xn = y, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàáîð âðåìåí t1, . . . , tn,

òàêîé ÷òî d(f ti(xi−1), xi) < ε, ti > 1 äëÿ 1 6 i 6 n è t1 + · · ·+ tn = T .

x x=
0

f x( )
0

f x( )
1

f x( )
2f x( )m-1

f x( )m 2-

x
1

x
2

x
3

xm-1

y x= m

e

e

e

e

e

Ðèñ. 1: ε-öåïü äëèíû m ∈ N

Òî÷êà x ∈ Mn íàçûâàåòñÿ öåïíî ðåêóððåíòíîé äëÿ ãîìåîìîðôèçìà f (ïîòîêà f t),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò m (T ), çàâèñÿùåå îò ε > 0, è ε-öåïü äëèíû m (T ),

ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó x c íåé ñàìîé. Ìíîæåñòâî âñåõ öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê íàçû-

âàåòñÿ öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Rf (Rf t). Íà öåïíî ðåêóð-

ðåíòíîì ìíîæåñòâå ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

x ∼ y, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ε-öåïè, ñîåäèíÿþùèå x ñ y è y ñ x. Òîãäà

3



öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, íàçûâàåìûå

öåïíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p ãîìåîìîðôèçìà f : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ

òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü Up ⊂ Mn, ÷èñëà

λp ∈ {0, 1, ..., n}, µp, νp ∈ {−1,+1} è ãîìåîìîðôèçì hp : Up → Rn, ñîïðÿãàþùèé ãî-

ìåîìîðôèçì f |Up∩f−1(Up) ñ ëèíåéíûì äèôôåîìîðôèçìîì aλp,µp,νp : Rn → Rn, çàäàííûì

ôîðìóëîé

aλp,µp,νp(x1, ..., xλp , xλp+1, ..., xn) = (µ · 2x1, 2x2, ..., 2xλp , ν · 2−1xλp+1, 2
−1xλp+1, ..., 2

−1xn).

×èñëî λp áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì Ìîðñà ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè p. Òî÷êè èíäåê-

ñîâ n è 0 áóäåì íàçûâàòü èñòî÷íèêîâûìè è ñòîêîâûìè ñîîòâåòñòâåííî; ëþáóþ òî÷êó

p òàêóþ, ÷òî λp ∈ {1, · · · , n− 1} áóäåì íàçûâàòü ñåäëîâîé (ñì. Ðèñ. 2). Òîïîëîãè÷åñêàÿ

ãèïåðáîëè÷íîñòü ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ïåðèîäà per(p) îïðåäåëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷íî-

ñòüþ òî÷êè p, êàê íåïîäâèæíîé òî÷êè ãîìåîìîðôèçìà fper(p).

Ðèñ. 2: Äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè:
a) ñåäëîâàÿ òî÷êà, b) èñòî÷íèêîâàÿ òî÷êà, c) ñòîêîâàÿ òî÷êà

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîìåîìîðôèçì f : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè åãî

öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî êîíå÷íî (ñëåäîâàòåëüíî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà

ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò) è òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ.

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p ãîìåîìîðôèçìà f ìíî-

æåñòâà

W s
p =

⋃
k∈Z

fk(h−1p (Es
λp)), W u

p =
⋃
k∈Z

fk(h−1p (Eu
λp)),

ãäå Es
λp

= {(x1, ..., xn) ∈ Rn : x1 = · · · = xλp = 0}, Eu
λp

= {(x1, ..., xn) ∈ Rn : xλp+1 =

= · · · = xn = 0}, áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûìè ìíî-

ãîîáðàçèÿìè òî÷êè p. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s
p (f), W u

p (f) ïåðèîäè÷åñêîé òî÷-

êè p îòíîñèòåëüíî ãîìåîìîðôèçìà f ñîâïàäàþò ñ èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè
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W s
p (fper(p)), W u

p (fper(p)) íåïîäâèæíîé òî÷êè p îòíîñèòåëüíî fper(p). Äëÿ ëþáîé ïåðèî-

äè÷åñêîé òî÷êè p ãîìåîìîðôèçìà f êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè W s
p \p (W u

p \p) íàçûâàþòñÿ
åå óñòîé÷èâûìè (íåóñòîé÷èâûìè) ñåïàðàòðèñàìè. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû O ðåãó-

ëÿðíîãî ãîìåîìîðôèçìà f ∈ G ïîëîæèì

W s
O =

⋃
p∈O

W s
p , W

u
O =

⋃
p∈O

W u
p , λO = λp.

Äëÿ êëàññà G ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ â ðàçäåëå 2.1 óñòàíàâëèâàþòñÿ îñíîâíûå

äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è îòñóòñòâèå öèêëîâ

ó ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà f ∈ G â ñìûñëå íèæåñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Íà ìíîæåñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ãîìåîìîðôèçìà f ∈ G ââåäåì îòíîøåíèå

Ñ. Ñìåéëà óñëîâèåì

Oi ≺ Oj ⇐⇒ W s
Oi
∩W u

Oj
6= ∅.

k-öèêëîì (k > 1) íàçûâàåòñÿ íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò

O1,O2, · · · ,Ok, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ O1 ≺ O2 ≺ · · · ≺ Ok ≺ O1.

Â ñèëó îòñóòñòâèÿ öèêëîâ ó ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññà G (ñì. Óòâåðæäåíèå 2.2), îò-

íîøåíèå Ñ. Ñìåéëà íà ìíîæåñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ðåãóëÿðíîãî ãîìåîìîðôèçìà

ïî òðàíçèòèâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ äî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, à, ñëåäîâàòåëü-

íî, ïî Òåîðåìå Øïèëüðàéíà [25], ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèî-

äè÷åñêèõ îðáèò äî îòíîøåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü îðáèòû

ãîìåîìîðôèçìà f ∈ G ïðîíóìåðîâàííûìè, ñîãëàñîâàííî ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì

ïîðÿäêîì:

O1 ≺ · · · ≺ Ok.

Ïîëíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü îðáèò ðåãóëÿðíîãî ãîìåîìîðôèçìà ïîçâîëÿåò îïèñàòü åãî

ãëîáàëüíóþ äèíàìèêó ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1. ([21]∗1, theorem 1). Ïóñòü f ∈ G. Òîãäà

(1) Mn =
k⋃
i=1

W u
Oi

=
k⋃
i=1

W s
Oi
;

(2) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ W u
Oi

(W s
Oi

) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì Mn, ãîìåîìîðôíîå RλOi (Rn−λOi );

(3) cl(W u
Oi

) \W u
Oi
⊂

i−1⋃
j=1

W u
Oj

(cl(W s
Oi

) \W s
Oi
⊂

k⋃
j=i+1

W s
Oj

).

Â ðàçäåëå 2.2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïîòîêà.

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèì ïîòîêîì íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíî çàâèñÿùåå îò t ∈ R ñåìåéñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ f t : Mn → Mn ñ ãðóïïîâûìè

ñâîéñòâàìè:

1Çäåñü è äàëåå çâåçäî÷êîé îòìå÷åíû ðàáîòû, â êîòîðûõ îäíèì èç ñîàâòîðîâ ÿâëÿåòñÿ äèññåðòàíò.
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1) f 0(x) = x äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈Mn;

2) f t(f s(x)) = f t+s(x) äëÿ ëþáûõ s, t ∈ R, x ∈M .

Òðàåêòîðèåé èëè îðáèòîé òî÷êè x ∈ Mn îòíîñèòåëüíî ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî Ox = {f t(x), t ∈ R}.

Îïðåäåëåíèå 3. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p òîïîëîãè÷åñêîãî ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ òî-

ïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü Up ⊂ Mn, ÷èñëî

λp ∈ {0, 1, ..., n} è ãîìåîìîðôèçì hp : Up → Rn, ñîïðÿãàþùèé ïîòîê f t|Up∩(f t)−1(Up)

ñ ëèíåéíûì ïîòîêîì atλp : Rn → Rn, çàäàííûì ôîðìóëîé

atλp(x1, ..., xλp , xλp+1, ..., xn) = (2tx1, ..., 2
txλp , 2

−txλp+1, ..., 2
−txn).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ` ïåðèîäà T` òîïîëîãè÷åñêîãî ïîòîêà f
t íà-

çûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü U` ⊂
⊂Mn, ÷èñëà λ` ∈ {0, 1, ..., n−1}, µ`, ν` ∈ {−1,+1} è ãîìåîìîðôèçì h` : U` → Rn−1×S1

äëÿ µ`ν` = 1 (h` : U` → Rn−1×̃S1 äëÿ µ`ν` = −1)2, ñîïðÿãàþùèé ïîòîê f t|Up∩(f t)−1(Up)

ñ íàäñòðîéêîé btλ`,µ`,ν`,T` íàä ëèíåéíûì äèôôåîìîðôèçìîì aλ`,µ`,ν` : Rn−1 → Rn−1, çà-

äàííûì ôîðìóëîé

aλ`,µ`,ν`(x1, ..., xλ` , xλ`+1, ..., xn−1) = (µ`·2x1, 2x2, ..., 2xλ` , ν`·2−1·xλ`+1, 2
−1·xλ`+2, ..., 2

−1·xn−1).

Ðèñ. 3: Äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè òîïîëîãè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñåäëîâîé ïåðèîäè÷å-
ñêîé îðáèòû ` ïîòîêà íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè: (a) λ` = 1, µ` = ν` = +1,
(b) λ` = 1, µ` = ν` = −1

Îïðåäåëåíèå 5.Òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê f t : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,

åñëè åãî öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òîïîëîãè÷åñêè

ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gt êëàññ ðåãóëÿðíûõ ïîòîêîâ íà çàìêíóòîì n-ìíîãîîáðàçèè Mn.

Äèíàìèêà ïîòîêîâ êëàññà Gt áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê äèíàìèêå ïîòîêîâ Ìîðñà-

Ñìåéëà. À èìåííî, åñëè íà ìíîæåñòâå öåïíûõ êîìïîíåíò ïîòîêà f t ∈ Gt ââåñòè îòíî-

2Ïîä îáîçíà÷åíèåì Rλ`×̃S1 ïîíèìàåòñÿ êîñîå ïðîèçâåäåíèå Rλ` íà S1.
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øåíèå Ñ. Ñìåéëà óñëîâèåì

Oi ≺ Oj ⇐⇒ W s
Oi
∩W u

Oj
6= ∅,

òî ìîæíî äîêàçàòü îòñóòñòâèå öèêëîâ è îòíîøåíèå Ñ. Ñìåéëà íà ìíîæåñòâå ïåðèîäè÷å-

ñêèõ îðáèò ðåãóëÿðíîãî ãîìåîìîðôèçìà ïî òðàíçèòèâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ äî îòíîøå-

íèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå Øïèëüðàéíà [25], ìîæåò áûòü

ïðîäîëæåíî íà ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äî îòíîøåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿä-

êà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü îðáèòû ïîòîêà f t ïðîíóìåðîâàííûìè ñîãëàñîâàííî ñ

íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì: O1 ≺ · · · ≺ Ok.
Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1, óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîòîêîâ.

Òåîðåìà 2 ([20]∗, theorem 1).

Ïóñòü f ∈ Gt. Òîãäà

1. Mn =
k⋃
i=1

W u
Oi

=
k⋃
i=1

W s
Oi

;

2. íåóñòîé÷èâîå (óñòîé÷èâîå) ìíîãîîáðàçèå W u
p (W s

p ) íåïîäâèæíîé òî÷êè Oi = p

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ Mn, ãîìåîìîðôíûì

Rλp (Rn−λp).

3. íåóñòîé÷èâîå (óñòîé÷èâîå) ìíîãîîáðàçèåW u
` (W s

` ) ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû Oi = `

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ Mn, ãîìåîìîðôíûì

Rλ` × S1 (Rn−λ`−1 × S1) äëÿ µ` = +1 è Rλ`×̃S1 (Rn−λ`−1×̃S1) äëÿ µ` = −1.

4. cl(W u
Oi

) \W u
Oi
⊂

i−1⋃
j=1

W u
Oj

(cl(W s
Oi

) \W s
Oi
⊂

i−1⋃
j=1

W s
Oj

).

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüÿõ [21]∗ è [20]∗.

Â ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ó

ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 ÿâëÿþòñÿ èäåéíûì ïðîäîëæåíèåì ðà-

áîò Ñ. Ñìåéëà [24] è Ê. Ìåéåðà [16] î ñóùåñòâîâàíèè ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà

äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ è ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà äëÿ ïîòî-

êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óáûâàåò âäîëü îðáèò âíå öåïíî ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà è

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà êàæäîé öåïíîé êîìïîíåíòå3. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Êîíëè [1], òà-

êàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé (íåïðåðûâíîé â òîì ÷èñëå) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû,

à ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ íîñèò íàçâàíèå ¾ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì¿ (ñì., íàïðèìåð, [22], Chapter IX, Theorem 1.1)). Èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷å-

ñêè ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ϕ : Mn → R äëÿ

ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà f t èìååò êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà öåïíî ðåêóððåíòíîì ìíîæåñòâå â

ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

3Âíå öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà òî÷êè íà òðàåêòîðèÿõ óïîðÿäî÷åíû ïî âðåìåíè.
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Ðèñ. 4: Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé òî÷êè

Ïóñòü ϕ : M → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òî÷êà p ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé

òî÷êîé ôóíêöèè ϕ, åñëè â òî÷êå p ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ êàðòà (Vp, φp : y ∈ Vp 7→
7→ (x1(y), . . . , xn(y)) ∈ Rn òàêàÿ, ÷òî

ϕ(y) = ϕ(p) + xn(y).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå p íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Crϕ ìíî-

æåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè ϕ. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ñâîéñòâî ñòðîãîãî

óáûâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âíå öåïíî ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà ïðèâîäèò ê îòñóò-

ñòâèþ òàì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îäíàêî ýòî íå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì. Ïîýòîìó ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, ÷üå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ

öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, íàçûâàþò ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé.

Â ñèëó êîíå÷íîñòè è ãèïåðáîëè÷íîñòè öåïíî ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíî-

ãî ïîòîêà åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ó íèõ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ñ

íåâûðîæäåííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà p ∈ Crϕ íàçûâàåòñÿ

íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé èíäåêñà λp ∈ {0, · · · , n}, åñëè â òî÷êå p ñóùå-

ñòâóåò ëîêàëüíàÿ êàðòà (Vp, φp) òàêàÿ, ÷òî

ϕ(y) = ϕ(p)−
λp∑
i=1

x2i (y) +
n∑

i=λp+1

x2i (y).

Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè ìíîæåñòâî Crϕ ñîñòîèò èç

íåâûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå C ⊂ Crϕ ðàçìåðíîñòè k ∈ {1, . . . , n − 1}
ìíîãîîáðàçèÿMn íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì êðèòè÷åñêèì k-ìíîãîîáðàçèåì èíäåêñà

λp ∈ {0, · · · , n − k}, åñëè â ëþáîé òî÷êå p ∈ C ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ êàðòà (Vp, φp)
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Ðèñ. 5: Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè

òàêàÿ, ÷òî φp(Vp ∩ C) ⊂ {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 = · · · = xn−k = 0} è

ϕ(y) = ϕ(p)−
λp∑
i=1

x2i (y) +
n−k∑

i=λp+1

x2i (y).

Ðèñ. 6: Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîãî êðèòè÷åñêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ

Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà, åñëè ëþáàÿ êîìïî-

íåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Crϕ ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé,

ëèáî ïðèíàäëåæèò íåâûðîæäåííîìó êðèòè÷åñêîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ.

Óòâåðæäåíèå 3.1 ([14]∗, theorem). Ëþáîé ðåãóëÿðíûé òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê f t :

Mn →Mn áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé

Ìîðñà4.

Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ìîðñà áûëî ââåäåíî Ìîðñîì åùå â 1959 ãîäó â ðà-

áîòå [17], òîãäà æå áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ íåå íåðàâåíñòâ Ìîðñà, à ïîçæå

4Äëÿ n = 2 ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ðàáîòû [36]∗.
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(â ðàáîòå [12]) � ðÿä ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâàì ãëàäêîé ôóíêöèè Ìîðñà. Îäíàêî,

âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ìîðñà íà ïðîèçâîëüíîì òîïîëîãè÷å-

ñêîì ìíîãîîáðàçèè äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì. Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ Ìîðñà ïîðîæäàåò òîïîëîãè÷åñêèé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïîòîê íà ìíîãîîá-

ðàçèè [12], òî Óòâåðæäåíèå 3.1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ðåøåíèåì ïðîáëåìû Ìîðñà: òî-

ïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Ìîðñà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî äîïóñêàåò òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî

ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì.

Óòâåðæäåíèå 3.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà ãëàâû 3.

Òåîðåìà 3. ([20]∗, theorem 2). Ëþáîé ðåãóëÿðíûé ïîòîê f t ∈ Gt îáëàäàåò íåïðå-

ðûâíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà, êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîòîðîé ëèáî íå

âûðîæäåíû, ëèáî îáðàçóþò íåâûðîæäåííûå îäíîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò ïîòîêè îò

êàñêàäîâ. Äëÿ ïîñëåäíèõ ïðåïÿòñòâèåì ê ïîñòðîåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ñëó-

æèò âîçìîæíîå íàëè÷èå äèêèõ ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ, îáíàðóæåííîå Ä. Ïèêñòîíîì [19]

â 1977 ãîäó â ðàçìåðíîñòè òðè. Èçâåñòíû ïðèìåðû è ðåãóëÿðíûõ ïîòîêîâ ñ äèêèìè

ñåïàðàòðèñàìè, òàêèå ïîòîêè ñêîíñòðóèðîâàíû, íàïðèìåð, â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Â. Ìåä-

âåäåâà è Å. Æóæîìû [15]. Îäíàêî èç ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ðåãóëÿðíûõ ïîòîêîâ äèêîñòü ñåïàðàòðèñ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì ê ñóùåñòâîâàíèþ

ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà.

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüÿõ [20]∗, [14]∗,

[36]∗.

Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåêîòîðûõ ñîäåðæàòåëüíûõ

êëàññîâ ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ. À èìåííî: â ðàçäåëå 4.1. ââîäÿòñÿ ãðàäèåíòíî-

ïîäîáíûå ãîìåîìîðôèçìû � ðåãóëÿðíûå ãîìåîìîðôèçìû f : M2 →M2, èíâàðèàíòíûå

ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Q êëàññ òàêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ.

Äèíàìèêà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè òåñíî ñâÿçàíà ñ

äèíàìèêîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà, ïîñêîëüêó îòëè÷àåòñÿ îò íåãî äîìíîæåíè-

åì íà ïåðèîäè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñì., íàïðèìåð, [29], [8]). Äèíàìèêà ãðàäèåíòíî-

ïîäîáíûõ ïîòîêîâ èñòîðè÷åñêè èçó÷àëàñü ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ÿ÷ååê � îáëàñòåé ñ îäè-

íàêîâûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé [18], [26], [38], [27], [28].

Â ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÿ÷åéêè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ èìå-

þò òå æå òèïû, ÷òî è ÿ÷åéêè Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà-Ïåéøîòî [38], [18]. Äàëåå ýòè ÿ÷åé-

êè ïîäðàçáèâàþòñÿ íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè ñ îäíîðîäíûì äèíàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì,

ïîäîáíî àòîìàì Îøåìêîâà-Øàðêî [41]. Êàæäîìó ãîìåîìîðôèçìó f ∈ Q ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå òðåõöâåòíûé ãðàô Tf (ñì. Ðèñ.7), ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî èçîìîðô-

íî ìíîæåñòâó òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé, à ìíîæåñòâî ðåáåð � ìíîæåñòâó ãðàíèö ýòèõ

îáëàñòåé. Ãðàô îñíàùàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Pf , èíäóöèðîâàííûì äèíàìèêîé ãîìåî-

ìîðôèçìà íà ÿ÷åéêàõ. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Ðèñ. 7: Ãîìåîìîðôèçì êëàññà Q è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òðåõöâåòíûé ãðàô

Òåîðåìà 4. ([31]∗, òåîðåìà 1). Ãîìåîìîðôèçìû f , f ′ èç êëàññà Q òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôû (Tf ;Pf ), (Tf ′ ;Pf ′) èçîìîðôíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè âûäåëåíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òðåõöâåò-

íûõ ãðàôîâ (T, P ), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ îïèñàíà ïðîöåäóðà ðåàëèçàöèè ïî íåìó

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ãîìåîìîðôèçìà.

Òåîðåìà 5. ([31]∗, ïðåäëîæåíèå 3). Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ãðàôà (T, P ) ñóùå-

ñòâóåò ãîìåîìîðôèçì f : M2 → M2 èç êëàññà Q, ãðàô (Tf , Pf ) êîòîðîãî èçîìîðôåí

ãðàôó (T, P ).

Òàêæå íàéäåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì (âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà èìååò ïîëèíî-

ìèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà âõîäíûõ äàííûõ) ðàçëè÷åíèÿ êëàññîâ èçîìîðôíîñòè

äîïóñòèìûõ òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 6. ([5]∗, theorem 7). Èçîìîðôèçì äâóõ òðåõöâåòíûõ n-âåðøèííûõ ãðàôîâ

Tf , Tf ′ ãîìåîìîðôèçìîâ f, f
′ ∈ Q ìîæíî ðàñïîçíàòü çà âðåìÿ

O(n3log(n)).

Êðîìå òîãî, îðèåíòèðóåìîñòü è ðîä íåñóùåé ïîâåðõíîñòè M2 ìîæíî îïðåäåëèòü çà

ëèíåéíîå âðåìÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà Tf .

Òàêæå â ãëàâå 4 ðàññìîòðåí êëàññHn ãîìåîìîðôèçìîâ φ, ÿâëÿþùèõñÿ äåêàðòîâûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè n ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè

φ = φ1 × · · · × φn, φi : S1 → S1.

Ðåãóëÿðíûå ãîìåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì îáîáùåíèåì ãðó-

áûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè, èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì èçó÷åííûõ À. Ã. Ìàéåðîì

â ðàáîòå [39]. Òàê, ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé

ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè è ïîâîðîòîâ íà ðàöèîíàëüíûé
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óãîë, à ìåíÿþùèå � ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ è ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ èíâîëþöèé.

Ãîìåîìîðôèçìû ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà Hn ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ãîìåîìîð-

ôèçìàìè n-ìåðíîãî òîðà Tn. Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ íà-

õîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè ãîìåî-

ìîðôèçìîâ φ, φ′ ∈ Hn.

Òåîðåìà 7. ([32]∗, òåîðåìà 1). Ãîìåîìîðôèçìû φ = φ1×· · ·×φn, φ′ = φ′1×· · ·×φ′n ∈
Hn òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà

η =

(
1 2 . . . n

η1 η2 . . . ηn

)
íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ {1, 2, . . . , n}, η(i) = ηi, òàêàÿ, ÷òî

ãîìåîìîðôèçìû φi è φ
′
ηi
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû äëÿ i = 1, . . . , n.5

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü n-êðàòíûå äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ ïîâîðîòîâ

íà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî íà îêðóæíîñòè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [37], òî ïîë-

íûì èíâàðèàíòîì ïðè òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåíèè òàêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîä èõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Ñëó÷àé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðîèçâåäå-

íèé ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ,

ïðåäñòàâëåííûõ â âûøåóïîìÿíóòîé ðàáîòå.

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ñòàòüÿõ [34]∗, [32]∗,

[31]∗, [5]∗.

Çàêëþ÷åíèå. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìè-

êè ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ è òîïîëîãè÷åñêèõ ïîòîêîâ, à òàêæå òîïîëîãè÷åñêîé

êëàññèôèêàöèè è ïîñòðîåíèþ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ òàêèõ ñèñòåì. Âñå ïîëó÷åí-

íûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è àâòîðó äèññåðòàöèè ïðèíàäëåæàò

äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, âûíîñèìûõ íà çàùèòó.

� Ââåäåí êëàññ ðåãóëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èçó÷åíà äèíàìèêà ðåãóëÿðíûõ

ãîìåîìîðôèçìîâ (òåîðåìà 1) è òîïîëîãè÷åñêèõ ïîòîêîâ (òåîðåìà 2), âêëþ÷àþùàÿ

- ïðåäñòàâëåíèå îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ êàê îáúåäèíåíèå èíâàðèàíòíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò;

- îïèñàíèå òîïîëîãèè âëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê

è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò â îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå;

- îïèñàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.

� Äëÿ ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîòîêîâ áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïîëó÷åíî êîí-

ñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-

öèè Ìîðñà (óòâåðæäåíèå 3.1).

� Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîòîêîâ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå

íåïðåðûâíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà-Áîòòà, êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîòîðîé

5Äëÿ n = 2 ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ðàáîòû [34]∗.
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ëèáî íå âûðîæäåíû, ëèáî îáðàçóþò íåâûðîæäåííûå îäíîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

(òåîðåìà 3).

� Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñëåäóþùèõ ñîäåðæàòåëüíûõ

êëàññîâ ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ

- ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé, âêëþ÷àþùàÿ ïîñòðîåíèå

êîìáèíàòîðíîãî èíâàðèàíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ òðåõöâåòíûì ãðàôîì ñ ïåðèîäè÷åñêîé

ïîäñòàíîâêîé è äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîñðåä-

ñòâîì èçîìîðôèçìà ãðàôîâ (òåîðåìà 4); âûäåëåíèå êëàññà äîïóñòèìûõ òðåõöâåò-

íûõ ãðàôîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïîäñòàíîâêàìè ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøåíà ïðî-

áëåìà ðåàëèçàöèè (òåîðåìà 5); íàõîæäåíèå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðàçëè÷èÿ

êëàññîâ èçîìîðôíîñòè äîïóñòèìûõ òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ (òåîðåìà 6).

- n-êðàòíûõ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé ðåãóëÿðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè

(òåîðåìà 7).

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñîäåðæàòñÿ â 6 ñòàòüÿõ, îïóáëèêîâàííûõ â èçäàíèÿõ, âõîäÿ-

ùèõ â ÌÁÄ Scopus è Web of Science:
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2. Grines V. Z., Malyshev D. S., Pochinka O. V., Zinina S. Kh. E�cient Algorithms for
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