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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëè-

çà è åãî ïðèëîæåíèé Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà ¾Âûñøàÿ

øêîëà ýêîíîìèêè¿ (ÍÈÓ ÂØÝ).

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âàæíîå íàïðàâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñîñòî-

èò â ïîèñêå ìíîæåñòâà ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è èõ

êîìïîíåíò. Öåíòðàëüíûìè îáúåêòàìè äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþ-

ùèå ïðîöåññû è èõ êîìïåíñàòîðû. Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìû ðåøàåì, ñâÿçà-

íà ñ õàðàêòåðèçàöèåé ìíîæåñòâà ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå ïðèíèìà-

þò âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ è åãî êîìïåíñàòîð â äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà

âðåìåíè. Ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü â îòäåëüíîñòè äëÿ

âîçðàñòàþùèõ ïðîöåññîâ è äëÿ ìàðòèíãàëîâ (ìàðòèíãàëîì áóäåò ðàçíîñòü âîç-

ðàñòàþùåãî ïðîöåññà è åãî êîìïåíñàòîðà), ðàññìîòðèì êðàòêî ïðåäûñòîðèþ

ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷, â êîòîðîé ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò èíòåãðàëüíûå ïî-

ðÿäêè.

Ïî-âèäèìîìó, îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðîé âîçíèêëè èäåè ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå èçäàíèå êíèãè Õàðäè, Ëèòëâóäà è Ïîéà

¾Íåðàâåíñòâà¿, 1934 ã. (ñì. [23]). Èõ èäåÿ ìàæîðèðîâàíèÿ âåêòîðîâ â ïðîñòðàí-

ñòâå Rn íå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà íà ÿçûêå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ, íî ìîæåò

áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåôîðìóëèðîâàíà íà ýòîì ÿçûêå ïîñðåäñòâîì

èíòåðïðåòàöèè âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) êàê äèñêðåòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû∑n
j=1

1
n
δ{xj} íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êàõ x1, . . . , xn è èìåþ-

ùåé ìàññó 1/n â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê. Â ïàðàãðàôå 2.18 ýòîé êíèãè Õàðäè,

Ëèòëâóä è Ïîéà íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ n-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ ââîäÿò ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð x = (x1, . . . , xn)

ìàæîðèðóåòñÿ âåêòîðîì y = (y1, . . . , yn), åñëè
∑k

j=1 x(j) ≤
∑k

j=1 y(j) äëÿ âñåõ

k = 1, . . . , n è
∑n

j=1 x(j) =
∑n

j=1 y(j), ãäå (x(1), . . . , x(n)) îçíà÷àåò ïåðåóïîðÿäî÷åí-

2
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íûé ïî óáûâàíèþ êîìïîíåíò âåêòîð x. Â ïàðàãðàôå 3.17 òîé æå êíèãè Õàðäè,

Ëèòëâóäà è Ïîéà ïîëó÷èëè ëþáîïûòíóþ õàðàêòåðèçàöèþ äàííîãî îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà (ñì. óòâåðæäàíèå 108). Òàì óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) âåêòîð x ìàæîðèðóåòñÿ âåêòîðîì y,

(ii) íàéäåòñÿ òàêàÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà Π, ÷òî x = Πy (çäåñü

âåêòîðû x è y ñ÷èòàþòñÿ âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè),

(iii)
∑n

j=1 f(xj) ≤
∑n

j=1 f(yj) äëÿ âñÿêîé âûïóêëîé ôóíêöèè f : R→ R.

Ïîäðîáíåå ñ òåîðèåé ìàæîðèçàöèè è èñòîðèåé ðàçâèòèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ

ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî êëàññè÷åñêîé êíèãå Ìàðøàëëà è Îëêèíà [7].

Òåïåðü ïåðåéäåì ê áîëåå ñîâðåìåííûì èññëåäîâàíèÿì â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü x = (x1, . . . , xd) è y = (y1, . . . , yd) � âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà Rd.

Â ïðîñòðàíñòâå Rd ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � ñòàíäàðòíûì îá-

ðàçîì. Ñêàæåì, ÷òî x � y, åñëè xi ≤ yi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , d. Ïðè ýòîì ôóíêöèþ

f : Rd → R íàçîâåì íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé, åñëè îíà íåñòðîãî âîçðàñòàåò ïî

îòíîøåíèþ ê ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó �, ò. å. f(x) ≤ f(y), åñëè x � y.

Â äàëüíåéøåì íàì íåîäíîêðàòíî ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîãî ÿäðà

(îíî æå � ïåðåõîäíîå ÿäðî èëè ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü). Ïóñòü çàäàíû äâà

èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâà (Ω1,F1) è (Ω2,F2). Îòîáðàæåíèå Q: Ω1 × F2 → [0; 1]

íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ÿäðîì èç Ω1 â Ω2, åñëè

1) äëÿ ëþáîãî ω1 ∈ Ω1 ôóíêöèÿ Q(ω1; · ) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà

(Ω2,F2);

2) äëÿ ëþáîãî A2 ∈ F2 ôóíêöèÿ Q( · ;A2) èçìåðèìà íà (Ω1,F1).

Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ìàðêîâñêèõ ÿäðàõ, â òîì ÷èñëå òåîðåìó Ôó-

áèíè äëÿ ìàðêîâñêèõ ÿäåð, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [8] (ãë. III, � III.2), [28]

(ãë. 8, � 8.3 è ãë. 14, � 14.2) èëè [10] (ãë. 2, � 2.6).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà, èçó÷àåìàÿ íàìè çàäà-

÷à òåñíî ñâÿçàíà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïîðÿäêàìè. Äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ïî

ýòîé òåìàòèêå ñîäåðæèòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè Ìþëëåðà è Øòîéÿ-

íà [32]. Â êîíöåíòðèðîâàííîì âèäå íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ñòîõàñòè÷åñêèõ
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ïîðÿäêàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå Ô¼ëüìåðà èØèäà [9] (ñì. ãë. 2, �� 2.4,

2.6). Çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà äâóõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîðÿäêàõ, êîòîðûå

èìåþò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê íàøåìó èññëåäîâàíèþ, � ýòî îáû÷íûé ñòîõàñòè÷å-

ñêèé ïîðÿäîê è âûïóêëûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïîðÿäîê.

Èòàê, ïóñòü µ1 è µ2 � äâå áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà Rd. Ãîâîðÿò,

÷òî ìåðà µ2 ñòîõàñòè÷åñêè äîìèíèðóåò ìåðó µ1 â ñìûñëå îáû÷íîãî ñòîõàñòè-

÷åñêîãî ïîðÿäêà (usual stochastic order), ïèøóò µ1 �st µ2, åñëè äëÿ âñåõ îãðàíè-

÷åííûõ áîðåëåâñêèõ íåñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé f : Rd → R ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ∫
Rd

f(x)µ1(dx) ≤
∫
Rd

f(x)µ2(dx). (1)

Ïî-âèäèìîìó, ñòîõàñòè÷åñêèé ïîðÿäîê �st âïåðâûå âîçíèê â ðàáîòå Ìàííà

è Óèòíè â 1947 ã. (ñì. [31]) è ñòàòüå Ëåìàíà â 1955 ã. (ñì. [29]) â çàäà÷àõ òåñòè-

ðîâàíèÿ ãèïîòåç. Ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîðÿäêà �st ïîäðîáíî èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ [25, 26, 36, 34]. Áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèçàöèè ïîðÿäêà �st.

Íèæå ìû ïðèâåäåì îäíó èç ñîâðåìåííûõ ôîðìóëèðîâîê òàêîé õàðàêòåðèçàöèè.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.1. Äëÿ äâóõ áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1 è µ2, çàäàííûõ
íà Rd, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) µ1 �st µ2;

(ii) ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P) è òàêèå ñëó÷àéíûå
âåêòîðû Xi : Ω → Rd, i = 1, 2, ÷òî Law(Xi) = µi, i = 1, 2, è X1 � X2

P-ï. í.;

(iii) ñóùåñòâóåò òàêîå ìàðêîâñêîå ÿäðî Q(x;B), ãäå x ∈ Rd è B ∈ B(Rd), ÷òî
µ2(B) =

∫
Rd Q(x;B)µ1(dx) äëÿ âñåõ B ∈ B(Rd) è Q

(
x; {y : x � y}

)
= 1 äëÿ

ëþáîãî x ∈ Rd.

Ñîâðåìåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå

Ô¼ëüìåðà è Øèäà [9] (ñì. ãë. 2, � 2.6, òåîðåìà 2.95).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âûïóêëîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó ïîðÿäêó. Ïóñòü µ1 è µ2 �

äâå áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà Rd, èìåþùèå êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷å-

ñêèå îæèäàíèÿ, ò. å.
∫
Rd ||x||µi(dx) <∞ äëÿ i = 1, 2, ãäå ||x|| � åâêëèäîâà íîðìà

âåêòîðà x. Ãîâîðÿò, ÷òî ìåðà µ2 ñòîõàñòè÷åñêè äîìèíèðóåò ìåðó µ1 â ñìûñëå

âûïóêëîãî ïîðÿäêà (convex order), ïèøóò µ1 �cx µ2, åñëè íåðàâåíñòâî (1) âû-

ïîëíåíî äëÿ âñåõ âûïóêëûõ ôóíêöèé f : Rd → R, äëÿ êîòîðûõ îáà èíòåãðàëà

â (1) èìåþò ñìûñë.
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Ïî-âèäèìîìó, êîíöåïöèÿ âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîðÿäêà âïåðâûå âîç-

íèêëà â ñòàòüå Áëýêóýëëà â 1953 ã. (ñì. [14]) â çàäà÷å ñðàâíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ

ýêñïåðèìåíòîâ. Ñâîéñòâà âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïîäðîáíî èçó÷à-

ëèñü â ðàáîòàõ [19, 18, 37, 33]. Íèæå ìû ïðèâîäèì îäíó èç ñîâðåìåííûõ ôîð-

ìóëèðîâîê òåîðåìû, ñîäåðæàùóþ õàðàêòåðèçàöèþ âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî

ïîðÿäêà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.2. Ïóñòü µ1 è µ2 � äâå áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà
Rd, èìåþùèå êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(i) µ1 �cx µ2;

(ii) ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P) è òàêèå ñëó÷àéíûå
âåêòîðû Xi : Ω→ Rd, i = 1, 2, ÷òî Law(Xi) = µi, i = 1, 2, è E[X2|X1] = X1

P-ï. í.;

(iii) ñóùåñòâóåò òàêîå ìàðêîâñêîå ÿäðî Q(x;B), ãäå x ∈ Rd è B ∈ B(Rd), ÷òî
µ2(B) =

∫
Rd Q(x;B)µ1(dx) äëÿ âñåõ B ∈ B(Rd) è

∫
Rd yQ(x; dy) = x äëÿ

ëþáîãî x ∈ Rd.

Ñîâðåìåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå

Ô¼ëüìåðà è Øèäà [9] (ñì. ãë. 2, � 2.6, òåîðåìà 2.93 è ñëåäñòâèå 2.94).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 0.1 è 0.2 êëþ÷åâóþ ðîëü èìååò

òåîðåìà Øòðàññåíà [37], ê ôîðìóëèðîâêå êîòîðîé ìû ïåðåõîäèì.

Ïóñòü S � ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ

ôóíêöèþ ψ : S → [1; +∞), êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü êàëèáðîâî÷-

íîé ôóíêöèåé (gauge function). Îïðåäåëèì êëàññ Cψ(S) íåïðåðûâíûõ òåñòîâûõ

ôóíêöèé f : S → R, òàêèõ, ÷òî

∀f ∈ Cψ(S) ∃c ∈ R ∀x ∈ S |f(x)| ≤ c · ψ(x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåçMψ
1 (S) ìíîæåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà

S, äëÿ êîòîðûõ
∫
S
ψ(x)µ(dx) <∞. Ãðóáåéøàÿ òîïîëîãèÿ íàMψ

1 (S), â êîòîðîé

âñå îòîáðàæåíèÿ

Mψ
1 (S) 3 µ 7→

∫
S

f(x)µ(dx), f ∈ Cψ(S),

íåïðåðûâíû, íàçûâàåòñÿ ψ-ñëàáîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâàMψ
1 (S). Íåñëîæíî

âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà

Uψ
ε (µ; f1, . . . , fm) :=

m⋂
i=1

{
ν ∈Mψ

1 (S) :

∣∣∣∣∫
S

fi dν −
∫
S

fi dµ

∣∣∣∣ < ε

}
,
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ãäå µ ∈Mψ
1 (S), ε > 0,m ∈ N è f1, . . . , fm ∈ Cψ(S), îáðàçóþò áàçó ψ-ñëàáîé òîïî-

ëîãèè ïðîñòðàíñòâàMψ
1 (S). Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîMψ

1 (S) ÿâëÿåòñÿ ìåò-

ðèçóåìûì è ñåïàðàáåëüíûì (ñì. [9], ñëåäñòâèå A.44). Ïîäðîáíåå î ïðîñòðàíñòâå

Mψ
1 (S) è åãî ñâîéñòâàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [9] (�A.6, ñòð. 442�445).

Íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ S × S ðàññìîòðèì êàëèáðîâî÷íóþ ôóíêöèþ

ψ(x1, x2) := ψ(x1) + ψ(x2).

Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ òåñòîâûõ ôóíêöèé

Cψ(S × S) è ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåðMψ
1 (S × S) ñíàáæåííîå ψ-ñëàáîé

òîïîëîãèåé. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ çíàìåíèòàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.3 (Øòðàññåí). Ïóñòü ìíîæåñòâî Λ ⊆ Mψ
1 (S × S) âûïóêëî è

çàìêíóòî â ψ-ñëàáîé òîïîëîãèè, è ïóñòü µ1 è µ2 � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû èç
Mψ

1 (S). Ìåðà µ ∈ Λ ñ ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè µ1 è µ2 ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ òåñòîâûõ ôóíêöèé f1, f2 ∈ Cψ(S)
âûïîëíåíî∫

S

f1(x1)µ1(dx1) +

∫
S

f2(x2)µ2(dx2) ≤ sup
λ∈Λ

∫
S×S

(
f1(x1) + f2(x2)

)
λ(dx1, dx2).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Øòðàññåíà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû

Õàíà�Áàíàõà â ôîðìå òåîðåìû îá îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ â ëîêàëüíî âûïóêëîì

òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî, äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà

òðåáóåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è � â

ýòîì ñîñòîèò òðóäíàÿ ÷àñòü îáîñíîâàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øòðàññåíà

ìîæíî íàéòè â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå Øòðàññåíà [37] èëè, íàïðèìåð, â êíèãå

Ô¼ëüìåðà è Øèäà (ñì. [9], ãë. 2, �2.6, òåîðåìà 2.88).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìà Øòðàññåíà èìååò öåíòðàëüíóþ ðîëü íå òîëüêî â

îáîñíîâàíèè òåîðåì 0.1 è 0.2, íî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ

íàøåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ � òåîðåìû 1.3.

Çàìå÷àíèå 0.1. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 0.1 è 0.2 ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëè-
ðîâàíû â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ d-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ îïðåäåëåí-
íûìè ñâîéñòâàìè. Â ñàìîì äåëå, çàôèêñèðóåì äâà ìîìåíòà âðåìåíè 0 ≤ a < b <
∞. Ïóñòü íà Rd çàäàíû äâå áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ1 è µ2. Òåîðåìà
0.1 (ñì. ïóíêòû (i) è (ii)) äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìåðû µ1

è µ2 äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë d-ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Xt, t ∈ [a; b],
èìåþùèé íåñòðîãî âîçðàñòàþùèå òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðîãî Law(Xa) = µ1 è
Law(Xb) = µ2. Åñëè æå áîðåëåâñêèå ìåðû µ1 è µ2 íà Rd èìåþò êîíå÷íûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, òî â òåîðåìå 0.2 (ñì. ïóíêòû (i) è (ii)) ñîäåðæàòñÿ íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìåðû µ1 è µ2 äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë
d-ìåðíûé ìàðòèíãàë Xt, t ∈ [a; b], òàêîé, ÷òî Law(Xa) = µ1 è Law(Xb) = µ2.
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Îïèñàííûå âûøå äâå êîíñòðóêöèè îòíîñÿòñÿ ê ñèòóàöèè, êîãäà âñå êîìïî-

íåíòû d-ìåðíîãî ïðîöåññà X èìåþò ¾îäíó è òó æå ïðèðîäó¿. Ýòî, â êàêîé-òî

ìåðå, áîëåå ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ. Áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà êîì-

ïîíåíòû ïðîöåññà X èìåþò ¾ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó¿. Íàïðèìåð, êîãäà îäíà èç

êîìïîíåíò ïðîöåññà X íåêîòîðûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ïî äðóãîé åãî êîìïîíåíòå.

Ïðèìåðîì òàêîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïåðâàÿ êîìïîíåíòà äâóìåð-

íîãî ïðîöåññà X � ýòî íåîòðèöàòåëüíûé ñóáìàðòèíãàë êëàññà (D), âûõîäÿùèé

èç íóëÿ, à âòîðàÿ êîìïîíåíòà � ýòî åãî êîìïåíñàòîð, ò. å. ïðåäñêàçóåìûé âîç-

ðàñòàþùèé ïðîöåññ èç ðàçëîæåíèÿ Äóáà�Ìåéåðà. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ðàñ-

ñìîòðåíà â íåäàâíåé ðàáîòå 2017 ã. (ñì. [4]). Äðóãèå êîíñòðóêöèè òàêîãî ðîäà

ñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Ê. Ðîäæåðñà [35] è ðÿäå äðóãèõ

ðàáîò [15, 21, 11, 12, 27, 38].

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê çàäà÷àì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ. Ïóñòü

çàäàí ñòîõàñòè÷åñêèé áàçèñ (Ω,F ,P, (Ft)t∈R+). Ñîãëàñîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðî-

öåññ X = (Xt)t∈R+ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùèì ïðîöåññîì, åñëè âñå åãî òðàåêòî-

ðèè íåïðåðûâíû ñïðàâà, âûõîäÿò èç íóëÿ è ÿâëÿþòñÿ íåñòðîãî âîçðàñòàþùèìè

ôóíêöèÿìè. Âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ X = (Xt)t∈R+ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì

âîçðàñòàþùèì ïðîöåññîì, åñëè E[X∞] <∞. Êëàññ âñåõ èíòåãðèðóåìûõ âîçðàñ-

òàþùèõ ïðîöåññîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A+.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé èíòåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ X = (Xt)t∈R+

ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì êëàññà (D) (ñì. [5], �1.46). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðî-

öåññà X ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå Äóáà�Ìåéåðà (ñì. [5], �3.15), ñîãëàñíî êîòîðî-

ìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî íåðàçëè÷èìîñòè) âîçðàñòàþùèé

èíòåãðèðóåìûé ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ A ñ A0 = 0, òàêîé, ÷òî ïðîöåññ X − A
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãàëîì. Ïðè ýòîì ïðîöåññ A, ó÷àñò-

âóþùèé â ýòîì ðàçëîæåíèè, áóäåì íàçûâàòü êîìïåíñàòîðîì ïðîöåññà X.

Â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå [4] ââåäåí êëàññ W âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, îïðå-

äåëåííûõ íà (R2
+, B(R2

+)). Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ, óäî-

âëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1)
∫
R2
+

(x+ y)µ(dx, dy) <∞,

2)
∫
R2
+
xµ(dx, dy) =

∫
R2
+
y µ(dx, dy),

3) ∀c ≥ 0
∫
{y≤c} xµ(dx, dy) ≤

∫
R2
+

(y ∧ c)µ(dx, dy) .
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Ïóñòü T ∈ [0;∞] � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Â [4] ïîêà-

çàíî, ÷òî ìåðà µ ïðèíàäëåæèò êëàññó W â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

íà íåêîòîðîì ñòîõàñòè÷åñêîì áàçèñå ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé

ïðîöåññ (Xt)t∈R+ ñ êîìïåíñàòîðîì (At)t∈R+ , òàêîé, ÷òî Law(XT , AT ) = µ.

Â íàøåé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðàññìîòðåííóþ â [4]. Äëÿ

ýòîãî ìû ââîäèì ïîíÿòèå îáîáùåííîãî èíòåãðèðóåìîãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåñ-

ñà è åãî îáîáùåííîãî êîìïåíñàòîðà. Ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ X = (Xt)t∈R+ áó-

äåì íàçûâàòü îáîáùåííûì èíòåãðèðóåìûì âîçðàñòàþùèì ïðîöåññîì, åñëè îí

ïðåäñòàâèì â âèäå Xt = ξ0 + X◦t , t ∈ R+, ãäå ξ0 � F0-èçìåðèìàÿ èíòåãðè-

ðóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à X◦ = (X◦t )t∈R+ � èíòåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé

ïðîöåññ â îáû÷íîì ñìûñëå. Ïî òåîðåìå Äóáà�Ìåéåðà ïðîöåññ X◦ èìååò êîìïåí-

ñàòîð A◦ = (A◦t )t∈R+ . Òîãäà îáîáùåííûì êîìïåíñàòîðîì îáîáùåííîãî èíòåãðè-

ðóåìîãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåññà X íàçîâåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ A = (At)t∈R+

âèäà At = η0 + A◦t , ãäå η0 � ïðîèçâîëüíàÿ F0-èçìåðèìàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, îáîáùåííûé

êîìïåíñàòîð îáîáùåííîãî èíòåãðèðóåìîãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåññà îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ F0-èçìåðèìîé èíòåãðèðóåìîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé îáîáùåííûé êîìïåíñàòîð èíòåãðèðóåìîãî

îáîáùåííîãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåññà ñàì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì îáîáùåí-

íûì âîçðàñòàþùèì ïðîöåññîì.

Çàôèêñèðóåì íà ëó÷å [0;∞] äâà ìîìåíòà âðåìåíè a è b. Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 1 è b = 2. Ðàññìîòðèì êëàññ âåðîÿò-

íîñòíûõ ìåð Λ , âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âñå ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ λ :=

Law
([

X1
A1

]
,
[
X2
A2

])
, ãäå (Xt)t∈[1;2] � îáîáùåííûé èíòåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé

ïðîöåññ, à (At)t∈[1;2] � åãî îáîáùåííûé êîìïåíñàòîð. Ìû èíòåðåñóåìñÿ òåì, êàê

óñòðîåí êëàññ ìåð Λ.

Áîëåå êîíêðåòíî, â äàííîé ðàáîòå ìû ðåøàåì ñëåäóþùèå äâå îñíîâíûå çà-

äà÷è. Ïåðâàÿ èç íèõ � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî

íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà λ, çàäàííàÿ íà B(R2 × R2), ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó ìåð Λ. Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå êëàññà Λ, òî ïåðâóþ çàäà÷ó

ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: òðåáóåòñÿ íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íà ìåðó λ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë îáîáùåííûé èíòåãðèðóåìûé

âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ (Xt)t∈[1;2], èìåþùèé îáîáùåííûé êîìïåíñàòîð (At)t∈[1;2],

òàêîé, ÷òî Law
([

X1
A1

]
,
[
X2
A2

])
= λ.
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Âòîðàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü íà (R2,B(R2)) çàäàíû

äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ1 è µ2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
∫

(|x| + |y|) dµi <
∞, i = 1, 2. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìåðû

µ1 è µ2, ÷òîáû ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæàëî íåêîòîðóþ ìåðó λ, äëÿ êîòîðîé µ1 è

µ2 ÿâëÿëèñü áû ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ò.å. λ(B × R2) = µ1(B) è

λ(R2 × B) = µ2(B) äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R2). Èíûìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ âûäå-

ëèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìåðû µ1 è µ2, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë

îáîáùåííûé èíòåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ (Xt)t∈[1;2], èìåþùèé îáîá-

ùåííûé êîìïåíñàòîð (At)t∈[1;2], òàêîé, ÷òî Law
[
X1
A1

]
= µ1 è Law

[
X2
A2

]
= µ2.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ âîçðàñòàþùèõ ïðîöåññîâ è èõ êîìïåíñàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ

âàæíûì íàïðàâëåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì

îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî âîçðàñòàþùèìè ïðîöåññàìè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷åñêèå õà-

ðàêòåðèñòèêè ìàðòèíãàëîâ è ñëó÷àéíûå çàìåíû âðåìåíè. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ âîç-

ðàñòàþùèõ ïðîöåññîâ è èõ êîìïåíñàòîðîâ èìååò íå òîëüêî ñóãóáî òåîðåòè÷åñêèé

èíòåðåñ, ïðîäèêòîâàííûé âíóòðåííèìè íóæäàìè ðàçâèòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà (ñì., íàïðèìåð, [20], [24], [30], [6]). Ýòè îáúåêòû òàêæå íåðåäêî âîçíèêàþò

è â ïðèêëàäíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òàêèõ êàê ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà. Òàê, íàïðè-

ìåð, â ðàáîòå [22] ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûå ñåìèìàðòèí-

ãàëû è èññëåäóþòñÿ îòíîøåíèÿ âûïóêëîãî ïîðÿäêà ìåæäó èõ êâàäðàòè÷åñêîé

è ïðåäñêàçóåìîé êâàäðàòè÷åñêîé âàðèàöèåé, ò.å. ìåæäó âîçðàñòàþùèì ïðîöåñ-

ñîì è åãî êîìïåíñàòîðîì. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â

âîïðîñàõ öåíîîáðàçîâàíèÿ îïöèîíîâ, â êîòîðûõ áàçèñíûì àêòèâîì ÿâëÿåòñÿ ðå-

àëèçîâàííàÿ äèñïåðñèÿ (realized variance options). Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ

ñòàòüÿ [13], ñâÿçàííàÿ ñ ìîäåëÿì êðåäèòíîãî ðèñêà, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ

âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ìîìåíòîì íàñòóïëåíèÿ äåôîëòà êîìïà-

íèè (èëè ãîñóäàðñòâà), è åãî êîìïåíñàòîð.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòàíîâêè çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè,

íà äàííûé ìîìåíò èìåþò âî ìíîãîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, à âîïðîñû, ñâÿçàí-

íûå ñ êîíêðåòíûìè ïðèëîæåíèÿìè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, òðåáóþò îòäåëüíî-

ãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ìîæåò ñòàòü îäíèì èç íàïðàâëåíèé íàøèõ

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ � èçó÷åíèå ñâîéñòâ ââå-

äåííîãî âûøå ìíîæåñòâà ìåð Λ, à òàêæå ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðû λ ∈ Λ, èìåþùåé çàäàííûå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðå-
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äåëåíèÿ µ1 è µ2.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-

ìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Λ âñåõ êðàåâûõ ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Law([Xa, Aa], [Xb, Ab]) â ìîìåíòû t = a è t = b èíòåãðèðóåìûõ âîçðàñòàþ-

ùèõ ïðîöåññîâ (Xt)t∈[a;b] è èõ êîìïåíñàòîðîâ (At)t∈[a;b], êîòîðûå â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè ñòàðòóþò èç ïðîèçâîëüíîãî èíòåãðèðóåìîãî íà÷àëü-

íîãî óñëîâèÿ [Xa, Aa]. Íàìè óñòàíîâëåíû âûïóêëîñòü è çàìêíóòîñòü ìíî-

æåñòâà Λ â ψ-ñëàáîé òîïîëîãèè ñ êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèåé ψ ëèíåéíîãî

ðîñòà. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà λ, çàäàííàÿ íà B(R2 × R2), ïðèíàäëåæèò êëàññó ìåð

Λ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: äëÿ äâóõ ìåð

µa è µb, çàäàííûõ íà B(R2), ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæèò ìåðó λ, äëÿ êîòîðîé µa è µb ÿâëÿþòñÿ

ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

2. Â ñòàòüå [4] áûë ââåäåí êëàññ W òåðìèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåãðè-

ðóåìûõ âîçðàñòàþùèõ ïðîöåññîâ è èõ êîìïåíñàòîðîâ. Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ëåæàùèå â W, îáðàçóþò ïëîòíîå

ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâåW â ψ-ñëàáîé òîïîëîãè ñ êàëèáðîâî÷íîé ôóíê-

öèåé ëèíåéíîãî ðîñòà.

3. Íàìè äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâîëü-

íîãî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåññà è åãî êîìïåíñàòî-

ðà â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ñîâìåñòíîå

òåðìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî äðóãîãî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìî-

ãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåññà è åãî êîìïåíñàòîðà, íî ïðè ýòîì êîìïåíñàòîð

óæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé, ìåòîäû îáùåé òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè ìàð-

òèíãàëîâ, à òàêæå ìåòîäû äåéñòâèòåëüíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,

ñòîõàñòè÷åñêîì àíàëèçå, à òàêæå â çàäà÷àõ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê äèññåðòàöèè, èçëàãàëèñü

íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

1. ¾Ïÿòàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì

(ÌÊÑÌ-5)¿, Ìîñêâà, 2020. Äîêëàä: ¾Locally integrable increasing processes

with continuous compensators¿ (¾Ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå âîçðàñòàþùèå

ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûìè êîìïåíñàòîðàìè¿);

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Îñåííèé êîëëîêâèóì ËÑÀ 2020¿,

Ìîñêâà, 2020. Äîêëàä: ¾Locally integrable increasing processes with

continuous compensators¿ (¾Ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå âîçðàñòàþùèå ïðî-

öåññû ñ íåïðåðûâíûìè êîìïåíñàòîðàìè¿);

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Îñåííèé êîëëîêâèóì ËÑÀ 2021¿,

Ìîñêâà, 2021. Äîêëàä: ¾On the denseness of the subset of discrete

distributions in a certain set of two-dimensional distributions¿ (¾Î ïëîòíîñòè

ïîäìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå äâóìåð-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé¿);

4. Íàó÷íûé ñåìèíàð ÖÝÌÈ ¾Âåðîÿòíîñòíûå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è ñòî-

õàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ýêîíîìèêå, ôèíàíñàõ è ñòðàõîâàíèè¿ ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ê.ô.-ì.í. Â.È. Àðêèíà, ê.ô.-ì.í. Ò.À. Áåëêèíîé, ä.ô.-ì.í. Ý.Ë. Ïðå-

ñìàíà. Äîêëàä: ¾Ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âîçðàñòàþùèõ ïðîöåññîâ è èõ

êîìïåíñàòîðîâ¿, Ìîñêâà, 2021.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1, 17, 16].

Âñå ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â áèáëèîãðàôè÷åñêîé è

ðåôåðàòèâíîé áàçå ¾Scopus¿:

1) ðàáîòà [1] îïóáëèêîâàíà áåç ñîàâòîðîâ â æóðíàëå ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è

åå ïðèìåíåíèÿ¿ (Q3);

2) ñòàòüÿ [17] îïóáëèêîâàíà â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì â æóð-

íàëå ¾Modern Stochastics: Theory and Applications¿ (Q2�Q3);

3) ðàáîòà [16] îïóáëèêîâàíà áåç ñîàâòîðîâ â æóðíàëå ¾Theory of Stochastic

Processes¿ (Q4).
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 95 ñòðàíèöàõ è

ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è

ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 47 íàèìåíîâàíèé.



Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Ïðåæäå âñåãî, ýòî

òåîðåìû 1.1 è 1.3. Â òåîðåìå 1.1 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà λ, çàäàííàÿ íà B(R2×R2), ïðèíàäëåæèò

ââåäåííîìó âûøå êëàññó ìåð Λ. Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.1. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà λ, îïðåäåëåííàÿ íà B(R2 × R2), ïðè-

íàäëåæèò êëàññó Λ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:∫
R2×R2

(
|x1|+ |y1|+ |x2|+ |y2|

)
λ
([

dx1
dy1

]
,
[
dx2
dy2

])
<∞;

äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
R2×R2

(x2 − x1) · 1{[x1y1 ]∈B} λ
([

dx1
dy1

]
,
[
dx2
dy2

])
=

=

∫
R2×R2

(y2 − y1) · 1{[x1y1 ]∈B} λ
([

dx1
dy1

]
,
[
dx2
dy2

])
;

äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R2) è âñåõ c ≥ 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫
R2×R2

(x2 − x1) · 1{y2−y1≤c} · 1{[x1y1 ]∈B} λ
([

dx1
dy1

]
,
[
dx2
dy2

])
≤

≤
∫
R2×R2

[
(y2 − y1) ∧ c

]
· 1{[x1y1 ]∈B} λ

([
dx1
dy1

]
,
[
dx2
dy2

])
.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå êëàññà Λ, òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî

òåîðåìà 1.1 äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìåðó λ äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ñóùåñòâîâàë îáîáùåííûé èíòåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ (Xt)t∈[1;2],

èìåþùèé îáîáùåííûé êîìïåíñàòîð (At)t∈[1;2], òàêîé, ÷òî Law
([

X1
A1

]
,
[
X2
A2

])
= λ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê òåîðåìå 1.3. Ïóñòü íà (R2,B(R2)) çàäàíû äâå âåðîÿòíîñò-

íûå ìåðû µ1 è µ2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
∫

(|x| + |y|) dµi < ∞, i = 1, 2.

Òåîðåìà 1.3 ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî

13
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Λ ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ìåðó λ, äëÿ êîòîðîé µ1 è µ2 ÿâëÿþòñÿ ìàðãèíàëüíû-

ìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 1.3

îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êëàññ òåñòîâûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ââåäåì êëàññ K ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó òåñòîâûõ

ôóíêöèé ϕ : R2 → R, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) ∀ϕ ∈ K ∃c ∈ R ∀x, y ∈ R ϕ(x, y) ≤ c · ψ(x, y), ãäå ψ(x, y) := 1 + |x|+ |y|;

2) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R è ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ∈W èìååò ìåñòî

ϕ(x, y) ≤
∫
R2
+

ϕ(x+ u, y + v)µ(du, dv).

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü íà (R2,B(R2)) çàäàíû äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ1 è

µ2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
∫

(|x| + |y|) dµi < ∞, i = 1, 2. Òîãäà ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) íà íåêîòîðîì ñòîõàñòè÷åñêîì áàçèñå íàéäåòñÿ òàêîé îáîáùåííûé èí-

òåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ X = (Xt)t∈[1;2] ñ îáîáùåííûì êîì-

ïåíñàòîðîì A = (At)t∈[1;2], ÷òî Law
[
X1
A1

]
= µ1 è Law

[
X2
A2

]
= µ2 ;

(b) ñóùåñòâóåò ìåðà λ ∈ Λ, ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé åñòü µ1 è

µ2, ò.å. λ(B × R2) = µ1(B) è λ(R2 ×B) = µ2(B) äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R2) ;

(c)
∫
ϕ(x, y) dµ1 ≤

∫
ϕ(x, y) dµ2 äëÿ ëþáîé òåñòîâîé ôóíêöèè ϕ ∈ K .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó îáà ïðîöåññà (Xt)t∈[1;2] è (At)t∈[1;2] èç òåî-

ðåìû 1.3 èìåþò íåñòðîãî âîçðàñòàþùèå òðàåêòîðèè, â ñèëó ïåðâîé ÷àñòè çà-

ìå÷àíèÿ 0.1, êëàññ òåñòîâûõ ôóíêöèé K äîëæåí ñîäåðæàòü âñå îãðàíè÷åííûå

áîðåëåâñêèå ôóíêöèè f : R2 → R, òàêèå, ÷òî f(x1, y1) ≤ f(x2, y2), åñëè x1 ≤ x2

è y1 ≤ y2. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Xt − At, t ∈ [1; 2], ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì,

ñîãëàñíî âòîðîé ÷àñòè çàìå÷àíèÿ 0.1, êëàññ K ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè g : R2 → R
âèäà g(x, y) = h(x−y), ãäå h : R→ R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî êëàññ K ñîäåðæèò êîíóñ C, ïîðîæäåííûé âñåìè óêàçàííû-
ìè âûøå ôóíêöèÿìè f è g. Ïðè ýòîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ

(ñì. ïðèìåð èç ïàðàãðàôà 1.6 ãëàâû 1 äèññåðòàöèè), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó K, íî íå ïðèíàäëåæèò êîíóñó C. Çíà÷èò, êëàññ òåñòîâûõ ôóíêöèé K øèðå,

÷åì êîíóñ C. Ýòî çàìå÷àíèå ïîÿñíÿåò íåòðèâèàëüíîñòü ðåøàåìîé â äèññåðòàöèè
çàäà÷è.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëåíèå 1.1 ñîäåðæèò âåñüìà íåêîíñòðóêòèâíîå

îïèñàíèå êëàññà òåñòîâûõ ôóíêöèé K, îíî îêàçàëîñü î÷åíü óäîáíûì ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3. Òåì íå ìåíåå, ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì îïðåäåëåíèåì ïðè

ïðîâåðêå êîíêðåòíûõ ôóíêöèé íà ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó K äîñòàòî÷íî çà-

òðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó õîòåëîñü áû èìåòü îïèñàíèå êëàññà K ñ áîëåå ëåãêî

ïðîâåðÿåìûìè õàðàêòåðèçóþùèìè óñëîâèÿìè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò òàêîå

îïèñàíèå.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ ϕ : R2 → R óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ 1) èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà K. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-

ñèëüíû:

(i) ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2) èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà K ;

(ii) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ R, ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà k > 0 è ïðîèç-

âîëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà h ≥ k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

0 ≤ ϕ(x, y + k)− ϕ(x, y)

k
+
ϕ(x+ h, y + k)− ϕ(x, y + k)

h
;

(iii) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ R, ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà k > 0, è ïðî-

èçâîëüíûõ xj ≥ 0, pj ≥ 0, òàêèõ, ÷òî
∑n

j=1 pj = 1 è
∑n

j=1 xjpj = k,

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ϕ(x, y) ≤
n∑
j=1

pjϕ(x+ xj, y + k).

Èíûìè ñëîâàìè, â îïðåäåëåíèè êëàññà K óñëîâèå 2) ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîå

èç óñëîâèé (ii) èëè (iii) èç òåîðåìû 1.4. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (ii) îçíà÷àåò,

÷òî ñóììà òàíãåíñîâ óãëîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ

äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíà. Â ÷àñòíîñòè, èç óñëîâèÿ (ii) ïðè h = k ñëåäóåò,

÷òî ôóíêöèÿ ϕ ðàñòåò ¾ïî äèàãîíàëÿì¿, ò.å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R è ëþáîãî

äåéñòâèòåëüíîãî k > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ϕ(x, y) ≤ ϕ(x+ k, y + k).

Ãëàâû 2 è 3 ñîäåðæàò âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ îáîñ-

íîâàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Âìåñòå ñ òåì, ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíóþ

öåííîñòü.

Ãëàâà 2 ñîäåðæèò î÷åíü âàæíîå â òåõíè÷åñêîì ïëàíå óòâåðæäåíèå � òåî-

ðåìó 2.1, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû 1.3.
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Ïðåæäå, ÷åì ïðèâåñòè òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 2.1 äàäèì íåêîòîðûå

îïðåäåëåíèÿ. Â ìíîæåñòâå ìåð W âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ïðîñòûõ ìåð Wsimp

è ïîäìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ ìåð Wdisc. Ñêàæåì, ÷òî µ ∈Wsimp (ñîîòâåòñòâåííî

µ ∈Wdisc), åñëè µ ∈W, ìåðà µ èìååò âèä

µ(dx, dy) =
∑
j∈J

pj · δ[xj
aj

](dx, dy),

à ìíîæåñòâî J � êîíå÷íî (ìíîæåñòâî J íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî), ãäå pj ≥ 0,∑
j∈J pj = 1, à δ[xj

aj

](dx, dy) � ìåðà Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå
[ xj
aj

]
∈ R2.

Íà ìíîæåñòâå S = R2 çàäàäèì êàëèáðîâî÷íóþ ôóíêöèþ ψ(x, y) = 1+|x|+|y|
è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìåðMψ

1 (R2), îïðåäåëåíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî âûøå

ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû Øòðàññåíà. Ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 2.1. (a) Äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ∈ W íàéäåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (µn)∞n=1 ⊆ Wdisc, êîòîðàÿ

ñõîäèòñÿ ê ìåðå µ â ψ-ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâàMψ
1 (R2), ò. å. äëÿ ëþ-

áîé òåñòîâîé ôóíêöèè f ∈ Cψ(R2) èìååò ìåñòî∫
R2

fdµn →
∫
R2

fdµ ïðè n→∞.

(b) Äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ∈ W íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðîñòûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (µn)∞n=1 ⊆ Wsimp, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ìåðå µ â

ψ-ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâàMψ
1 (R2).

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó òåîðåìà 2.1 íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. Èç ðàññóæäåíèé,

ïðèâåäåííûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, âèäíî, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà ñîîòíîøå-

íèå 3) (èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà W) âûïîëíåíî êàê ðàâåíñòâî íå äëÿ âñåõ c ≥ 0,

ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ñèòóàöèè, êîãäà â 3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ c ≥ 0.

Îäíàêî äèñêðåòèçàöèÿ ìåð èç W, äëÿ êîòîðûõ â 3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ

âñåõ c ≥ 0, ìîæåò âûâåñòè èç êëàññà W. Áîëåå òîãî, ëåãêî âèäåòü íåïîñðåä-

ñòâåííî, ÷òî â êëàññå ìåð èç W, äëÿ êîòîðûõ â 3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ

âñåõ c ≥ 0, íå ìîæåò áûòü äèñêðåòíûõ ìåð çà èñêëþ÷åíèåì ìåðû δ(0,0). Íà-

ïðèìåð, ïóñòü V = 1. Òîãäà èç ðàâåíñòâà â 3) äëÿ âñåõ c ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî W

èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëèå ïàðàìåòðîì 1. Îäíàêî óæå ïðîñòåéøàÿ

äèñêðåòèçàöèÿ W â âèäå

Ŵ := E[W |W ≤ a]1{W ≤ a}+ E[W |W > a]1{W > a},
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ãäå a > 0, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Law(V, Ŵ ) íå ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó W. Ýòî çàìå÷àíèå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1 íå ÿâëÿåòñÿ

òðèâèàëüíûì.

Â ãëàâå 3 íàìè äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåññà è åãî êîì-

ïåíñàòîðà â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ñîâìåñòíîå

òåðìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî äðóãîãî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîãî âîç-

ðàñòàþùåãî ïðîöåññà è åãî êîìïåíñàòîðà, íî ïðè ýòîì êîìïåíñàòîð óæå ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîãî âîçðàñòàþùåãî ïðî-

öåññà X◦ = (X◦t )t∈[0;∞) ñ êîìïåíñàòîðîì A◦ = (A◦t )t∈[0;∞) íà íåêîòîðîì ñòî-

õàñòè÷åñêîì áàçèñå íàéäåòñÿ äðóãîé ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé

ïðîöåññ X? = (X?
t )t∈[0;∞) ñ êîìïåíñàòîðîì A? = (A?t )t∈[0;∞), òàêîé, ÷òî âûïîë-

íåíî óñëîâèå

Law
[
X?
∞

A?
∞

]
= Law

[
X◦∞
A◦∞

]
,

è ïðè ýòîì êîìïåíñàòîð A? ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñàìà òåîðåìà 3.1 íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

îñíîâíûõ òåîðåì äèññåðòàöèè, � òåîðåì 1.1 è 1.3. Òåì íå ìåíåå, ýòà òåîðåìà

ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, î ÷åì áóäåò ñêàçàíî íèæå. Êðîìå ýòîãî,

ïðè îáîñíîâàíèè òåîðåìû 3.1 íàìè áûëà ïîëó÷åíà âàæíàÿ ëåììà 3.3, êîòîðàÿ,

â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.

Òåïåðü ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î òåîðåìå 3.1. Îòìåòèì, ÷òî íà äàííûé

ìîìåíò îïèñàíèå êëàññà Wloc âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(X◦∞, A
◦
∞) èç òåîðåìû 3.1 íåèçâåñòíî. Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå òàêîå îïèñàíèå

ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [4], è îíî ñâîäèòñÿ ê êëàññó ðàñïðåäåëåíèé W. Óñëîâèå 3)

èç îïðåäåëåíèÿ êëàññàW, êàê è â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå, îñòàåòñÿ íåîáõîäèìûì

äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìåðû µ êëàññó Wloc. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ 3) äîêàçàíà

ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè (ñì. óñëîâèå (3.10) èç óòâåðæäåíèÿ 3.6 â

[4]), êîòîðîå çàìåíÿåò óñëîâèÿ 1) è 2) èç îïðåäåëåíèÿ êëàññàW. Ïðè ýòîì îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (ñì.

òåîðåìà 1 [2]). Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàøà òåîðåìà 3.1 ïîìîãàåò ïðèáëèçèòüñÿ ê ðå-

øåíèþ çàäà÷è îïèñàíèÿ êëàññà âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(X◦∞, A
◦
∞) â ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ïîìîãàåò

óïðîñòèòü ýòî ðåøåíèå.
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Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àëåêñàíäðà Àëåêñàíäðîâè÷à Ãóùèíà, êîòîðîìó àâòîð

âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííóþ ïîä-

äåðæêó â õîäå íàïèñàíèÿ äèññåðòàöèè. Àâòîð òàêæå õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü

Âàëåíòèíà Äìèòðèåâè÷à Êîíàêîâà è äðóãèõ ñîòðóäíèêîâ ìåæäóíàðîäíîé ëà-

áîðàòîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà è åãî ïðèëîæåíèé ÍÈÓ ÂØÝ çà ïîëåç-

íûå îáñóæäåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ

íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ, ïðîâîäèìûõ ëàáîðàòîðèåé.
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