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Введение

Пусть g — простая алгебра Ли. Янгиан Y (g) — это алгебра Хопфа, исторически один из
первых примеров квантовых групп. Он был определен В. Дринфельдом в [D85].

Простейшим случаем является g = sln. Янгиан Y (sln) может быть представлен как фак-
тор расширенного Янгиана Y (gln). Таким образом, большая часть данной работы посвяще-
на случаю Y (gln). Y (gln) в некотором смысле единственная алгебра Хопфа, деформирую-
щая обертывающую алгебру U(gln[t]), где gln[t] — алгебра Ли многочленов со значениями
в gln.

Существует плоское семейство максимальных коммутативных подалгебр B(C) ⊂ Y (gln),
называющиеся подалгебрами Бете. Они параметризуются обратимыми диагональными мат-
рицами C ∈ GLn с попарно различными собственными значениями. Подалгебры Бете ста-
бильны относительно действия C автоморфизмами сдвига на Y (gln). В случае g = sln эти
алгебры появляются в работах Л. Фаддеева и санкт-петербургской школы при изучении
обратной задачи рассеяния, см. [T84, TF]. В полной общности эти подалгебры впервые
появляются в статье В. Дринфельда [D85]. Максимальность подалгебр Бете была изучена
в [NO].

Данное семейство происходит из интегрируемых моделей в статистической механике и
алгебраического анзаца Бете. Более точно, образ B(C) в тензорном произведении представ-
лений вычисления Y (gln) образует полное множество Гамильтонианов для ХХХ магнитной
цепочки Гейзенберга, см. [B, KBI].

Главная задача в ХХХ интегрируемых системах — это диагонализация операторов, ко-
торыми действуют элементы B(C) в соответствующих представлениях Янгиана. Стандарт-
ный подход — это алгебраический анзатц Бете, который дает явную формулу для собствен-
ных векторов, зависящую от внешних параметров, удовлетворяющую некоторой системе
уравнений, называемую уравнениями анзатца Бете, см., например, [KR86].

Вопросы, которыми мы занимаемся в данной работе непосредственно связаны с полно-
той алгебраического анзатца Бете, а именно с вопросом, образуют ли собственные вектора,
полученные с помощью анзатца Бете, базис в представлении Янгиана. Данная задача ак-
тивно изучается много лет, см. [MV03, MTV07, MTV09, MTV14, T18, CLV, RV]. В качестве
первого шага в направлении решения данной задачи необходимо показать, что совмест-
ные собственные значения не имеют кратностей. Последнее выполнено тогда и только то-
гда, когда выполнены следующие два условия: во-первых, подалгебра Бете действует в
представлении V с циклическим вектором (а именно существует вектор v ∈ V , такой что
B(C)v = V ) и, во-вторых, алгебра B(C) действует на V полупросто.

В данной работе мы доказываем простоту спектра в нескольких новых случаях, вклю-
чающих ручные представления Янгиана в типе А с общими значениями параметров и
некоторые модули Кириллова-Решетихина в других типах.

1. Янгианы и их определения

1.1. Янгиан для простой g. Пусть g — простая комплексная алгебра Ли, G — соответ-
ствующая связная односвязная группа Ли, T — максимальный тор и T reg — регулярные
элементы T , h — соответствующая подалгебра Картана, n = rk g = dim h.

Пусть Φ — система корней алгебры Ли g, Φ+ — положительные корни, {α1, . . . , αn}
— простые корни, {ω1, . . . , ωn} — фундаментальные веса, (, ) — инвариантное скалярное
произведение, такое что (α, α) = 2 для коротких простых корней, gα — соответствующие
корневые подпространства g, xα ∈ gα, x

−
α ∈ g−α такие, что (xα, x

−
α ) = 1, tωi ∈ h — элемент,

соответствующий ωi ∈ h∗ относительно инвариантного скалярного произведения. Таким
же образом hi — это элемент, соответствующий α∨

i = 2αi

(αi,αi)
. Также определим элемент

Казимира, соответствующий инвариантному скалярному произведению:

Ω =
∑

α∈Φ+

(x+
α ⊗ x−

α + x−
α ⊗ x+

α ) +
∑
i

tωi
⊗ hi ∈ g⊗ g
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и
ω =

∑
α∈Φ+

(x+
αx

−
α + x−

αx
+
α ) +

∑
i

tωihi ∈ U(g).

Янгиан Y (g) — это ассоциативная алгебра с единицей над C, порожденная элементами
{x, J(x) |x ∈ g}, удовлетворяющими следующим соотношениям:

xy − yx = [x, y], J([x, y]) = [J(x), y]

J(cx+ dy) = cJ(x) + dJ(y),

[J(x), [J(y), z]]− [x, [J(y), J(z)]] =
∑

λ,µ,ν∈Λ

([x, xλ], [[y, xµ], [z, xν ]]){xλ, xµ, xν},

[[J(x), J(y)], [z, J(w)]] + [[J(z), J(w)], [x, J(y)]] =

=
∑

λ,µ,ν∈Λ

(([x, xλ], [[y, xµ], [[z, w], xν ]]) + ([z, xλ], [[w, xµ], [[x, y], xν ]])) {xλ, xµ, J(xν)}

для всех x, y, z, w ∈ g и c, d ∈ C, где {xλ}λ∈Λ — некоторый ортонормированный базис g,
{x1, x2, x3} = 1

24

∑
π∈S3

xπ(1)xπ(2)xπ(3) for all x1, x2, x3 ∈ Y (g).
Янгиан Y (g) является алгеброй Хопфа с коумножением ∆, коединицей ϵ и антиподом

S, заданными
∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x,

∆(J(x)) = J(x)⊗ 1 + 1⊗ J(x) +
1

2
[x⊗ 1,Ω],

S(x) = −x, S(J(x)) = −J(x) +
1

4
cgx ∀x ∈ g,

ϵ(x) = 0, ϵ(J(x)) = 0,

где cg — собственное значение ω в присоединенном представлении.
Также мы будем обозначать как ∆op обратное коумножение в Y (g); а именно, ∆op = σ◦∆,

где σ = σY (g),Y (g).
Существует автоморфизм сдвига τc, действующий на Y (g), заданный

x 7→ x, J(x) 7→ J(x) + cx, ∀x ∈ g.

Мы обозначаем τc,d = τc ⊗ τd.
Теперь мы готовы ввести универсальную R-матрицу Янгиана Y (g).

Теорема 1.1 ([D85]). Существует единственный формальный ряд

R(u) = 1 +

∞∑
k=1

Rku
−k ∈ (Y (g)⊗ Y (g))[[u−1]],

удовлетворяющий
(id⊗∆)R(u) = R12(u)R13(u),

τ0,u∆
op(y) = R(u)−1(τ0,u∆(y))R(u) ∀y ∈ Y (g).

Ряд R(u) называется универсальной R-матрицей Янгиана Y (g), и также он удовлетво-
ряет квантовому уравнению Янга-Бакстера

R12(u− v)R13(u)R23(v) = R23(v)R13(u)R12(u− v).

Здесь R12(u) = R(u) ⊗ 1 ∈ Y (g) ⊗ Y (g) ⊗ Y (g)[[u−1]], а R13(u) и R23(u) определяются
аналогично.

Мы можем рассмотреть образ R(−u) под действием ρV ⊗ 1 для некоторого конечно-
мерного представления (V, ρV ) Янгиана Y (g). Будем обозначать TV (u) = ρV ⊗ 1(R(−u)) и
называть его T -оператором. Мы можем применить ρV ⊗ ρV ⊗ 1 и получить соотношения
на коэффициенты T -оператора. Коэффициенты Фурье T -оператора можно рассматривать
как другой набор образующих Y (g).

Теперь рассмотрим алгебру X(g) с такими образующими и следуя [W] мы получим
сюръективный гомоморфизм X(g) → Y (g).
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Зафиксируем конечномерное предтавление V Янгиана Y (g) с соответствующим гомо-
морфизмом ρ, такое что у V есть нетривиальный неприводимый подмодуль (не обязатель-
но не равный V ). Обозначим R(u) образ универсальной R-матрицы R(−u) под действием
ρ⊗ ρ:

R(u) = (ρ⊗ ρ)R(−u) ∈ End(V ⊗ V )[[u−1]].

Зафиксируем базис {e1, . . . , eN} представления V и обозначим {Eij}1⩽i,j⩽N обыкновенные
элементарные матрицы относительно этого базиса.

Расширенный Янгиан X(g) — это ассоциативная Cn-алгебра с единицей, порожденная
элементами {t(r)ij | 1 ⩽ i, j ⩽ N, r ⩾ 1} с определяющими соотношениями, которые мы будем
называть RTT-соотношениями,

R(u− v)T1(u)T2(v) = T2(v)T1(u)R(u− v) in (EndV )⊗2 ⊗X(g)[[v−1, u−1]],

где T (u) =
∑N

i,j=1 Eij ⊗ tij(u), а tij(u) = δij +
∑

r⩾1 t
(r)
ij u−r для всех 1 ⩽ i, j ⩽ N , Ta(u) =∑

i,j 1
⊗(a−1) ⊗ Eij ⊗ 1⊗(n−a) ⊗ tij(u) и R(u− v) отождествлено с R(u− v)⊗ 1.

Расширенный Янгиан — это алгебра Хопфа, где структура алгебры Хопфа задается

∆(T (u)) = T[1](u)T[2](u), S(T (u)) = T (u)−1, ϵ(T (u)) = Id,

где T[1](u) =
∑N

i,j=1 Eij ⊗ tij(u)⊗ 1 ∈ EndV ⊗ (X(g))⊗2 и T[2](u) =
∑N

i,j=1 Eij ⊗ 1⊗ tij(u) ∈
EndV ⊗ (X(g))⊗2.

RTT-Янгиан Y (g) является фактором X(g) по двухстороннему идеалу, порожденному
элементами z

(r)
ij , 1 ⩽ i, j ⩽ N и r ⩾ 1, заданными

Z(u) =

N∑
i,j=1

Eij ⊗ zij(u) = S2(T (u))T (u+
1

2
cg)

−1,

where zij(u) = δij +
∑

r⩾1 z
(r)
ij u−r для каждой пары индексов 1 ⩽ i, j ⩽ N .

Впервые эквивалентность этих двух определений утверждал В. Дринфельд в [D85] и
доказал К. Вендландтом в [W].

1.2. Янгиан от gln. Определение расширенного Янгиана X(g) для g = gln, где V — стан-
дартное представление gln дает Янгиан gln.

Алгебра Y (gln) порождена элементами t
(r)
ij , 1 ⩽ i, j ⩽ n, r ∈ Z⩾0 и t

(0)
ij = δij (элементы

t
(r)
ij соответствуют Eijz

r ∈ gln[z], где Eij ∈ gln — это стандартные матричные единицы) со
следующими соотношениями:

[t
(r+1)
ij , t

(s)
kl ]− [t

(r)
ij , t

(s+1)
kl ] = t

(r)
kj t

(s)
il − t

(s)
kj t

(r)
il .

Рассмотрим формальные степенные ряды от u−1, где u — это формальная переменная,

tij(u) =
∑
r⩾0

t
(r)
ij u−r.

Из этих формальных степенных рядов можно составить матрицу с коэффициентами в
формальных рядах с коэффициентами из Y (gln)

T (u) =
∑
i,j

eij ⊗ tij(u) ∈ End(Cn)⊗ Y (gln)[[u
−1]],

где eij — стандартная матричная единица. Таким образом соотношения можно переписать
как:

R(u− v)T1(u)T2(v) = T2(v)T1(u)R(u− v),

где
R(u) = 1⊗ 1− u−1

∑
i,j

eij ⊗ eji

— это R-матрица.
Алгебра Y (g) для g = sln — это подалгебра Y (gln), состоящая из всех элементов, ста-

бильных относительно автоморфизмов T (u) → f(u)T (u) для всех f(u) ∈ 1 + u−1C[[u−1]].
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Для дальнейших деталей и ссылок, касающихся случая gln, мы отсылаем читателя к
книге А. Молева [Mo].

2. Подалгебры Бете

2.1. Подалгебры Бете в Y (g). Подалгебры Бете — это семейство максимальных комму-
тативных подалгебр B(C) в Y (g), зависящих от параметра C ∈ T reg.

Для любого конечномерного представления (V, ρV ) Янгиана Y (g) мы можем определеить
T -оператор TV (u) = ρV ⊗ 1(R(−u)) (как в определении Янгиана в Разделе 1.1). Тогда для
любого элемента C группы G мы можем определить:

Определение 2.1. Подалгебра Бете B(C) — это подалгебра Y (g) порожденная коэффи-
циентами trV (ρV (C)⊗ 1)TV (u) для всех конечномерных представлений Y (g).

Для C = 1 это определение появлилось в работе В. Дринфельда [D88].

Предложение 2.1 ([IR19]). (1) Подалгебра Бете B(C) коммутативна для любого C.
(2) Для регулярного полупростого C подалгебра B(C) является максимальной ком-

мутативной.
(3) Для регулярного полупростого C подалгбера B(C) свободно порождена коэффици-

ентами TW (u), где W проблегает фундаментальные представления g.

Подалгебры Бете определяются следующим свойством:

Теорема 2.2 ([I]). Пусть C ∈ T reg. Подалгебра B(C) содержит h и совпадает с центра-
лизатором подпространства Q(C) ⊂ Y (g), которое является линейной оболочкой элемен-
тов

σi(C) = 2J(tωi
)−

∑
α∈Φ+

eα(C) + 1

eα(C)− 1
(α, αi)xαx

−
α ∈ Y (g), i = 1, . . . , n.

2.2. Подалгебры Бете в Y (gln). Мы заметили, что Y (gln) — это расширенный Янгиан
для Y (sln), а T -оператор для Y (gln) определяется с помощью стандартного представления.
Мы можем определить подалгебры Бете используя только этот T -оператор.

Симметрическая группа Sn действует на Y (gln)[[u
−1]] ⊗ (End Cn)⊗n, переставляя тен-

зорные сомножители. Данное действие факторизуется через вложение Sn ↪→ (End Cn)⊗n,
а значит групповая алгебра C[Sn] является подалгеброй Y (gln)[[u

−1]]⊗ (End Cn)⊗n. Пусть
Sm — это подгруппа Sn, переставляющая первые m тензорных сомножителей. Обозначим
Am антисимметризатор∑

σ∈Sm

(−1)σσ ∈ C[Sm] ⊂ Y (gln)[[u
−1]]⊗ (End Cn)⊗n.

Заметим, что T -операторы, отвечающие фундаментальным представлениям, gln равны
Tp(u) = ApT1(u) . . . Tp(u−p+1), так как фундаментальные представления являются внеш-
ними степенями стандартного представления.

Пусть C ∈ GLn. Для любого a ∈ {1, . . . , n} обозначим Ca элемент ia(1⊗C) ∈ Y (gln)[[u
−1]]⊗

(EndCn)⊗n. Для любого 1 ⩽ p ⩽ n введем ряд с коэффициентами в Y (gln):

τp(u,C) = trApC1 . . . CpT1(u) . . . Tp(u− p+ 1),

где мы берем след по всем p копиям End Cn.

Определение 2.2. Подалгебра Бете B(C) ⊂ Y (gln) порождена всеми коэффициентами
рядов τp(u,C), где p = 1, . . . , n.

Из определения следует, что B(C) = B(a · C) для любого a ∈ C. Зафиксируем мак-
симальный тор T ⊂ GLn (а именно, подргуппу диагональных матриц) и обозначим T reg

множество регулярных элементов T . Обозначим GLreg
n множество регулярных элементов

группы Ли GLn. Следующее предложение суммирует известные алгебраические свойства
подалгебр Бете, см. например [NO], [IR19], [I].

Теорема 2.3 (Свойства подалгебр Бете). (1) Для любого C ∈ GLn подалгебра B(C)
коммутативна.
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(2) Для любого C ∈ T reg подалгебра B(C) является максимальной коммутативной
подалгеброй.

(3) Для любого C ∈ GLreg
n подалгебра B(C) свободно порождена коэффициентами

τp(u,C), где p = 1, . . . , n.
(4) Пусть C ∈ T reg и пусть C̃ — любой представитель C в универсальном накрытии

GLn. Тогда подалгебра B(C) порождена всеми

trV ρ(C̃)(ρ⊗ 1)(R(−u)),

где (ρ, V ) пробегает все конечномерные представления Y (gln) и R(u) — это уни-
версальная R-матрица для Y (gln).

На самом деле нет сомнений, что утверждение (2) верно для любого C ∈ GLreg
n и что

утверждение (4) верно для любого C ∈ GLn, но до сих пор в литературе нет строгих
доказательств этих фактов.

Элемент максимального тора может быть представлен точкой в пространстве Делиня-
Мамфорда M0,n+2 стабильных рациональных кривых с n + 2 отмеченными точками: эле-
мент тора C соответствует невырожденной рациональной кривой с отмеченными точками
0,∞ и собственные значения C. Согласно [IR18] семейство подалгебр Бете в Y (gln) продол-
жается до большего семейства B(X) коммутативных подалгебр Y (gln), где X принимает
значения в M0,n+2: подалгебра B(C) соответствует невырожденной рациональной кривой,
соответствующей элементу тора C, но также появляются некоторые новые подалгебры,
соответствующие вырожденным кривым X ∈ M0,n+2.

В частности, подалгебра, соответствующая самой вырожденной кривой — гусенице —
это подалгебра Картана H ⊂ Y (gln), также известная как подалгебра Гельфанда-Цетлина,
порожденная центрами всех меньших Янгианов Y (gl1) ⊂ Y (gl2) ⊂ . . . ⊂ Y (gln), вложенных
стандартным образом.

Предложение 2.4 ([IMR]). Подалгебра Бете B(C) Янгиана Y (gln) — это тензорное про-
изведение B′(C)⊗ZY (gln), где B′(C) — это коммутативная подалгебра Y (sln) и ZY (gln)
— это центр Y (gln).

B′(C) является подалгеброй Бете Y (sln). В данной работе мы ограничиваемся случаем
C ∈ T reg, а именно мы фиксируем максимальный тор и рассматриваем семейство подалгебр
Бете, параметризованное его регулярными точками.

2.3. Подалгебры Бете в Y (gl2). В этом случае подалгебра B(C) порождена всеми коэф-
фициентами следующих двух формальных рядов:

qdetT (u) = t11(u)t22(u− 1)− t21(u)t12(u− 1)

и
trCT (u) = c11t11(u) + c12t21(u) + c21t12(u) + c22t22(u).

Алгебра не меняется при растяжении параметра C, а значит семейство параметризовано
точками CP 3 = P(Mat2).

Если C регулярная матрица, то B(C) максимальная коммутативная подалгебра Y (gl2),
как показано в [NO]. Более того, для регулярного C все коэффициенты qdetT (u) и trCT (u)
порождают B(C) и являются алгебраически независимыми. Ряд Пуанкаре B(C) относи-
тельно стандартной фильтрации равен

PB(C)(t) =

∞∏
k=1

1

(1− tk)2
.

Для нерегулярного C ряд Пуанкаре уменьшается. А именно, коэффициент при u−1 рядов
trCT (u) и qdetT (u) оба равны t

(1)
11 +t

(1)
22 , в то время как все другие коэффициенты остаются

алгебраически независимыми, и ряд Пуанкаре становится равен

P
B(( 1 0

0 1 ))
(t) =

1

1− t

∞∏
k=2

1

(1− tk)2
.
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Мы изучаем максимальные коммутативные подалгебры в смысле [NO], так что следуя
[IR18] мы пополняем эту меньшую подалгебру, чтобы ее ряд Пуанкаре стал таким же, как
при общем значении C. Это пополнение определяется как предел

lim
t→0

B(( 1 0
0 1 ) + tC ′)

и зависит от выбора направления в касательном пространстве к CP 3 в точке, соответству-
ющей единичной матрице, а именно от C ′. Мы рассматриваем семейство подалгебр Бете
B(C) для регулярного C ∈ Mat2 и определяем его замыкание. Мы доказываем следующее
утверждение:

Теорема 2.5 ([Ma21]). Замыкание B семейства подалгебр Бете в Y (gl2) параметризовано
точками раздутия CP 3 в точке, соответствующей ( 1 0

0 1 ).

Мы обозначаем это раздутие CP 3 как Z, и это пространство параметров семейства B.

Замечание. Семейство B — это плоское семейство коммутативных подалгебр Y (gl2)
над Z. В [IR19] определение B(C) расширено на точки компактификации Де Кончини-
Прочези присоединенной группы Ли алгебры Ли, для которой определен Янгиан. Ожи-
дается, что предельное пространство, на которое можно расширить определение по-
далгебр Бете, — это некоторое разрешение компактификации Де Кончини-Прочези. В
нашем случае алгебра Ли — это gl2, а соответствующая группа —- это PGL(2,C). Ее
компактификация Де Кончини-Прочези — это CP 3.

3. Представления Янгианов

3.1. Представления Y (g). Так как Y (g) — это алгебра Хопфа, можно определить дей-
ствие Янгиана на тензорных произведениях представлений.

Автоморфизм сдвига τu на Y (g) определяет действие сдвигами на представлениях Y (g),
а именно

V 7→ V (u), ρ 7→ ρ ◦ τu, u ∈ C.

Мы будем рассматривать представления Янгиана Y (g), которые имеют вид
N⊗
j=1

Wj(uj), где

Wj — “маленькие” представления.

Определение 3.1. Модуль Кириллова-Решетихина Wk,r — это неприводимое представ-
лене Y (g), порожденное старшим вектором v со старшим весом rωk относительно g, такое
что J(h)v = 0 и J(x+

α )v = 0 для всех α ∈ Φ+.

Модули Кириллова-Решетихина были определены в [KR87]. Известно, что

Wk,r|g = Vkωr ⊕
⊕
s

Vλs ,

где λs — это веса, меньшие kωr.

3.2. Представления Y (gln). Можно получить представления Янгиана из представлений
gln, используя гомоморфизм вычисления

ev : Y (gln) → U(gln),

который дает структуру представления Y (gln) на каждом представлении gln. Такие пред-
ставления называются представлениями вычисления. Модули Кириллова-Решетихина, опре-
деленные в общем случае, могут быть получены этим способом.

В случае Y (gln) автоморфизм сдвига можно рассматривать как деформацию действия
C на U(gln[t]), которое сдвигает переменную t.

Можно обобщить конструкцию Y (gln)-модулей, используя централизаторную конструк-
цию Янгиана, придуманную Ольшанским [O]. А именно, рассмотрим вложение glk ⊂ gln+k

как подалгебру k × k-матриц в правом нижнем углу, тогда для каждого k ≥ 0 существует
гомоморфизм

ηk : Y (gln) → U(gln+k)
glk ,
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который сюръективен по модулю центра U(gln+k) (в частности, η0 = ev). Пусть Vλ —
неприводимое представление gln+k со старшим весом λ. Рассмотрим ограничение Vλ на
glk:

Vλ =
⊕
µ

Mλµ ⊗ Vµ,

где Mλµ := Hom(Vµ, Vλ) — пространство кратностей, на котором действует U(gln+k)
glk , и

таким образом оно является неприводимым представлением Y (gln). Представления дан-
ного вида называются косыми представлениями Y (gln), потому что они зависят от косой
диаграммы Юнга λ \ µ. Пусть Mλµ — любое косое представление Y (gln), тогда мы будем
обозначать Vλ\µ(z) (неприводимое) представление, на котором действие Y (gln) задается
с помощью ηk ◦ τz. Мы также называем такие представления косыми представлениями
Y (gln).

В [NT], Назаров и Тарасов вводят класс ручных представлений, то есть представлений
вида

⊗k
i=1 Vλi\µi

(zi), таких что zi − zj ̸∈ Z для всех i ̸= j. Это класс неприводимых пред-
ставлений Y (gln), таких что подалгебра Картана H ⊂ Y (gln) действует без крастностей.
Таким образом естественно ожидать аналогичных свойств от действия подалгебр Бете на
этом классе представлений Y (gln). Собственный базис подалгебры Картана H ⊂ Y (gln),
известный как базис Гельфанда-Цетлина, естественно нумеруется полустандартными косы-
ми таблицами Юнга и может быть описан явно. Собственный базис для общей подалгебры
Бете B(X) таким образом является деформацией базиса Гельфанда-Цетлина (будучи при
этом гораздо менее явным).

3.3. Представления Y (gl2). Обозначим L(a, b) представление вычисления Y (gl2), кото-
рое получается из конечномерного представления gln со старшим весом (a, b). Тогда B(x)
действует на L(a, b) = L(a1, b1)⊗ . . .⊗ L(aN , bN ) для любого x ∈ Z.

Любое конечномерное неприводимое представление Y (gl2) изоморфно L(a, b) для неко-
торого набора весов {(ai, bi)}Ni=1.

4. Свойство эрмитовости

Мы рассматриваем две разных эрмитовых формы на представлениях Янгианов. Одна
будет использоваться в общем случае, а другая только в случае gl2. Первая соответствует
компактной форме группы, а вторая — расщепленной.

4.1. Свойство эрмитовости, соответствующее компактной форме. Пусть θ — инво-
люция Картана на g. Это антилинейная инволюция, заданная θ(xα) = −x−

α , θ(x−
α ) = −xα,

θ(hi) = −hi. Неподвижные точки этой антиинволюции — это компактная вещественная
форма gcomp алгебры Ли g. Соответствующая подгруппа Gcomp ⊂ G компактна.

На Янгиане Y (g) действует антиавтоморфизм θ̂, заданный θ̂(x) = θ(x), θ̂(J(x)) = −J(θ(x))
∀x ∈ g. Этот антиавтоморфизм обобщает антиавтоморфизм, определенный Кирилловым и
Решетихиным в [Re].

Рассмотрим T reg
comp, неподвижные точки инволюции Картана на T reg. А именно, T reg

comp =
T reg ∩Gcomp.

Лемма 4.1 ([Ma22]). Если C ∈ T reg
comp, то θ̂(B(C)) = B(C).

Эрмитовость — достаточное условие полупростоты операторов, то есть на представлении
есть эрмитово скалярное произведение, отностильено которого B(C) действует нормаль-
ными операторами.

Определение 4.1. Представление π : Y (g) → End(V ) в эрмитовом пространстве V мы
называем эрмитовым, если π(x)+ = π(θ̂(x)) для любого x ∈ Y (g).

4.2. Свойство эрмитовости, соответствующее расщепленной форме. В случае g =
gln мы рассматриваем другую эрмитову форму на конечномерных представлениях Y (gln).
Эта форма продолжает стандартную форму, которая есть на представлении gln.



9

Определение 4.2. Представление V Янгиана Y (gln) называется унитарным, если су-
ществует положительно определенная эрмитова форма ⟨·, ·⟩ на V , такая что для любых
v, w ∈ V ⟨tij(u)v, w⟩ = ⟨v, tji(u)w⟩.

Мы обозначаем ϕ+ эрмитов сопряженный оператор к оператору ϕ относительно данной
эрмитовой формы.

Лемма 4.2 ([Ma21]). Если C ∈ T reg
split, то B(C)+ = B(C) в представлении V .

5. Главные результаты

Мы говорили, что в качестве первого шага в решении задачи анзатца Бете необходимо
установить, что совместные собственные значения подалгебры Бете не имеют кратностей.
Как было замечено, это условие выполнено тогда и только тогда, когда выполнены следу-
ющие два условия: во-первых, в представлении есть циклический вектор для подалгебры
Бете (то есть существует v ∈ V , такой что B(C)v = V ), а во-вторых, алгбра B(C) действует
на V полупросто.

В этом разделе мы обсудим, при каких предположениях данные условия выполняются.

Гипотеза 5.1. B(C) действует с циклическим вектором в любом неприводимом конеч-
номерном представлении Y (g) для всех C ∈ T reg.

Условие, которое может быть проверено и которое гарантирует полупростоту операторов
из подалгебры Бете B(C) — это условие, что они действуют нормальными операторами
относительно некоторой эрмитовой формы, то есть B(C)+ = B(C).

Гипотеза 5.2. Для всех тензорных произведений модулей Кириллова-Решетихина
⊗N

j=1 Wkj ,rj (uj),
где uj ∈ iR, B(C) действует нормальными операторами относительно эрмитовой фор-
мы, определенной в разделе 4.1, если C ∈ T reg

comp.

В данной работе мы получили несколько результатов, подтверждающих эти гипотезы, и
это главные результаты нашей работы. В следующих подразделах мы их обсудим подроб-
нее.

5.1. Случай Y (g) для простой g. Для условия наличия циклического вектора мы рас-
смотрим представления, для которых Wk,r|g = Vkωr

. Согласно [KR87] для всех класси-
ческих алгебр Ли такие представления существуют. В частности, в типе А все модули
Кириллова-Решетихина имеют такой вди, а в типе С все модули Кириллова-Решетихина
с r = 1 имеют такой вид. Также в ортогональном случае спинорное представление имеет
такой вид.

Теорема 5.3 ([Ma22]). Если Wk,r — модуль Кириллова-Решетихина, удовлетворяющий
условиям выше, то для всех C ∈ T reg для общих uj, то есть для открытого по Зари-
скому подмножества в C⊗N , подалгебра Бете B(C) действует в представлении V =⊗

j Wkj ,rj (uj) с циклическим вектором.

Теперь приведем результат о полупростоте.
Рассмотрим T reg

comp — неподвижные точки инволюции Картана на T reg. То есть T reg
comp =

T reg ∩Gcomp.

Теорема 5.4 ([Ma22]). Пусть V — предстваление Янгиана Y (g), которое является тен-
зорным произведением представлений вида Wk,r(u), где u ∈ iR с условием, что Wk,r

неприводимо как g-модуль. Тогда V эрмитово.

Главный результат нашей работы в общем случае следующий:

Следствие 5.5. Если C ∈ T reg
comp, спектр подалгебры Бете B(C) прост в представлениях,

который удовлетворяют условиям теорем 5.3 и 5.4.
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5.2. Анзатц Бете, циклический вектор и простота спектра, случай Y (gln). Пусть
X ∈ M0,n+2 и рассмотрим подалгебру Бете B(X). Наша гипотеза в этих предположениях
следующая:

Гипотеза 5.6. B(X) действует с циклическим вектором в любом ручном представлении
Y (gln) для всех X ∈ M0,n+2.

На самом деле легко увидеть, что гипотеза верна для общих X, z1, . . . , zN . Действитель-
но, рассмотрим пространство параметров M0,n+2 × CN . Условие, что B(X) действует с
циклическим вектором на

⊗N
i=1 Vi(zi) определяет открытое по Зарискому подмножество

в M0,n+2 × CN , а значит если у нас есть одна точка (X, z1, . . . , zN ) ∈ M0,n+2 × CN , такая
что B(X) действует с циклическим вектором на

⊗N
i=1 Vi(zi), мы автоматически получаем

то же свойство для общих (X, z1, . . . , zN ). С другой стороны, согласно [NT], подалгебра
Гельфанда-Цетлина Y (gln) (которая является частным случаем подалгебры Бете B(X))
действует без кратностей в любом ручном представлении, а значит действует с цикличе-
ским вектором. Следовательно, это открытое по Зарискому подмножество непусто. Про-
блема с этим рассуждением в том, что оно не дает ни одного представленя, такого что
B(X) действует циклически для всех X ∈ M0,n+2.

Теорема 5.7 ([IMR]). Существует открытое по Зарискому плотное подмножество I ⊂
CN , такое что B(X) действует на V с циклическим вектором для всех X ∈ M0,n+2 и
(z1, . . . , zN ) ∈ I.

В частности, в общем ручном представлении в смысле [NT] каждая подалгебра Бете
B(X) с X ∈ M0,n+2 действует с циклическим вектором. Это позволяет изучать совместный
спектр B(X) в данном ручном представлении как конечное накрытие M0,n+2 и перефор-
мулировать некоторые свойства этого спектра в терминах геометрии компактификации
Делиня-Мамфорда.

Теорема 5.8 ([IMR]). Пусть Wk,r — модуль Кириллова-Решетихина, такой что его веса
не имеют кратностей. Тогда для всех C ∈ T reg для общих uj ∈ iR подалгебра Бете B(C)
действует в представлении V =

⊗
j Wkj ,rj (uj) с циклическим вектором.

Другой главный результат этот работы — это следующая теорема. Она была впервые
доказана в типа А Решетихиным [Re] для g = sl3.

Теорема 5.9 ([IMR]). Пусть V — представление Янгиана Y (g), такое что V — это
тензорное произведение представлений Wk,r(u), где u ∈ iR и Wk,r неприводимо как g-
модуль. Тогда V эрмитово (в смысле определения 4.1).

Из теоремы 5.7 следует, что если B(C) действует полупросто, у нее простой спектр
(то есть совместные собственные значения не имеют кратностей). Обычное достаточное
условие для этого — это существование эрмитового скалярного произведения, такого что
B(C)+ = B(C), то есть все элементы B(C) действуют нормальными операторами. Мы да-
ем достаточные условия на представления Янгиана, гарантирующие, что такое скалярное
произведение существует, если C принадлежит либо замыканию множества регулярных
элементов компактного вещественного тора Tcomp ⊂ T , либо расщепленного вещественного
тора Tsplit ⊂ T . Таким образом мы получаем:

Следствие 5.10 ([IMR]). Для C ∈ T reg
comp спектр подалгебры Бете B(C) в представлени-

ях, удовлетворяющих условиям теорем 5.8 и 5.9 прост.

Случай компактного тора восходит к Кириллову и Решетихину [KR86]. Тогда Wk,r(u)

— это другое обозначение для Vkωr (
ki

2 − ri
2 + u). Заметим, что замыкание множества регу-

лярных точек в компактном торе Tcomp в M0,n+2 — это компактная форма M comp
0,n+2. Таким

образом в случае gln мы получаем:

Теорема 5.11 ([IMR]). Пусть все Vi являются модулями Кириллова-Решетихина. Пусть
ki× ri — размер соответствующей диаграммы Юнга. Пусть zi =

ki

2 − ri
2 + ixi, где xi ∈ R.



11

Тогда для (x1, . . . , xN ) ∈ RN из открытого по Зарискому подмножества B(X) действует
с простым спектром на

⊗N
i=1 Vi(zi) для всех X ∈ M comp

0,n+2.

Замыкание множества регулярных точек расщепленного вещественного тора Tsplit в
M0,n+2 — это вещественная форма Msplit

0,n+2. Наш следующий результат:

Теорема 5.12 ([IMR]). Пусть Vi, i = 1, . . . , N — набор косых представлений Y (gln). То-
гда для (x1, . . . , xN ) из непустого открытого по Зарискому подмножества в RN , B(X)

действует с простым спектром на
⊗N

i=1 Vi(xi) для всех X ∈ Msplit
0,n+2.

5.3. Случай Y (gl2). В случае Y (gl2) у нас получилось найти явно открытое по Зарискому
подмножество, о котором мы говорили выше.

Струна — это множество S(a, b) = {a− 1, a− 2, . . . , b+1, b}, где a, b ∈ C, a > b, a− b ∈ Z.
Известно, что представление L(a, b) = L(a1, b1)⊗. . .⊗L(aN , bN ) неприводимо тогда и только
тогда, когда для любых 1 ⩽ i < j ⩽ N выполнен один из трех вариантов: S(ai, bi)∪S(aj , bj)
не струна, или S(ai, bi) ⊂ S(aj , bj), или S(ai, bi) ⊃ S(aj , bj).

Мы получили следующие два результата:

Теорема 5.13 ([Ma21]). Любая алгебра в семействе B действует с циклическим вектором
на L(a1, b1)⊗ . . .⊗L(aN , bN ), если для любых 1 ⩽ i < j ⩽ n, S(ai, bi)∪S(aj , bj) не является
струной.

Во-вторых, мы ограничиваемся на замыкание подсемейства, соответствующее веществен-
ным диагональным матрицам, параметризованное точками RP 1 ≃ Z ′ ⊂ Z (см. определение
Z в теореме 2.5).

Теорема 5.14 ([Ma21]). Для любого x ∈ Z ′ и любых a1, b1 . . . , aN , bN ∈ R, таких что
(ai, bi) и (aj , bj) не пересекаются и S(ai, bi) ∪ S(aj , bj) не является струной для каждой
пары i, j, подалгебра B(x) действует на L(a1, b1)⊗ . . .⊗ L(aN , bN ) с простым спектром.

6. Дальнейшие задачи

Теорема 5.11 позволяет рассматривать множество собственных прямых относительно
действия B(X) на

⊗k
i=1 Vi(zi) как неразветвленное накрытие пространства M comp

0,n+2. В част-
ности, мы получаем действие монодромии фундаментальной группы π1(M

comp
0,n+2) (которую

естественно называть (чистой) аффинной группой кактусов) на спектре подалгебр Бете.
Также можно определить структуру кристалла Кириллова-Решетихина на спектре, сле-
дуя стратегии, описанной в [HKRW] (см. [KMR]). Мы ожидаем, что действие аффинной
группы кактусов на этом множестве задается частичными инволюциями Шутценбергера
на кристалле Кириллова-Решетихина.

Аналогично с ситуацией с компактной вещественной формой, теорема 5.12 дает возмож-
ность рассмотреть действие обычной группы кактусов π1(M

split
0,n+2) на спектре подалгебры

Бете. Специализирую параметр подалгебры Бете в точку гусеничной кривой в Msplit
0,n+2, мы

получаем действие группы кактусов на базисе Гельфанда-Цетлина в тензорном произве-
дении косых представлений. Этот базис пронумерован наборами полустандартных косых
таблиц Юнга, и мы предполагаем, что действие группы кактусов задается инволюциями
Бендера-Кнута, аналогично с конструкцией Чмутова, Глика и Пилявского [CGP].

Основные результаты диссертации опубликованы в двух статьях: I. I. Mashanova-
Golikova Simplicity of spectra for Bethe subalgebras in Y (gl2). Arnold Math J. (2021) (И.
Машанова-Голикова Простота спректра подалгебр Бете в Y (gl2).)
II. I. Mashanova-Golikova Hermitian property and simplicity of spectra of Bethe subalgebras in
Yangians. Funct. Anal. and its Appl. (2022) (И. Машанова-Голикова Свойство эрмитовости
и простота спектра подалгебр Бете в янгианах.)
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