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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû. Âåñîâûå ñè-
ñòåìû ñîïîñòàâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàì óçëîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Îíè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ (êîìáèíàòîðíûõ îáú-
åêòàõ, èìåþùèõ âèä îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè ñ íàáîðîì õîðä íà
íåé). Â ÷àñòíîñòè, sl2-âåñîâàÿ ñèñòåìà îòâå÷àåò êðàøåíîìó ìíîãî÷ëåíó
Äæîíñà.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó îïðåäåëåíèÿ, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé è ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷åé. Íàìè âû÷èñëåíû
çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà íåêîòîðûõ ñåìåéñòâàõ ãðàôîâ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñîåäèíåíèå (join) äàííîãî ãðàôà ñ äèñêðåòíûìè ãðà-
ôàìè, à èìåííî, íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ (ñîåäèíåíèå äâóõ äèñ-
êðåòíûõ ãðàôîâ) è íà ñîåäèíåíèÿõ öèêëà íà ïÿòè âåðøèíàõ ñ äèñêðåòíû-
ìè ãðàôàìè. Ìû îáîçíà÷àåì ñîåäèíåíèå ãðàôà G ñ äèñêðåòíûì ãðàôîì
íà n âåðøèíàõ ÷åðåç (G, n). Åñëè G ýòî ãðàô C5, öèêë íà 5 âåðøèíàõ,
òî ïðè n ≥ 1 ãðàôû (G, n) íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé õîðäî-
âûõ äèàãðàìì. Ñåìåéñòâî (C5, n) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå áåñêîíå÷íîå
ñåìåéñòâî ãðàôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé, äëÿ êîòîðîãî
èçâåñòíû çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû.

Êðîìå ýòîãî, ìû äîêàçûâàåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ïðîåêöèé ãðàôîâ
ñåðèé (G, n) íà ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ âäîëü ïðîñòðàí-
ñòâà ðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ â àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ. Íàøà ôîðìóëà
âûðàæàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðîåêöèé ãðà-
ôîâ (G, n), n = 0, 1, 2, . . . ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíê-
öèè äëÿ ãðàôîâ (H,n), n = 0, 1, 2, . . ., ãäå H � âñåâîçìîæíûå ïîäãðàôû
ãðàôà G. Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê âûâåäåííûì íàìè ÿâíûì çíà÷åíèÿì
sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà óêàçàííûõ ñåðèÿõ ãðàôîâ, ìû âû÷èñëÿåì åå çíà-
÷åíèÿ íà ïðîåêöèÿõ ýòèõ ãðàôîâ íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ. Â
÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó
Ëàíäî: çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèè ãðàôà íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðèìèòèâíûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå ïî-
ëîâèíû îêðóæåíèÿ (äëèíû ìàêñèìàëüíîãî öèêëà, circumference) ãðàôà.
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×àñòü I

Îáùàÿ òåîðèÿ

1 Òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà

Ó ðàçâåòâëåííîé òåîðèè Âàñèëüåâà äîïîëíåíèé ê äèñêðèìèíàíòàì è òî-
ïîëîãèè ýòèõ äîïîëíåíèé [1] èìååòñÿ âàæíûé ðàçäåë: òåîðèÿ èíâàðèàí-
òîâ Âàñèëüåâà óçëîâ. Óçëîì íàçûâàåòñÿ êëàññ èçîòîïèè âëîæåíèÿ îðè-
åíòèðîâàííîé îäíîìåðíîé îêðóæíîñòè â ïðîñòðàíñòâî S1 → R3. Èíâà-
ðèàíò óçëîâ � ýòî ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå óçëîâ.

Îñîáûì óçëîì íàçûâàåòñÿ êëàññ èçîòîïèè îòîáðàæåíèé u : S1 → R3,
òàêèõ, ÷òî

1. u′(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ S1;

2. âñå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà u(S1) � ïðîñòûå äâîéíûå òî÷êè
ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè (òî åñòü, åñëè u(t1) = u(t2),
t1, t2 ∈ S1, t1 6= t2, òî íå ñóùåñòâóåò òî÷êè t3 ∈ S1, îòëè÷íîé îò t1
è t2 è òàêîé ÷òî u(t3) = u(t1) = u(t2) è äâà êàñàòåëüíûõ âåêòîðà
u′(t1) è u′(t2) íå êîëëèíåàðíû).

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, êîëè÷åñòâî äâîéíûõ òî÷åê íà îñîáîì óçëå êîíå÷-
íî. Â. À. Âàñèëüåâ ïðåäëîæèë ñïîñîá (ñêåéí-ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà)
ïðîäîëæèòü êàæäûé èíâàðèàíò óçëîâ ñî çíà÷åíèÿìè â àáåëåâîé ãðóïïå
äî èíâàðèàíòà îñîáûõ óçëîâ. Èíâàðèàíò óçëîâ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì
Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå n, åñëè åãî ïðîäîëæåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü
íà âñåõ îñîáûõ óçëàõ, èìåþùèõ áîëåå, ÷åì n äâîéíûõ òî÷åê.

Ïîíÿòèå èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà åñòåñòåííûì îáðàçîì ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ è íà èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé (¾ìíîãîêîìïîíåíòíûõ óçëîâ¿).
Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå èíâàðèàíòû óçëîâ, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ
èëè ìíîãî÷ëåí HOMFLYPT, âûðàæàþòñÿ òåì èëè èíûì îáðàçîì ÷åðåç
èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, õîòÿ ñàìè è íå ÿâëÿþòñÿ èìè.

Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà (îíè æå èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà) îá-
ëàäàþò ðÿäîì äîñòîèíñòâ, ÷òî äåëàåò èõ óäîáíûì è âàæíûì èíñòðó-
ìåíòîì èçó÷åíèÿ óçëîâ è çàöåïëåíèé. Ïåðå÷èñëèì èõ, ñëåäóÿ [14]. Âî-
ïåðâûõ, ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòîâ ïîðÿäêà íå âûøå çàäàííîãî êîíå÷íî-
ìåðíî, è ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî a priori îöåíèòü ñâåðõó.
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Êðîìå òîãî, êàæäîå ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòîâ íàïåðåä çàäàííîãî ïî-
ðÿäêà àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìî. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî èíâàðèàíòà Âà-
ñèëüåâà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíâàðèàíòà çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Íàêîíåö, èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ñèëüíåå, ÷åì âñå
èçâåñòíûå êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû óçëîâ (ïîëèíîìû
Àëåêñàíäåðà, Äæîíñà, Êàóôìàíà, Êîíâåÿ, HOMFLYPT è äð.). Ãèïîòåçà
Â. À. Âàñèëüåâà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ óçëîâ ñóùå-
ñòâóåò ðàçëè÷àþùèé èõ èíâàðèàíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì, îäíàêî,
÷òî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èçâåñòíû ïåðñïåêòèâíûå ïîäõîäû ê äîêà-
çàòåëüñòâó ýòîé ãèïîòåçû, êàê, âïðî÷åì, è ê ïîñòðîåíèþ êîíòðïðèìåðîâ
ê íåé.

2 Àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ è õîðäîâûõ äèà-

ãðàìì

Ôóíêöèè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ òåñíî ñâÿçàíû ñ èíâàðèàíòàìè ãðà-
ôîâ. Ñòðóêòóðà ìíîãèõ èç åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ èíâàðèàíòîâ, â ñâîþ
î÷åðåäü, òåñíî ñâÿçàíà ñî ñòðóêòóðàìè àëãåáð Õîïôà íà ïðîñòðàíñòâàõ
ãðàôîâ è õîðäîâûõ äèàãðàìì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñòðóêòóðû.

2.1 Àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ

Ïîä ãðàôîì ìû ïîíèìàåì êëàññ èçîìîðôèçìà ïðîñòûõ (ò.å. íå èìåþ-
ùèõ êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü) êîíå÷íûõ ãðàôîâ. Ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ãðàôîâ îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ãðàäóèðîâàííîå
êîëè÷åñòâîì âåðøèí ãðàôà.

Ïðîèçâåäåíèå ãðàôîâ G1 èG2 � ýòî èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå:G1G2 :=
G1 tG2. Òàêîå óìíîæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî ãðàôîâ ïî ëè-
íåéíîñòè. Îíî ñîãëàñîâàíî ñ ãðàäóèðîâêîé è çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå ãðà-
ôîâ ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (G) ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôàG. Äåéñòâèå êîóìíî-
æåíèÿ µ íà ãðàôå G îïðåäåëåíî òàê:

µ(G) :=
∑

U⊂V (G)

G|U ⊗G|V (G)\U .
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Çäåñü ÷åðåç G|U îáîçíà÷åí ïîäãðàô â G, èíäóöèðîâàííûé ïîäìíîæå-
ñòâîì U ⊂ V (G) ìíîæåñòâà åãî âåðøèí. Êàê è óìíîæåíèå, êîóìíîæåíèå
ïðîäîëæàåòñÿ íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ãðàôîâ ïî ëèíåéíîñòè è ñîãëà-
ñîâàíî ñ ãðàäóèðîâêîé, ò.å. ìû ââåëè íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ñòðóêòóðó
ãðàäóèðîâàííîé êîàëãåáðû. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 1. Ââåäåííûå âûøå óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå, âìå-
ñòå ñ åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìûìè åäèíèöåé, êîåäèíèöåé è àíòèïîäîì,
çàäàþò íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîé êîììóòà-
òèâíîé è êîêîììóòàòèâíîé àëãåáðû Õîïôà.

Ýòà ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà íà ïðîñòðàíñòâå ãðàôîâ ââåäåíà â [13],
à ðàññìàòðèâàòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ãðàôîâ êàê óìíîæåíèå ïðåäëî-
æèë åù¼ Òàòò [24].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G àëãåáðó Õîïôà ãðàôîâ, à ÷åðåç Gn � îäíîðîäíîå
âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â íåé, íàòÿíóòîå íà ãðàôû ñ n âåðøèíàìè,
n = 0, 1, 2, . . . , òàê ÷òî

G = G0 ⊕G1 ⊕G2 ⊕ . . .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èíâàðèàíòîâ óçëîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íàñ áó-
äåò òàêæå èíòåðåñîâàòü àëãåáðà Õîïôà ãðàôîâ ïî ìîäóëþ òàê íàçûâàå-
ìûõ ÷åòûðåõ÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ãðàôîâ:

G−G′AB − G̃AB + G̃′AB = 0,

ãäå G � íåêîòîðûé ãðàô, A,B � êàêèå-òî äâå åãî âåðøèíû, G′AB � ãðàô
G, â êîòîðîì èíöèäåíòíîñòü âåðøèí A è B èçìåíåíà íà ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ; G̃AB � ãðàô G, â êîòîðîì äëÿ êàæäîé âåðøèíû, ñîåäèíåííîé ñ B, åå
èíöèäåíòíîñòü ñ âåðøèíîé A èçìåíåíà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Îòìåòèì,
÷òî âñå ãðàôû, âõîäÿùèå â 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå, èìåþò îäèíàêîâîå
÷èñëî âåðøèí. Êàê ñëåäñòâèå, ýòî ñîîòíîøåíèå óâàæàåò ãðàäóèðîâêó, è
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàêòîð-àëãåáðà Õîïôà òîæå ãðàäóèðîâàíà. Ìû îáî-
çíà÷àåì åå ÷åðåç F. Ãîâîðÿ îá ýëåìåíòàõ àëãåáðû Õîïôà F, ìû áóäåì
äîïóñêàòü âîëüíîñòü ðå÷è è íàçûâàòü ãðàôîì åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ïî ìîäóëþ ÷åòûðåõ÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé.

Â àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ èìåþòñÿ çàñëóæèâàþùèå âíèìàíèÿ ïîäàë-
ãåáðû Õîïôà. Îäíà èç òàêèõ ïîäàëãåáð Õîïôà ïîðîæäåíà ïîëíûìè ãðà-
ôàìè. Äðóãîé ïðèìåð � óæå öåëîãî ñåìåéñòâà ïîäàëãåáð Õîïôà � ñòðî-
èòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè ñîåäèíåíèÿ (join) ãðàôîâ. Ñîåäèíåíèåì
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äâóõ ïðîñòûõ ãðàôîâ G è H íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì
ê íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ G t H ýòèõ ãðàôîâ âñåõ ðåáåð, ñîåäèíÿþ-
ùèõ âåðøèíû ãðàôà G ñ âåðøèíàìè ãðàôà H. Äëÿ n = 0, 1, 2, . . . áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç (G, n) ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì ãðàôà G è äèñ-
êðåòíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ.

Íåêîòîðûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ òàêîãî âèäà âñåãäà ñîñòîÿò èç ãðàôîâ
ïåðåñå÷åíèé õîðäîâûõ äèàãðàìì (ñì. íèæå), ê ïðèìåðó, ïîëíûå äâóäîëü-
íûå ãðàôû. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè íåòðóäíî ïîñòðîèòü è
áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ãðàôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé, ïî-
äðîáíåå îá ýòîì ñêàçàíî íèæå.

Ëþáîé èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà (G, n) èìååò âèä (H, k), ãäå
H � íåêîòîðûé ïîäãðàô â G, k ≤ n. Ãðàôû âèäà (H,n), ãäåH � ïîäãðàô
ãðàôà G, n ∈ N ∪ {0}, ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó Õîïôà â àëãåáðå Õîïôà
G. Åñëè G0, G1, G2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ, â êîòîðîé êàæäûé
ãðàô ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííûì ïîäãðàôîì ñëåäóþùåãî çà íèì, òî ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïîäàëãåáðû Õîïôà îáðàçóþò öåïî÷êó ïî âêëþ÷åíèþ.

2.2 Àëãåáðà Õîïôà õîðäîâûõ äèàãðàìì

Õîðäîâîé äèàãðàììîé ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæ-
íîñòü ñ âûáðàííûìè íà íåé 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè, ðàçáèòûìè
íà n ïàð, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà, ñîõðàíÿ-
þùåãî îðèåíòàöèþ. Îáû÷íî òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ê îäíîé ïàðå, ñî-
åäèíÿþò õîðäàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè èõ êîíöû
ïåðåìåæàþòñÿ íà îêðóæíîñòè.

Ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè õîðäîâûõ äèàãðàìì îáðàçóþò ãðà-
äóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ãðàäóèðîâêè
� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äèàãðàììàìè îäíîãî ïîðÿäêà.
×åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì èìååò
âèä

− + − = 0

(1)

Çäåñü è äàëåå, åñëè íå óêàçàíî èíîå, øòðèõîâîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû ÷àñòè
îêðóæíîñòè, íà êîòîðûõ ìîãóò ëåæàòü êîíöû êàêîãî-òî íàáîðà õîðä,
îäèíàêîâîãî âî âñåõ äèàãðàììàõ ñîîòíîøåíèÿ.
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð õîðäîâîé äèàãðàììû è ñîîòâåòñòâóþùåé åé äóãîâîé äèà-
ãðàììû

Äèàãðàììû, âõîäÿùèå â ÷åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå, óñòðîåíû òàê:
îäíà èç õîðä îñòàåòñÿ íà ìåñòå, îäèí èç êîíöîâ äðóãîé õîðäû òîæå îñòàåò-
ñÿ íåïîäâèæíûì, à äðóãîé ïðîáåãàåò âñå ÷åòûðå âîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿ
ðÿäîì ñ êîíöîì ïåðâîé õîðäû. (Ãîâîðÿò, ÷òî êîíöû õîðä ðàñïîëîæåíû
ðÿäîì, åñëè ìåæäó íèìè íåò êîíöîâ äðóãèõ õîðä.)

Ââåäåì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî ìîäóëþ
âñåâîçìîæíûõ ÷åòûðåõ÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé ñîãëàñîâàííûå ñ ãðàäóè-
ðîâêîé óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Äóãîâàÿ äèàãðàììà ïîðÿäêà n � îðèåíòèðîâàííàÿ
ïðÿìàÿ ñ âûáðàííûìè íà íåé 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè, ðàç-
áèòûìè íà n ïàð, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìîâ
ïðÿìîé, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ.

Åñëè âûáðàòü íà îêðóæíîñòè õîðäîâîé äèàãðàììå òî÷êó, îòëè÷íóþ
îò êîíöîâ õîðä, ¾ðàçðåçàòü¿ îêðóæíîñòü â ýòîé òî÷êå è ðàçâåðíóòü åå â
ïðÿìóþ, òî ïîëó÷èòñÿ ïðåäñòàâëåíèå õîðäîâîé äèàãðàììû â âèäå äóãîâîé
äèàãðàììû (ñì. ïðèìåð íà ðèñ. 1). Ó õîðäîâîé äèàãðàììû ïîðÿäêà n
ìîæåò áûòü äî 2n ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå äóãîâîé äèàãðàììû.
Íàïðîòèâ, äóãîâàÿ äèàãðàììà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ
õîðäîâóþ äèàãðàììó.

Ïðîèçâåäåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì C1 è C2 � ýòî õîðäîâàÿ äèàãðàì-
ìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãîâîé äèàãðàììå, ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíûì
ñîåäèíåíèåì äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äóãîâûõ ïðåäñòàâëåíèé äèàãðàìì C1 è
C2 (ñì. ðèñ. 2). Ïðîèçâåäåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì êîððåêòíî îïðåäåëå-
íî (òî åñòü, ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê ðàçðûâà) ïî ìîäóëþ
4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (C) ìíîæåñòâî õîðä äèàãðàììû C. Êîóìíîæåíèå
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· = =

Ðèñ. 2: Óìíîæåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì

µ õîðäîâûõ äèàãðàìì îïðåäåëåíî òàê:

µ(C) :=
∑

U⊂V (C)

C|U ⊗ C|V (C)\U .

Çäåñü ÷åðåç C|U îáîçíà÷åíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà, îáðàçîâàííàÿ ïîäìíî-
æåñòâîì U ⊂ V (C) ìíîæåñòâà õîðä õîðäîâîé äèàãðàììû C.

Óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå ïðîäîëæàþòñÿ íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî ëèíåéíîñòè è ñîãëàñîâàíû ñ ãðàäóèðîâêîé.

Êàê äîêàçàë Áàð-Íàòàí [2], ýòè îïåðàöèè ïðåâðàùàþò âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî ìîäóëþ ÷åòûðåõ÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé
â àëãåáðó Õîïôà. Ìû îáîçíà÷àåì ýòó àëãåáðó Õîïôà ÷åðåç C,

C = C0 ⊕ C1 ⊕ C2 ⊕ . . . ,
ãäå ÷åðåç Ck îáîçíà÷åíî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå õîðäîâû-
ìè äèàãðàììàìè ñ k õîðäàìè, ïðîôàêòîðèçîâàííîå ïî 4-÷ëåííûì ñîîò-
íîøåíèÿì.

Êàæäîé õîðäîâîé äèàãðàììå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïðîñòîé ãðàô ñ ïî-
ìîùüþ êîíñòðóêöèè ãðàôà ïåðåñå÷åíèé. Âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ñîîòâåò-
ñòâóþò äóãàì õîðäîâîé äèàãðàììû, è ìåæäó âåðøèíàìè åñòü ðåáðî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî îòîáðà-
æåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íè èíúåêòèâíûì, íè ñþðúåêòèâíûì: ñ îäíîé ñòîðîíû,
íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ðàçëè÷íûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì, èìåþ-
ùèõ îäèí è òîò æå ãðàô ïåðåñå÷åíèé, ñ äðóãîé � íå ëþáîé ïðîñòîé ãðàô
ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé. Áóøå [4] óêàçàë ïîëíûé íàáîð ïðåïÿò-
ñòâèé ê òîìó, ÷òîáû ãðàô ÿâëÿëñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé êàêîé-ëèáî õîð-
äîâîé äèàãðàììû. Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå õîðäîâîé äèàãðàììå
åå ãðàô ïåðåñå÷åíèé, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãðàäóèðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìà
àëãåáðû Õîïôà C â àëãåáðó Õîïôà F (ñì. [19]). Íà÷èíàÿ ñ ïîðÿäêà 7
ýòîò ãîìîìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì � îí èìååò íåòðèâèàëüíîå
ÿäðî; âîïðîñ î åãî ñþðúåêòèâíîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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2.3 Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû â àëãåáðàõ Õîïôà

Ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû àëãåáð Õîïôà âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçû-
âàåìûå ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû. Òåîðåìà Ìèëíîðà�Ìóðà [22] óòâåðæäà-
åò, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñâÿçíàÿ êîììóòàòèâíàÿ êîêîììó-
òàòèâíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ áèàëãåáðà èçîìîðôíà ïîëèíîìèàëüíîé áèàë-
ãåáðå, ïîðîæäåííîé åå ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè. Ýëåìåíò p áèàëãåáðû
ñ êîóìíîæåíèåì µ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè µ(p) = 1⊗ p+ p⊗ 1.
Ãðàäóèðîâàííàÿ áèàëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé, åñëè åå íóëåâàÿ îäíîðîä-
íàÿ êîìïîíåíòà èçîìîðôíà îñíîâíîìó ïîëþ. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ àëãåáð Õîïôà G, F è C. Â ïîëèíîìèàëüíûõ
àëãåáðàõ Õîïôà îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ. ßâíóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ýòîé ïðîåêöèè ïðåäëîæèë Ëàíäî [19]. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðî-
åêöèþ π â àëãåáðàõ Õîïôà ãðàôîâ, îäíàêî àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò
ìåñòî è äëÿ àëãåáðû Õîïôà õîðäîâûõ äèàãðàìì:

π(G) :=
∑

V1t...tVk

(−1)k−1(k − 1)!G|V1G|V2 . . . G|Vk . (2)

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç G|U ìû îáîçíà÷àåì ïîäãðàô ãðàôà G, èíäóöèðîâàí-
íûé ïîäìíîæåñòâîì U ⊆ V (G) åãî ìíîæåñòâà âåðøèí. Ñóììèðîâàíèå
âåä¼òñÿ ïî âñåì ïðåäñòàâëåíèÿì ìíîæåñòâà V (G) â âèäå îáúåäèíåíèÿ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ýòîé ïðîåêöèè â ïîëèíîìèàëüíûõ àë-
ãåáðàõ Õîïôà ïðåäñòàâëÿåò åå êàê ëîãàðèôì òîæäåñòâåííîãî ãîìîìîð-
ôèçìà (ñì. [18], [23]). Âïðî÷åì, äëÿ ãðàôîâ îáùåãî âèäà âû÷èñëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ òðóäîåìêèìè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå
ãðàôîâ âèäà (G, n), n = 0, 1, 2, . . ., âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîåêöèÿìè
íà ïðèìèòèâíûå, ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ.

3 Âåñîâûå ñèñòåìû

3.1 Ïîñòðîåíèå âåñîâûõ ñèñòåì ïî èíâàðèàíòàì ãðà-

ôîâ

Âñÿêîìó îñîáîìó óçëó ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî õîðäîâàÿ äèàãðàììà: êîíöû
õîðä â íåé � ýòî ïðîîáðàçû äâîéíûõ òî÷åê îñîáîãî óçëà. Ïðè ýòîì çíà-
÷åíèå èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå âûøå n íà îñîáîì óçëå ðîâíî
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ñ n äâîéíûìè òî÷êàìè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ õîðäîâîé äèàãðàììîé
ýòîãî óçëà. Ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íå
âûøå n çàäà¼ò ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ñ n õîðäàìè. Ïðè ýòîì
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ ôóíêöèè f äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâóì
ñîîòíîøåíèÿì: òàê íàçûâàåìûì îäíî÷ëåííîìó è ñóùåñòâåííî áîëåå âàæ-
íîìó ÷åòûðåõ÷ëåííîìó (3).

f

( )
−f
( )

+f

( )
−f
( )

= 0

(3)
Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîíöåâè÷à [14] âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íà õîðäîâûõ äèà-

ãðàììàõ ñî çíà÷åíèÿìè â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå íàä ïîëåì õàðàêòåðè-
ñòèêè 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíî÷ëåííûì è ÷åòûðåõ÷ëåííûì ñîîòíîøå-
íèÿì, ïîëó÷àåòñÿ èç èíâàðèàíòà óçëîâ, èìåþùåãî ïîðÿäîê íå âûøå n.
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò îïåðàöèÿ ïåðåíîðìèðîâêè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü ïî êàæäîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ÷åòûðåõ÷ëåííûì ñî-
îòíîøåíèÿì, ôóíêöèþ, äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíî÷ëåííûì
ñîîòíîøåíèÿì. Âåñîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ íà õîðäîâûõ äèà-
ãðàììàõ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ÷åòûðåõ÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì. Äëÿ ïðî-
ñòîòû ìû ðàññìàòðèâàåì âåñîâûå ñèñòåìû ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå C êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, âåñîâûå ñèñòåìû � ýòî ýëåìåíòû àëãåáðû Õîïôà, ãðà-
äóèðîâàííî äâîéñòâåííîé ê àëãåáðå Õîïôà C. Îòìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå
è êîóìíîæåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì �
îíè ñîîòâåòñòâóþò äâîéñòâåííûì îïåðàöèÿì íà áèàëãåáðå èíâàðèàíòîâ
óçëîâ.

3.2 Ïîñòðîåíèå âåñîâûõ ñèñòåì ïî àëãåáðàì Ëè

Îäèí èç íàèáîëåå áîãàòûõ èñòî÷íèêîâ âåñîâûõ ñèñòåì � ýòî ïðåäëîæåí-
íàÿ Áàð-Íàòàíîì [2] è Êîíöåâè÷åì [14] êîíñòðóêöèÿ âåñîâîé ñèñòåìû,
êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè, íàäåëåííîé íåâûðîæ-
äåííîé èíâàðèàíòíîé áèëèíåéíîé ôîðìîé.

Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè ðàçìåðíîñòè m è
ïóñòü (·, ·) � íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà íà g. Èí-
âàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ g âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
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xi1 xi1xi2 xi2xi3 xi3xi4 xi4xi5 xi5

Ðèñ. 3: Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé àëãåáðå Ëè
ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì x1, . . . , xm, íà äóãîâîé äèàãðàììå, ñîîò-
âåòñòâóþùåé õîðäîâîé äèàãðàììå.

([x, y], z) = (x, [y, z]). Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xm} � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ â g, (xi, xj) = δij. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(g) óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâà-
þùóþ àëãåáðó àëãåáðû Ëè g. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå wg : C → U(g),
êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü D � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, A � êàêîå-òî åå ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå äóãîâîé äèàãðàììû, V (A) � ìíîæåñòâî äóã ýòîé äóãîâîé äèàãðàì-
ìû, ν : V (A) → {1, 2, . . . ,m} íåêîòîðàÿ ðàññòàíîâêà èíäåêñîâ îò 1 äî m
íà äóãàõ äèàãðàììû. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äèàãðàììå A è ðàçìåò-
êå ν ýëåìåíò wX(A, ν) ∈ U(g) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé äóãè
v ∈ V (A) íàïèøåì íà îáîèõ å¼ êîíöàõ ýëåìåíò xν(v) ∈ X è îáîçíà÷èì
÷åðåç wX(A, ν) ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ñëåâà íàïðàâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç wX(A) ñóììó ïî âñåì âîçìîæíûì ðàçìåòêàì:

wX(A) :=
∑

ν:V (A)→{1,...,m}

wX(A, ν). (4)

Òàê, çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé àëãåáðå Ëè ñ îðòîíîðìè-
ðîâàííûì áàçèñîì x1, . . . , xm, íà äóãîâîé äèàãðàììå ñ ðèñ. 3 ðàâíî

m∑

i1=1

m∑

i2=1

m∑

i3=1

m∑

i4=1

m∑

i5=1

xi1xi2xi3xi2xi4xi1xi5xi3xi4xi5 .

Óòâåðæäåíèå 2 ([14]). 1. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà C ∈ C ðåçóëüòàò
òàêîé îïåðàöèè îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ õîðäîâîé äèàãðàììû C â âèäå äóãîâîé äèàãðàììû.

2. Äëÿ ëþáîé äóãîâîé äèàãðàììû A ýëåìåíò wX(A) ëåæèò â öåíòðå
óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû: wX(A) ∈ Z(U(g)).
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3. Çíà÷åíèå wX(A) ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îäíó è òó æå
êîíñòàíòó äëÿ âñåõ õîðäîâûõ äèàãðàìì íå çàâèñèò îò âûáîðà îð-
òîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

4. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì â Z(U(g))
óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì è ïðîäîëæàåòñÿ, òåì
ñàìûì, äî ãîìîìîðôèçìà êîììóòàòèâíûõ àëãåáð.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì çàäàåòñÿ êîíêàòåíàöè-
åé ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãîâûõ äèàãðàìì, âåñîâàÿ ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ
àëãåáðå Ëè, ìóëüòèïëèêàòèâíà. Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ
ëåãêî ìîäèôèöèðóåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî, íå îáÿçàòåëüíî îðòî-
íîðìèðîâàííîãî, áàçèñà â g: íóæíî ëèøü ñòàâèòü íà ëåâîì êîíöå äóãè ñ
èíäåêñîì i ýëåìåíò áàçèñà xi, à íà ïðàâîì åå êîíöå � ýëåìåíò x∗i äâîé-
ñòâåííîãî áàçèñà. Â òàêîì âèäå ìû è áóäåì åå ïðèìåíÿòü äëÿ àëãåáðû
Ëè sl2.

Â äèññåðòàöèè ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòåéøåé òàêîé âåñî-
âîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî àëãåáðå Ëè sl2. Î íåé áóäåò ïîäðîáíî
ñêàçàíî äàëåå. Âåñîâàÿ ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî àëãåáðå Ëè sl3, îêàçû-
âàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîé è íå îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè,
êîòîðûå åñòü ó sl2-âåñîâîé ñèñòåìû è êîòîðûå ñóùåñòâåííî îáëåã÷àþò
åå âû÷èñëåíèå. Ýòà âåñîâàÿ ñèñòåìà èçó÷àëàñü, íàïðèìåð, â ñòàòüå [17],
à â ñòàòüå [27] áûëè âû÷èñëåíû å¼ çíà÷åíèÿ äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ
ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé K2,n. Â íåäàâíåé ñòàòüå [28] îïèñàíû ñóùåñòâåííûå
ïðîäâèæåíèÿ â ïîíèìàíèè âåñîâîé ñèñòåìû, ïîñòðîåííîé ïî àëãåáðå Ëè
glN ïðè ïðîèçâîëüíûõ N .

Êîíñòðóêöèÿ âåñîâûõ ñèñòåì ïî àëãåáðàì Ëè áûëà îáîáùåíà íà ñó-
ïåðàëãåáðû Ëè À. Âàéíòðîáîì [25]. Â [9] ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà ðàññìîò-
ðåíà ïîäðîáíåå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñóïåðàëãåáðû Ëè gl(1 | 1). Â ÷àñò-
íîñòè, òàì âûâåäåíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ çíà÷åíèé gl(1 | 1)-
âåñîâîé ñèñòåìû.
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×àñòü II

sl2-âåñîâàÿ ñèñòåìà

4 Îñíîâíûå ñâîéñòâà sl2-âåñîâîé ñèñòåìû

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå êîíñòðóêöèè �
âåñîâàÿ ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ àëãåáðå Ëè sl2, èëè, êîðî÷å, sl2-âåñîâàÿ ñè-
ñòåìà. Èíâàðèàíò óçëîâ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ýòà âåñîâàÿ ñèñòåìà �
êðàøåíûé ìíîãî÷ëåí Äæîíñà. Çíà÷åíèÿ ýòîé âåñîâîé ñèñòåìû ëåæàò â
öåíòðå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû àëãåáðû Ëè sl2, òî åñòü
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé c (ýëåìåíòà Êàçè-
ìèðà â sl2). Åå çíà÷åíèå íà õîðäîâîé äèàãðàììå ñ n õîðäàìè ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1.

Âåñîâàÿ ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ àëãåáðå Ëè sl2, ïîäðîáíî èçó÷àëàñü â
ñòàòüå Ñ. Â. ×ìóòîâà è À. Í. Âàð÷åíêî [8]. Â ÷àñòíîñòè, òàì áûëè âûâå-
äåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. åñëè â äèàãðàììå D åñòü ëèñò � õîðäà, ïåðåñåêàþùàÿ òîëüêî îäíó
õîðäó, òî

wsl2(D) = (c− 1)wsl2(D
′), (5)

ãäå ÷åðåç D′ îáîçíà÷åíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç D óäà-
ëåíèåì ëèñòà;

2. åñëè â õîðäîâîé äèàãðàììå íåò ëèñòà, òî â íåé åñòü òðîéêà õîðä,
ðàñïîëîæåííûõ êàê èçîáðàæåíî â ëåâîé ÷àñòè îäíîãî èç íèæåñëå-
äóþùèõ ðàâåíñòâ;

3. äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû â ñëó÷àå ðàñïîëîæåííûõ òàêèì
îáðàçîì õîðä âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

= − + + −
.

= − + + −
.
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= − + + −
.

= − + + −
.

Ïðèâåäåííûå çäåñü øåñòè÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò óïðîñòèòü
õîðäîâóþ äèàãðàììó, óìåíüøèâ êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé õîðä. Êðîìå
ýòîãî, â òîé æå ñòàòüå [8] èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûâåäåíî ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî õîðä â äèàãðàììå íà
åäèíèöó.

5 sl2-âåñîâàÿ ñèñòåìà íà ãðàôàõ

Â ñòàòüå Ñ. Â. ×ìóòîâà è Ñ. Ê. Ëàíäî [7] äîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå sl2-
âåñîâîé ñèñòåìû íà õîðäîâîé äèàãðàììå çàâèñèò òîëüêî îò åå ãðàôà ïå-
ðåñå÷åíèé è îïðåäåëÿåò, òåì ñàìûì, ôóíêöèþ íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó âîïðîñó, ñôîðìóëèðîâàííîìó
Ñ. Ê. Ëàíäî: ñóùåñòâóåò ëè ïðîäîëæåíèå âåñîâîé ñèñòåìû äî ïîëèíî-
ìèàëüíîãî èíâàðèàíòà ãðàôîâ, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ÷åòûðåõ÷ëåííûì
ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ãðàôîâ? Äëÿ âñåõ ãðàôîâ íå áîëåå ÷åì ñ âîñåìüþ
âåðøèíàìè òàêîå ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, êàê ïîêàçàë
Å. Ñ. Êðàñèëüíèêîâ [15].

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîèñêó ïðîäîëæåíèÿ sl2-âåñîâîé ñè-
ñòåìû äî ïîëèíîìèàëüíîãî èíâàðèàíòà ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü íåêîòîðûé ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò ïðîèç-
âîëüíûõ ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé ÷åòûðåõ÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ
ãðàôîâ è ñîâïàäàþùèé ñ sl2-âåñîâîé ñèñòåìîé íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü åãî, íåîáõîäèìî èìåòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷å-
ñòâî ïðèìåðîâ çíà÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû íà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâàõ ãðà-
ôîâ.

Òàê, íåäàâíî áûëè âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîë-
íûõ ãðàôàõ: Ï. Å. Çàêîðêî äîêàçàëà ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó Ñ. Ê. Ëàíäî
(2016, ñì. [3]) î ÿâíîì âèäå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé:
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà-
÷åíèé âåñîâîé ñèñòåìû wsl2 íà ïîëíûõ ãðàôàõ K0, K1, K2, . . . ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå öåïíîé äðîáè

∞∑

n=0

wsl2(Kn)t
n =

1

1− α0(c)t−
β1(c)t

2

1− α1(c)t−
β2(c)t

2

1− α2(c)t−
β3(c)t

2

1− . . .

,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé âèä

αn(c) = c− n(n+ 1), βn(c) = −n2c+
n2(n2 − 1)

4
.

5.1 Àëãåáðà äîëåé è âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé

ñèñòåìû íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ

Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè îòíîñÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû
äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà íåêîòîðûõ ñåìåéñòâàõ ãðàôîâ è ìå-
òîäû èõ ïîëó÷åíèÿ. Îïèøåì ïîäõîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî â äèññåðòàöèè
ïîëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé çíà÷åíèé wsl2 íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ.

Äîëåé (share) â õîðäîâîé äèàãðàììå íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïàðà íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ äóã õîðäîâîé äèàãðàììû, ÷òî åñëè êîíåö õîðäû ëåæèò íà
îäíîé èç ýòèõ äóã, òî è âòîðîé åå êîíåö ëåæèò íà îäíîé èç ýòèõ äóã.

Âñåâîçìîæíûå äîëè ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è ìû îïðå-
äåëÿåì sl2-âåñîâóþ ñèñòåìó íà íåì. Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â êîììó-
òàòèâíîé ïîäàëãåáðå òåíçîðíîãî êâàäðàòà U(sl2)⊗U(sl2) óíèâåðñàëüíîé
îáåðòûâàþùåé àëãåáðû àëãåáðû Ëè sl2. Ýòà êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåá-
ðà ïîðîæäåíà òðåìÿ ýëåìåíòàìè, êîòîðûå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç c1, c2, ξ.
Äëÿ ýòîé âåñîâîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû àíàëîãè ÷åòûðåõ÷ëåííûõ ñîîòíî-
øåíèé è ñîîòíîøåíèé ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî, è èõ äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè-
÷åñêè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì. Ìû ðàáîòàåì
ñ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà äîëåé ïî ýòèì ñîîò-
íîøåíèÿì. Ñ ïîìîùüþ øåñòè÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà òàêîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äîëåé áîëåå ïðîñòîãî âèäà, çíà÷å-
íèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà êîòîðûõ èìååò âèä (c1−1)k1(c2−1)k2cn1

1 c
n2
2 ξ

N ,
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k1, k2, n1, n2, N ∈ N ∪ {0}. Íà ìíîæåñòâå äîëåé ìîæíî îïðåäåëèòü óìíî-
æåíèå êàê êîíêàòåíàöèþ äîëåé è ïðîäîëæèòü åãî ïî ëèíåéíîñòè íà âñå
ýëåìåíòû ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà. Òåì ñàìûì, ìû ââîäèì íà íåì ñòðóêòó-
ðó àññîöèàòèâíîé àëãåáðû; ìû îáîçíà÷àåì ýòó àëãåáðó ÷åðåç S. Äàëåå,
èç íàëè÷èÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî sl2-âåñîâàÿ ñèñòåìà çàäàåò
ãîìîìîðôèçì èç àëãåáðû äîëåé â àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ îò ξ ñ êîýôôè-
öèåíòàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ìíîãî÷ëåíû îò c1, c2.

Ñëåäóÿ ïîäõîäó, ïðåäëîæåííîìó Ï. Å. Çàêîðêî, ìû ââîäèì îïåðàòî-
ðû äîáàâëåíèÿ õîðäû, êîòîðûå îáîçíà÷àåì ÷åðåç Sk, k = 1, 2, (èç ýòîé
ïàðû äàëåå ìû èñïîëüçóåì ëèøü îïåðàòîð S1) è X, íà àëãåáðå äîëåé
è ñîîòâåòñòâóþùèå èì (â ñìûñëå óêàçàííîãî ãîìîìîðôèçìà) îïåðàòîðû
S̃1, X̃ íà àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ. Ñíîâà ïîëüçóÿñü øåñòè÷ëåííûìè ñîîò-
íîøåíèÿìè ×ìóòîâà�Âàð÷åíêî è ÷åòûðåõ÷ëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ìû
âûâîäèì ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ñ èõ
ïîìîùüþ ìû ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ìàòðè÷íûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ îïåðàòîðà S̃1 â áàçèñå 1, ξ, ξ2, . . .. (Ìû îáîçíà÷àåì ýòè êîýô-
ôèöèåíòû ÷åðåç si,m,m = 0, 1, 2, . . . ; i = 0, 1, 2, . . . ,m). Êðîìå ýòîãî, ñòàð-
øèå ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû sm,m ìû âû÷èñëÿåì ÿâíî. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî sm,m = c− m(m+1)

2
.

Äëÿ âûâîäà ôîðìóë äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà õîðäîâûõ
äèàãðàììàõ ñ ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé (ìû îáîçíà÷àåì
òàêèå õîðäîâûå äèàãðàììû ÷åðåç Bn,m, n,m = 0, 1, 2, . . .) ìû ââîäèì ñïå-
öèàëèçàöèþ � îòîáðàæåíèå èç àëãåáðû äîëåé â àëãåáðó ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé, ïðè êîòîðîì äîëÿ, çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà êîòîðîé
ðàâíî ξm, ïåðåõîäèò â îáûêíîâåííóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóêöèþ Gm äëÿ
çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõB0,m, B1,m, B2,m, . . ..
Ïîëüçóÿñü ýòîé ñïåöèàëèçàöèåé, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó, êîòîðàÿ âûðà-
æàåò Gm ÷åðåç G0, G1, . . . , Gm−1 è ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà
S1.

Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
Gm(t) äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ
óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ G0(t) =

1
1−t·c è ðåêóððåíòíîìó ñî-

îòíîøåíèþ

Gm(t) =
cm + t

∑m−1
i=0 si,mGi(t)

1− t ·
(
c− m(m+1)

2

) ,

ãäå ÷åðåç si,j îáîçíà÷åíû êîýôôèöåíòû, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé
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ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé:
∞∑

m=0

S1(ξ
m)tm =

∞∑

m=0

m∑

i=0

si,mξ
itm

=
1

1− ξt

(
c1 +

c1c2t
2 − ξt

1− (2ξ − 1)t− (c1 + c2 − ξ2 − ξ)t2
)
.

Îòñþäà âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Îáûêíîâåííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Gm(t) äëÿ çíà÷åíèé
sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ K0,m, K1,m, K2,m, . . .
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé

âèäà
∑m

k=0
pm,k(c)

1−t(c− k(k+1)
2 )

, ãäå pm,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå

âûøå m.

Ñëåäñòâèå 1. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Gm(t) :=
∞∑

n=0

wsl2(Kn,m)
tn

n!

äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ K0,m, K1,m, K2,m, . . .
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âèäà

m∑

k=0

Pm,k(c) exp

(
t

(
c− k(k + 1)

2

))
, (6)

ãäå Pm,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå m.

Áîëåå òîãî, èç òåîðåìû 1 íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî âåðíî

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî G, ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé
äèàãðàììû, ïîëó÷åííîé çàìûêàíèåì íåêîòîðîé äîëè, îáà êîíöà êàæäîé
õîðäû êîòîðîé ëåæàò íà ðàçíûõ äóãàõ, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ

GG(t) :=
∞∑

n=0

wsl2((G, n))
tn

n!

äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôàõ âèäà (G, 0), (G, 1), (G, 2), . . .
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âèäà

GG(t) =
|V (G)|∑

k=0

pG,k(c) exp

(
t

(
c− k(k + 1)

2

))
,

ãäå pG,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå |V (G)|.
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5.2 sl2-âåñîâàÿ ñèñòåìà è ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî

ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ

Íåêîòîðûå èíâàðèàíòû ãðàôîâ åñòåñòâåííî âåäóò ñåáÿ îòíîñèòåëüíî ñòðóê-
òóðû àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ. Òàêèå èíâàðèàíòû ñóùåñòâåííî óïðîùà-
þòñÿ ïðè ïðîåêöèè (2) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Òàê,
çíà÷åíèå õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà π(G) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé-
íûé ÷ëåí çíà÷åíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ãðàôå G (ñì. [5]).

Ñ. Ê. Ëàíäî âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñè-
ñòåìû íà ïðîåêöèè õîðäîâîé äèàãðàììû � ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå
âûøå ïîëîâèíû îêðóæåíèÿ (äëèíû íàèáîëüøåãî öèêëà, circumference)
åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé
ãðàôîâ îêàçàëàñü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ âûâåäåííàÿ â äèññåðòàöèè ôîðìó-
ëà (7).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G ââåäåì ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè

GG(x) := x|V (G)|
∞∑

n=0

(G, n)
xn

n!
,

PG(x) := x|V (G)|
∞∑

n=0

π((G, n))
xn

n!
.

Òåîðåìà 3. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ PG(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

PG(x) =∑

V1t...tVk=V (G)

(−1)k−1(k − 1)!GG|V1 (x)GG|V2 (x) · · · GG|Vk (x) (exp(−K1x))
k ,

(7)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïðåäñòàâëåíèÿì V (G) = V1 t · · · t
Vk ìíîæåñòâà V (G) â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ñòðóêòóðå ýòà ôîðìóëà íàïîìèíàåò ôîðìóëó Ëàí-
äî (2) äëÿ ïðîåêöèè ãðàôà.

Èç òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî âåðíà
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Òåîðåìà 4. Çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèè ïîëíîãî äâóäîëü-
íîãî ãðàôà íà ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî-
÷ëåí îò c ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì êîëè÷åñòâî âåðøèí â ìåíüøåé èç äîëåé.

Òåì ñàìûì, äëÿ ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà
Ëàíäî î òîì, ÷òî çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèè õîðäîâîé
äèàãðàììû íà ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå
ïîëîâèíû îêðóæåíèÿ åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé.

Áîëåå òîãî, èç Ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî âåðíî

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ Ñëåäñòâèÿ 2, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ PG(t) sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèÿõ ãðàôîâ âèäà
(G, 0), (G, 1), (G, 2), . . . ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âèäà

|V (G)|∑

k=0

FG,k(c) exp(k · t),

ãäå FG,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå |V (G)|.
Òåì ñàìûì, Òåîðåìà 4 âåðíà äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ãðàôîâ.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [27] îáñóæäàþòñÿ çíà÷åíèÿ âåñîâîé ñèñòåìû

sl3 íà ïðîåêöèÿõ õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé K2,n.

5.3 Çíà÷åíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ñåìåéñòâå ãðà-

ôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé

Åñëè ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé íèêàêîé õîðäîâîé äèà-
ãðàììû, òî çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà íåì íå îïðåäåëåíî. Îäíàêî
òàêîé ãðàô ìîæåò îêàçàòüñÿ ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðà-
ôîâ ïåðåñå÷åíèé ïî ìîäóëþ 4-÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà íåì êàê ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôàõ
ïåðåñå÷åíèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå îïðåäåëåíèå ìîæåò çàâèñåòü îò ñïî-
ñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé �
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîððåêòíî îïðåäåëåííîãî ïðîäîëæåíèÿ îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Â òî æå âðåìÿ, åñëè ìû íàøëè êàêîå-ëèáî òàêîå ïðåäñòàâëå-
íèå, òî îíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âîçìîæíîå ïðîäîëæåíèå.

Ïóñòü C5 � öèêë íà 5 âåðøèíàõ. Ïðè n > 0 ãðàô (C5, n) íå ÿâëÿåòñÿ
ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ îäíîãî 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ
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ïðè ëþáîì n > 0 òàêîé ãðàô ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè òðåõ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé è òåì ñàìûì çíà÷åíèå wsl2((C5, n)) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ çíà÷åíèé wsl2 íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü åãî ÿâíî.

Òåîðåìà 5. Åñëè sl2-âåñîâàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà ãðà-
ôû (C5, n), n = 0, 1, 2, . . ., óäîâëåòâîðÿþùåå 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ
äëÿ ãðàôîâ, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ åå çíà÷åíèé íà ýòèõ ãðàôàõ
èìååò âèä

x5·
∞∑

n=0

wsl2((C5), n)x
n

n!
=

1

630
cx5
(
(270c4 − 540c3 − 999c2 + 576c+ 324)e(c−1)x

+ (280c4 − 1610c3 + 3234c2 − 2646c+ 756)e(c−6)x

+ (80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)e(c−15)x
)

(8)

Òåîðåìà 6. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ äëÿ çíà÷åíèé ïðîäîëæåíèÿ sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèÿõ íà
ïðèìèòèâíûå ãðàôîâ (C5, n), n = 0, 1, 2, . . . ðàâíà

x5·
∞∑

n=0

wsl2(π((C5, n)))x
n

n!
=

1

630
cx5·

(
(480c4 + 720c3 − 159c2 + 576c+ 324)e−x

+ (−5040c4 − 5040c3 + 315c2)e−3x + (4080c4 + 1620c3 − 3990c2 + 360c)e−4x

+ 15120c4e−5x + (−25760c4 + 19600c3 + 1974c2 − 2646c+ 756)e−6x

+ (8400c4 − 12600c3 + 4725c2)e−7x + (5040c4 − 13860c3 + 7560c2)e−8x

+ (−1680c4 + 5880c3 − 5985c2 + 1890c)e−9x

+ (−720c4 + 4680c3 − 8505c2 + 4050c)e−11x

+ (80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)e−15x
)

(9)

Êàê è â ñëó÷àå ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ýòîò ðåçóëüòàò ïîäòâåð-
æäàåò ãèïîòåçó Ëàíäî î òîì, ÷òî çíà÷åíèå sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðî-
åêöèè õîðäîâîé äèàãðàììû íà ïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè íå âûøå ïîëîâèíû îêðóæåíèÿ åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé.

6 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Òåîðåìà ([1,3]). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñè-

21



ñòåìû íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ:

G0(t) =
1

1− t · c,

Gm(t) =
cm + t

∑m−1
i=0 si,mGi(t)

1− t ·
(
c− m(m+1)

2

) .

ãäå ÷åðåç si,j îáîçíà÷åíû êîýôôèöåíòû, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé:

∞∑

m=0

S1(ξ
m)tm =

∞∑

m=0

m∑

i=0

si,mξ
itm =

1

1− ξt

(
c1 +

c1c2t
2 − ξt

1− (2ξ − 1)t− (c1 + c2 − ξ2 − ξ)t2
)

Òåîðåìà ([3]). Îáûêíîâåííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Gm(t) äëÿ çíà÷å-
íèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ K0,m, K1,m, K2,m, . . .
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé

âèäà
∑m

k=0
pm,k(c)

1−t(c− k(k+1)
2 )

, ãäå pm,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå

âûøå m.

Òåîðåìà ([3]). Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Gm(t) :=
∞∑

n=0

wsl2(Kn,m)
tn

n!

äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôàõ
K0,m, K1,m, K2,m, . . . ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âèäà

m∑

k=0

Pm,k(c) exp

(
t

(
c− k(k + 1)

2

))
, (10)

ãäå Pm,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå m.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî G, ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèà-
ãðàììû, ïîëó÷åííîé çàìûêàíèåì íåêîòîðîé äîëè, îáà êîíöà êàæäîé
õîðäû êîòîðîé ëåæàò íà ðàçíûõ äóãàõ, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ

GG(t) :=
∞∑

n=0

wsl2((G, n))
tn

n!
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äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ãðàôàõ âèäà (G, 0), (G, 1), (G, 2), . . .
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âèäà

GG(t) =
|V (G)|∑

k=0

pG,k(c) exp

(
t

(
c− k(k + 1)

2

))
,

ãäå pG,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå |V (G)|.

Òåîðåìà. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ PG(t) sl2-âåñîâîé ñèñòåìû íà ïðîåêöèÿõ ãðàôîâ âèäà
(G, 0), (G, 1), (G, 2), . . . ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âèäà

|V (G)|∑

k=0

FG,k(c) exp(k · t),

ãäå FG,k(c) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå |V (G)|.

Òåîðåìà ([2]). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòå-
ìû íà ãðàôàõ (C5, n), n = 0, 1, 2, . . . ðàâíà

x5·
∞∑

n=0

wsl2((C5, n))
xn

n!
=

1

630
cx5
(
(270c4 − 540c3 − 999c2 + 576c+ 324)e(c−1)x

+ (280c4 − 1610c3 + 3234c2 − 2646c+ 756)e(c−6)x

+ (80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)e(c−15)x
)

(11)

Òåîðåìà ([2]). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

PG(x) =
∞∑

n=0

π((G, n))
xn

n!

äëÿ ïðîåêöèé ãðàôîâ (G, n) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèìèòèâíûõ äàåòñÿ
ôîðìóëîé

PG(x) =∑

V1t...tVk=V (G)

(−1)k−1(k − 1)!GG|V1 (x)GG|V2 (x) · · · GG|Vk (x) (exp(−K1x))
k .
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Òåîðåìà ([2]). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ çíà÷åíèé sl2-âåñîâîé ñèñòå-
ìû íà ïðîåêöèÿõ íà ïðèìèòèâíûå ãðàôîâ (C5, n), n = 0, 1, 2, . . . ðàâíà

x5·
∞∑

n=0

wsl2(π((C5, n)))
xn

n!
=

1

630
cx5·

(
(480c4 + 720c3 − 159c2 + 576c+ 324)e−x

+ (−5040c4 − 5040c3 + 315c2)e−3x + (4080c4 + 1620c3 − 3990c2 + 360c)e−4x

+ 15120c4e−5x + (−25760c4 + 19600c3 + 1974c2 − 2646c+ 756)e−6x

+ (8400c4 − 12600c3 + 4725c2)e−7x + (5040c4 − 13860c3 + 7560c2)e−8x

+ (−1680c4 + 5880c3 − 5985c2 + 1890c)e−9x

+ (−720c4 + 4680c3 − 8505c2 + 4050c)e−11x

+ (80c4 − 1000c3 + 4065c2 − 6120c+ 2700)e−15x
)

(12)

7 Ïóáëèêàöèè, ñîäåðæàùèå îñíîâíûå ðåçóëü-
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