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1 Самоподобные многообразия

В статье [O1] мы изучаем самоподобные римановы многообразия. Само-
подобным многообразием называется риманово многообразие (M, g)

оснащённое векторным полем ξ таким, что Lξg = 2g. Кроме того, если
поле ξ полно, то (M, g, ξ) называется глобально самоподобным гес-

сиановым многообразием.

Пример 1 Риманов конус (C = M × R>0, g = s2gM + ds2) с векторным
полем ξ = s ∂

∂s
является глобально самоподобным многообразием.

Римановы конусы имеют важные применения к супергравитации ([ACDM],
[ACM], [CDM], [CDMV]).

Пример 2 ([O1]) Пусть ϕ и s — координаты на S1 и R>0. Тогда набор(
C = S1 × R>0, g = s2dϕ2 + sds · dϕ+ ds2, s ∂

∂s

)
является глобально само-

подобным гессиановым многообразием но (C, g) не изометрично рима-
нову конусу.

Мы описываем глобально самподобные многообразия

Теорема 1 ([O1]) Любое глобально самоподобное многообразие (C, g, ξ)

изометрично одному из следующих:

(i)
(
Rn,

∑n
i=1 (dxi)

2
, ρ+ η

)
, где a ∈ R, ρ =

∑n
i=1 x

i ∂
∂xi

— радиантное
векторное поле и η ∈ so(n) — поле Киллинга.

(ii)
(
M̂ = M × R>0, ĝ = s2gM + sds · α + ds2, s ∂

∂s

)
, где s — координата

на R>0, gM — риманова метрика наM , α 1-форма наM и gM(X,X)+

2α(X) + 1 > 0, for any X ∈ Γ(TM).

Любое самоподобное многообразие локально изометрично глобально са-
моподобному многообразию.

Мы называем поле гомотетий ξ на самоподобном многообразии (M, g, ξ)

потенциальным, если локально ξ выражается как градиент функции. Ес-
ли ξ = grad f на области U , то ιξg|U = df . Кроме того, форма замкнута
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тогда и только тогда, когда она локально точна. Таким образом вектор-
ное поле ξ потенциально тогда и только тогда, когда dιξg = 0.

Теорема 2 ([O1]) Пусть (M, g, ξ) глобально самоподобное многообра-
зие с потенциальным полем гомотетий.

(i) Если ξ зануляется в какой-то точке, то (M, g, ξ) — евклидово про-
странство с радиантным векторным полем

(
Rn,

∑n
i=1 (dxi)

2
,
∑
xi ∂

∂xi

)
.

(ii) Если ξ не зануляется ни в какой точке, то (M, g, ξ) — риманов
конус

(
M̂, ĝ, ξ̂

)
.

2 Самоподобные гессиановы многообразия

Плоским аффинным многообразием называется многообразие, ос-
нёщенное плоской связностью без кручения. Существует эквивалентное
определение. Плоское многообразие — это многообразие с атласом, все
функции перехода которого аффинны ([FGH] или [Sh]). Гессиановым
многообразием называется плоское аффинное многообразие с римано-
вой метрикой, локально заданной гессианом функции.

Гессиановы многообразия имеется множество различных применений:
к суперсимметрии ([CMMS], [CM], [AC]), к выпуклому программирова-
нию ([N], [NN]), к уравнению Монжа-Ампера ([F1], [F2], [Gu]), к WDVV
уравнения ([To]).

Самоподобным гессиановым многообразием (C,∇, g, ξ) называ-
ется гессианово многообразие (C,∇, g), оснащённое векторным полем ξ

таким, что (C, g, ξ) — самоподобное гессианово многообразие и поток
вдоль ξ сохраняет ∇. Если ξ полное, то (C, g, ξ) называет глобально

самоподобным гессиановым многообразием.
Радиантным многообразием (C,∇, ρ) называется плоское аффин-

ное многообразие (C,∇) eс радиантным векторным полем, то есть
полем ρ, удовлетворяющим условию

∇ρ = Id.
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Назовём самоподобное гессианово многообразие (C,∇, g, ξ) радиант-
ным гессиановым многообразием если существует радиантное век-
торное поле ρ на C и константа λ ∈ R такая что ξ = λρ.

Теорема 3 [O1] Поле гомотетий ξ на самоподобном гессиановом мно-
гообразии (C,∇, ξ) потенциально тогда и только тогда, когда (C,∇, ξ)
локально изоморфно произведению радиантных гессиановых многообра-
зий.

3 Самоподобные гессиановы и конформно кэле-

ровы многообразия

Кэлерова структура (I, gr) на TM может быть построена по гессиановой
структуре (∇, g) на M (see [Sh]). Соответствие

r : {Hessian manifolds} → {Kähler manifolds}

(M,∇, g) → (TM, I, gr)

называется (affine) r-отображением. В частности, это отображение
ставит в соответствие специальному кэлерову многообразию специаль-
ное вещественное ([AC]). В этом случае, r-отображение задаёт соответ-
стви между гоеметриями супесимметрических теорий в размерностях 5
и 4.

Открытый конус V ⊂ Rn называется регулярным если он не содер-
жит открытых прямых. На любом открытом выпуклым регулярном од-
нородном конусе V существует однородная гессианова струтктура. При
помощи r-отображения, по этой структуре может быть построена одно-
родная кэлерова структура на TV .

В [O2],мы строим однородную локально конформно кэлерову струк-
туру на TV и обобщаем эту конструкцию.

Теорема 4 Пусть (M,∇, g, ξ) — односвязное глобально самоподобное
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гессианово многообразие и ξ и G — группа аффинных изометрий (M,∇, g),
сохраняющих ξ. Если G действует свободно и транзитивно на множе-
ство {g(ξ, ξ) = 1} то TM допускает однордную локально конформно
кэлерову структуру.

4 Статистические многообразия постоянной

кривизны

Статистическим многообразием (C,D, g) называется риманово мно-
гообразие (M, g) со связностью без кручения D такой, что тензор Dg

симметричен. Термин “статистическое многообразие"происходит из ин-
формационной геометрии ([AN]). В ней статистические многообразия яв-
ляются пространствами вероятностных распределений с метрикой Фи-
шера. Например, пространству нормальных распределений соответству-
ет гиперболическая плоскость.

Мы говорим, что статистическое многообразие (C,D, g) имеет посто-
янную кривизну c если тензор кривизны ΘD удовлетворяет условию

ΘD(X, Y )Z = c (g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ) ,

для любыхX, Y, Z ∈ TM . Например, риманово многообразие постоянной
секционной кривизны является статистическим многообразием постоян-
ной кривизны. Определение статистических многообразий постояннной
кривизны происходит из геометрии аффинных гиперповерхностей ([Ku]).
Отметим, что гессиановы многообразия являются статистическими мно-
гообразиями нулевой кривизны.

Большой класс статистических многообразий постоянной кривизны
происходит из выпуклой проективной геометрии. Область U ⊂ RPn на-
зывается вполне выпуклой, если замыкание U is является компактным
множество в некоторой аффинной карте. Если Γ — дискретная груп-
па автоморфизмов вполне выпуклой области U ⊂ RPn и M = U/Γ —
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компактное многообразие, то M называется вполне выпуклым RPn-
многообразие. Примеры вполне выпуклых RPn-многообразиях приведе-
ны в [B].

Теорема 5 ([KO]) Любое вполне выпуклоеRPn-многообразие допуска-
ет статистическую структуру постоянной отрицательной кривиз-
ны. Любое компактное статистическое многообразие постоянной от-
рицательно кривизны допускает вполне выпуклую RPn-структуру.

В [O3], мы строим соответствие между статистическими многообра-
зиями постоянной кривизны и радиантными гессиановыми многообра-
зиями. Более конкретно: мы показываем, что риманов конус

(
M × R>0, s2gM + ds2

)
над статистическим многообразием постоянной кривизны (M, g,D) явля-
ется радиантным гессиановы многообразием. Линии уровня гессианова
потенциала на радиантном гессиановом конусе являются статистическим
многообразиями постоянно кривизны.

Согласно ddc лемме, кэлерова форма локально может быть представ-
лена как комплексный гессиан ddcϕ. Поэтому гессианова геометрия явля-
ется вещественным аналогом кэлеровой геометрии. Сасакиевым мно-

гообразием называется риманово многообразие(M, g) такое, что кони-
ческа метрика g = s2gM + ds2 наM×R>0 является кэлеровой по отноше-
нию к некоторой инвариантной относительно растяжений комплексной
структуре I (see [OV]). Таким образом, мы можем рассматривать стати-
стические многообразия постоянной кривизны как вещественный аналог
сасакиевых многообразий.

Кэлерова структура на TM может быть построена по гессиановой
структуре наM при помощи r-отображения. Следующая теорема являет
аналогом r-отображения для статистических многообразий постоянной
кривизны.

Теорема 6 ([O3]) Пусть (M, g,∇) статистическое многообразие по-
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стоянной кривизны. Тогда TM×R допускает структуру сасакиева мно-
гообразия..
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