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Введение
Стохастическое оптимальное управление очень часто встречается на практике: от
финансов [28, 64] до инженерных приложений [9]. Недавно подобные задачи приоб-
рели новое значение и новые постановки в свете развивающейся области обучения с
подкреплением (Reinforcement learning, RL), которая представляет собой в каком-то
смысле пересечение оптимального управления, статистики и машинного обучения
[58].

Подобные задачи можно приблизиетльно определить следующим образом. Пусть
(Ω,F ,P, (Ft)t≥0) – это вероятностное пространство с фильтрацией (Ft)t≥0. Зададим
также множество U измеримых случайных процессов U : R≥0×Ω → Rn, называемых
управлениями, и множество управляемых процессов

X =
{
XU

t : U ∈ U
}
,

где для каждого управления U каждый элемент (XU
t )t≥0 – это принимающий значе-

ния в Rd и (Ft)t≥0-согласованный случайный процесс. Мы также задаём функционал
J : X → R, называя его функционалом выигрыша.

Определение 1. Задача поиска U∗ ∈ Arg maxU∈U J(XU) называется задачей сто-
хастического оптимального управленя.

На практике (особенно в RL, см. [58]) в качестве составной части некоторых ал-
горитмов требуется оценить данное управление или решающее правило, приводя нас
к задаче оценки.

Определение 2. Задача оценки J(XU) для данного в некоторой форме управления
U называется задачей оценки.

Разумеется, в такой общей абстрактной постановке мы не можем судить о су-
ществовании решений или их свойствах. Однако этот вопрос проясняется, когда мы
рассматриваем более специальные постановки. В диссертации рассмотрены две: за-
дача оптимальной остановки для диффузионного процесса и Марковский процессс
принятия решений (Markov Decision Problem, MDP).

Задача 1. (Оптимальная остановка диффузионного процесса, [64, 28] ) Пусть T > 0
и процесс Xt задаётся стохастическим дифференциальнм уравнением в смысле Ито
для t ∈ [0, T )

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt, (1)

С заданным начальным условием XU
0 = x0 ∈ Rd, где функции

b : [0, T ) ×Rd × U → Rd, σ : [0, T ) ×Rd × U → Rd×n

непрерывны и удовлетворяют условию Липшица по второму аргументу и условиям
линейного роста с константой K:

∥b(t, x, u)∥2 + ∥σ(t, x, u)∥2 ≤ K(1 + ∥x∥2 + ∥u∥2),

где ∥·∥2 означает подходящую Евклидову 2-норму. В подобных предположениях из-
вестно, что существует и единственно сильное решение дифференциального уравне-
ния. Пусть gt : R → R для всех t ∈ [0, T ] – некоторая функция, называемая обыч-
но функцией выплат. Рассмотрим агента, наблюдающего за процессом, в момент
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t′ ∈ [0, T ] ему известны значения Xt для всех t ≤ t′. Его цель – выбрать момент τ , ко-
гда он совершает какое-то действие (останавливает процесс, как говорят) и получает
выплату gτ (Xτ ). Формально, мы хотим выбрать время остановки τ , принимающее
значения в [0, T ], из некоторого множества доступных времён остановки T , макси-
мизирующее дисконтированный ожидаемый выигрыш агента:

τ∗ = arg max
τ∈T

E [gτ (Xτ )] .

Наиболее популярные на практике методы происходят из идей алгоритмов Лонгштаффа-
Шварца(LS)[44] и Тситсиклиса-Ван Роя [67]. Эти методы используют принцип дина-
мического программирования и аппроксимируют условные матожидания с помощью
регрессии методом наименьших квадратов, используя фиксированное множество ба-
зисных функций, на каждом шаге обратной индукции. Лонгштафф и Шварц проде-
монстрировали работу своего подхода на численных экспериментах, а в статьях [18]
и [75] были приведены основные результаты о сходимости.

Задача 2. (Марковский процесс принятия решений, Markov Decision Process, MDP,
[58]) Пусть заданы произвольные множества S,A, назовём их пространством состо-
яний и пространством действий и снабдим их структурой измеримых пространств.
Зададим однородную Марковскую цепь в дискретном времени St следующим обра-
зом. Пусть Π – множество стохастических решающих правил (называемых также
политиками) π : S → P(A); иными словами, каждая политика принимает состояние
s ∈ S и возвращает вероятностное распределение на пространстве действий, обозна-
чаемое как π(·|s). Зададим переходное ядро P (·|s, a) как вероятностное распределение
на пространстве состояний при условии данных текущих состояния s и действия a.
Задаим S0 = s0 почти наверное и эволюцию St к St+1 по следующей схеме:

At ∼ π(·|St),

St+1 ∼ P (·|St, At).

Рассмотрим детерминированную функцию наград R : S × A → R. Естествен-
ной иллюстрацией MDP является агент в среде, описывающейся состояниями из S;
агент в момент t должен совершить действие At согласно его политике, после чего
он получает награду R(St, At), а среда изменяет своё состояние, как указано выше.
Задачей оптимального управления для MDP состоит в том, чтобы максимизировать
по политике ожидаемую сумму дисконтированных наград

J(π) = E

[
T∑
t=0

γtR(St, At)

]
,

где γ ∈ (0, 1) играет роль дисконтирующего фактора и горизонт T может быть ко-
нечным (задача с конечным горизонтом) или бесконечным (задача с бесконечным
горизонтом), или даже случайным (эпизодическая задача). MDP – фундаменталь-
ная модель в обучении с подкреплением (Reinforcement Learning,RL), которое сейчас
быстро развивается и имеет многообещающие и существующие приложения в боль-
шом количестве областей, таких как: искусственный интеллект для игр [69, 8, 55],
управление энергосистемами зелёной энергетики [41, 26], производство и роботы [2].
Вполне естественно RL даёт инженеру новые инструменты для построения управле-
ния в любых задачах автоматизации [27].
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Оценка политики – важная часть model-free алгоритмов (т.е. не моделирующих
среду), основанных итерации политики, и она, как правило, основывается на раз-
личных схемах стохастической аппроксимации, впервые предложенной в [51]. Стоха-
стическая аппроксимация сама по себе стала хорошо изученной техникой [7, 39, 12],
однако RL даёт ей новый смысл в констексте новых постановок. Среди прочих, ли-
нейные схемы стохастической аппроксимации наиболее популярны в обучении с под-
креплением, так как они приводят к методам оценки политики линейными функци-
ями; особенно важными в этом контексте являются методы temporal difference (TD)
learning [57], для которых известны некоторые теоретические оценки для конечного
времени (неасимптотические) в статьях [56, 40, 10, 20].

Цель работы

Цель нашего исследования состоит в получении результатов по задачам, описанным
выше.

1. В Главе 1.1, мы приводим анализ вычислительной сложности алгоритма взве-
шенного Монте-Карло (Weighted Stochastic Mesh, WSM), похожего на метод
Броуди и Глассермана из [13], для задач оптимальной остановки в дискретном
и непрерывном времени. Мы сравниваем WSM с другими популярными мето-
дами с помощью новой метрики сложности, так как по классичекой метрике,
принятой в стохастической вычислительной математике, все алгоритмы имеют
неприемлемо большую сложность и их сложно между собой сравнивать.

2. В Главе 1.2 мы получаем неасимптотические результаты сходимости для схем
линейной стохастической аппроксимации с двумя масштабами в предположе-
нии Марковского шума. Подобная постановка в точности совпадает с поста-
новкой задачи в классических алгоритмах оценки политики в MDP: temporal
difference learning (TD(0) of [57]) и gradient temporal difference algorithms (GTD[59],GTD2,
а также скорректированный TDC [60]). Проблема существующих результатов в
том, что они не берут в расчёт марковскую природу данных, крайне естествен-
ную в практическом контексте MDP, или их предположения слишком ограни-
чивающи.

3. Наконец, в Главе 1.3 мы предлагаем новый метод снижения дисперсии в гра-
диентных (Policy-gradient) методах оптимизации политики, основываясь на ре-
зультатах об эмпирической дисперсии из [5]. Цель, прежде всего, в том, чтобы
получить алгоритм, способный дать дополнительный выигрыш по сравнению с
классическим методом Advantage Actor-Critic(A2C) для построения контроль-
ных переменных[61] и, также, дать некоторые теоретические гарантии насчёт
снижения дисперсии.

Главные результаты

1. Касательно первой цели, мы представляем анализ сложности алгоритма WSM,
рассматривая также случай неизвестной переходной плотности p(x|y), кото-
рую, тем не менее, можно аппроксимировать. Мы предложили новую метри-
ку для сравнения алгоритмов оптимальной остановки, названную индексом ST
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(semitractability index ), и сравнили с её помощью WSM и несколько популярных
в практическом сообществе алгоритмов: LS-алгоритм [44] и метод квантизации
QTM [4].

2. Мы предоставляем обновлённые скорости сходимости для линейной стохастиче-
ской аппроксимации с двумя масштабами для случаев мартингального и Мар-
ковского шума. Наш анализ позволяет выбирать достаточно общие размеры
шагов для обновления, включая константный, кусочно константный, и убыва-
ющий, исследованные в [33, 19, 74, 22]. В отличие от предыдущих работ по
этой теме [42, 19, 74], наши результаты получены без использования дополни-
тельных проекций для устойчивости. Наконец, при некоторых дополнительных
предположениях на шаг, мы вычисляем точное асимптотическое разложение
ожидаемой квадратичной ошибки, чтобы показать точность полученных верх-
них оценок.

3. Мы предлагаем два новых policy-gradient метода (EV-методы), основанных на
EV-критерии (Empirical Variance), и демонстрируем их работу в нескольких
практических задачах, сравнивая их с A2C. Также мы предоставляем теорети-
ческие оценки дисперсии оценки градиента с помощью идей [5]; в RL это пер-
вые оценки дисперсии с большой вероятностью, полученные с помощью ста-
тистической теории обучения. Измерения дисперсии градиентных оценок на
экспериментах приводят в каком-то смысле необычным выводам. Во-первых,
EV-методы способны решать задачу снижения дисперсии часто значительно
лучше A2C. Во-вторых, мы наблюдаем подтверждения гипотезы [68]: сниже-
ние дисперсии действительно может приводить к ускорению обучения, но это
сильно зависит от конструкции среды. Мы приводим первое эмпирическое ис-
следование EV-критерия для policy-gradient методов в классических образцо-
вых задачах и первую имплементацию подхода в контексте PyTorch.

Авторский вклад. Часть анализа для дискретного времени, перевод результатов
дискретного времени в случай непрерывного времени, имплементация алгоритма и
численные эксперименты в первой статье выполнены Автором. В статье 2 автор про-
вёл большую работу по подготовке литературного обзора и написанию доказательств
в мартингальном случае, а также предоставил численные результаты и примеры.
По последнему направлению Автор провёл все главные шаги доказательств вероят-
ностных оценок, предположений, а также много участвовал в литературном обзоре,
имплементации алгоритма и проведении численных экспериментов.
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1 Основные результаты

1.1 ST-решаемость задачи оптимальной остановки с помощью
алгоритма взвешенного Монте-Карло

Результаты этой главы опубликованы в статье [6].
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1.1.1 Введение

Задача оптимальной остановки состоит в построении решающего правила, говоряще-
го, когда нужно осуществить решение (“остановить” процесс). Будучи классической
задачей в финансовой математике, она в точности получается при оценке различных
опционов, производных финансовых инструментов, среди которых самые популяр-
ные – американские и европейские [28]. Рассмотрим две постановки.

1. (Задача в непрерывном времени) Рассмотрим множество возможностей для
остановки [0, T ] и пусть (Xt)t∈[0,T ] – это, как в Задаче 1, диффузионный процесс
заданный уравнением (1) в смысле Ито. Задача в точности такая же с gt в роли
функции выплат для каждого t ∈ [0, T ] и T – множеством возможных времён
остановок.

2. (Задача в дискретном времени) Дискретная версия задачи выше, задано конеч-
ное множество возможностей для остановки L = {0, .., L} с L ∈ Z>0 и (Zl)l∈L
– марковская цепь в Rd, полученная после дискретизации по времени. Нужно
найти время остановки τ ∗, дающее

E [gτ∗(Zτ∗) | Z0] = sup
τ∈T

E [gτ (Zτ ) | Z0] ,

где gl – функции выплат Rd → R≥0 в моменты l ∈ L и T – множество воз-
можных времён остановок, принимающих значения в L. Для простоты и не
ограничивая общности мы полагаем марковскую цепь (Zl)l∈L однородной с од-
ношаговой переходной плотностью p(y|x), то есть,

P (Zk+1 ∈ dy | Zk = x) = p(y|x)dy

для всех x, y ∈ Rd.

Несмотря на существующие результаты о сходимости, оказывается, что сравнить
различные алгоритмы для задачи оптимальной остановки, основываясь только на
скоростях сходимости, невозможно, поскольку алгоритмы очень сильно отличают-
ся в вычислительном аспекте. Основные подходы к анализу численных алгоритмов
можно найти в [49] и ссылках там. Основная задача, изучаемая в литературе, – это
вычисление интегралов с помощью детерминированных и стохастических алгорит-
мов. Оптимальная остановка, на самом деле, это вычисление нескольких в определён-
ном смысле вложенных интегралов, получающихся в результате принципа динамиче-
ского программирования. Следовательно, существующие результаты не могут быть
просто применены к задаче оптимальной остановке. В частности, для LS-алгоритма
[75, Cor. 3.10] вычислительная сложность составляет

CL(ε, d) ∼ κ1
L5(κ2+L)(2+3d/α)

ε2+3d/α

с определёнными константами κ1, κ2. Если рассматривать задачу в непрерывном вре-
мени, то тогда, подбирая дискретизацию по времени, мы приходим к сложности, ко-
торая может расти быстрее, чем exp(ε−1/β) для некоторого β > 0. Похожие оценки
верны для других алгоритмов, основанных на симуляции и регрессии, включая ал-
горитм Тситсиклиса и Ван Роя [67]. В [24] рассмотрена более общая регрессионная
схема с похожими результатами. Главная проблема этих оценок сложности состоит
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в том, что размерность процесса d входит в показатель степени ε, приводя к так
называемому проклятию размерности, всё ещё присутствующему даже в таких схе-
мах Монте-Карло. Существует, однако, ещё работы [29], где предложена новаторская
Монте-Карло схема с независимой от d сложностью, но, к сожалению, сложность экс-
поненциально зависит от ε−1.

Решаемость (tractability) – важное понятие в анализе численных алгоритмов один
из способов определить её следующий. Численная проблема в d-мерном простран-
стве, например, вычисление интеграла

∫
[0,1]d

f(x)dx, называется решаемой(tractable)
[49], если есть алгоритм, решающий её со сложностью C(ε, d), удовлетворяющей

lim
d+ε−1→∞

ln C(ε, d)

d + ε−1
= 0. (2)

В случае оптимальной остановки такое определение не очень полезно: все регрес-
сионные алгоритмы уже в случае дискретного времени оказываются нерешаемыми;
действительно,

lim sup
d+ε→∞

ln C(ε, d)

d + ε−1
= ∞

в силу экспоненциальной зависимости сложности от d (согласно результатам, извест-
ным в литературе). Следовательно, даже для оптимальной остановки в дискретном
времени регрессионные методы не приводят к решаемости, согласно классическому
определению. Например, согласно результатам [65], может быть показано, что ошиб-
ка аппроксимации функции ценности в этом случае приобретает форму

5L

(√
md

N
+ e−θm

)
, θ > 0.

Это наблюдение также применимо к методу взвешенного Монте-Карло(Weighted
Stochastic Mesh, WSM), предложенному Броуди и Глассерманом в [13], таким об-
разом делая почти все алгоритмы нерешаемыми. Этот факт мотивирует разработку
более гибкого подхода к метрике сложности, которая бы позволяла сравнивать ал-
горитмы для задач оптимальной остановки.

Оказывается, что мало известно про свойства сходимости WSM-алгоритма, за
исключением некоторых первых результатов в дискретном случае [1]. Авторы, к со-
жалению, не предоставляют зависимость ошибки от размерности и количество воз-
можностей остановки и их анализ основан на достаточно ограничивающем предпо-
ложении компактного пространства состояний. Алгоритм, похожий на тот, что мы
анализируем, был также представлен Растом в [52], где представлена Монте-Карло
схема без экспоненциальной зависимости от d, но лишь O(1/ε4). Постановка с MDP в
дискретном времени и использованные техники делают нетривиальным трансфер ре-
зультатов в задачу оптимальной остановки. Статья также использует ограничиваю-
щее предположение компактного пространства состояний и Липшиц-непрерывность
переходных плотностей с константой Липшица, независимой от размерности d.

1.1.2 Метрики сложности

Оказывается, что критерий (2) придаёт слишком большое значение размерности d с
одной стороны, и с другой стороны, слишком мало – зависимости от ε. С подобным
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критерием алгоритм, обладающей сложностью d2exp (ε−1/ ln ln ... ln ε−1), решаемый, в
то время, как другой со сложностью 2d/ε – нет; при этом реальный запуск алгоритма
1 на практике кажется практически невозможным даже с d = 1. Мы предлагаем
другой критерий оценки сложности.

Определение 3. Для алгоритма с вычислительной сложностью C(ε, d) число

ΓC := lim sup
d→∞

lim sup
ε→0

ln C(ε, d)

d ln(1/ε)
.

называется индексом ST-решаемости (semitractability index).

Определение 4. Задача называется ST-решаемой, если существует алгоритм,
решающий её и обладающий индексом ΓC = 0.

Заметим, что этот критерий лучше учитывает сложность вроде 1/εpoly(d), делая
возможным сравнение различных алгоритмов Монте-Карло для оптимальной оста-
новки и оптимального управления.

1.1.3 Алгоритм WSM

Алгоритм взвешенного Монте-Карло (Weighted Stochastic Mesh, WSM) – это вдох-
новлённый [13] метод решения задачи оптимальной остановки в дискретном времени,
и от оригинального он отличается специальным выбором весов и наличием обреза-
ния маловероятных значений процесса. Для начала определим процесс огибающих
Снелла:

Ul = Ul(Zl) := sup
τ∈Tl,L

E [gτ (Zτ ) | Fl] , l = 0, ..L,

где Tl,L – множество времён остановок, принимающих значения в {l, .., L}. Огиба-
ющая Снелла удовлетворяет принципу динамического программирования, следова-
тельно, мы можем вычислить Ul используя обратную индукцию:

UL(ZL) = gL(ZL),

Ul(Zl) = max {gl(Zl), E [Ul+1(Zl+1) | Zl]} , l = 0, .., L− 1.

Для технических целей анализа мы задаём уровень обрезания R > 0 и определяем
обрезанную версию обратной индукции:

ŨL(ZL) = gL(ZL), (3)

Ũl(Zl) = max
{
gl(Zl), E

[
Ũl+1(Zl+1) | Zl

]}
· 1BR

(Zl), l = 0, .., L− 1, (4)

где 1BR
– индикаторная функция евклидова шара радиуса R и центром в точ-

ке O в Rd. Так, значения обращаются в ноль, когда процесс выходит за пределы
BR. Мы семплируем N независимых траекторий (Z

(n)
l )l∈L с начальным значением

Z
(n)
0 = x0, n = 1, .., N с помощью переходной плотности p(y|x). Для оценки условных

матожиданий мы используем следующую аппроксимацию:

E
[
Ũl+1(Zl+1) | Zl = x

]
≈

N∑
n=1

Ũl+1

(
Z

(n)
l+1

) p
(
Z

(n)
l+1 | x

)
∑N

m=1 p
(
Z

(n)
l+1 | Z(m)

l

) . (5)

Подытожив, приходим к алгоритму WSM:
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1. Симулировать N независимых траекторий (Z
(1)
l )l∈L, .., (Z

(N)
l )l∈L;

2. Задать UL(Z
(n)
L ) = gL(Z

(n)
L ) для n = 1, .., N ;

3. Для l = L− 1, .., 1 вычислить U l(Z
(n)
l ) для всех n = 1, .., N , используя (4) и (5)

для аппроксимации условных матожиданий;

4. Вычислить

U0(x0) = max

{
g0(x0) ,

1

N

N∑
n=1

U
(n)

1

(
Z

(n)
1

)}
.

Ещё один факт, который необходимо заметить, это то, что один шаг обратной
индукции (4) с аппроксимацией (5) занимает N2c∗, где c∗ – цена одного умноже-
ния. Таким образом, общая вычислительная сложность алгоритма есть c∗N

2L и при
условии c∗ ≪ c

(d)
f на цену одного вычисления переходной плотности, она ограничена

сверху c
(d)
f N2L.

1.1.4 Основные результаты

Используя оценки из литературы, мы вычислили индекс ΓC для популярных методов
Лонгштаффа-Шварца [44] и Квантизационного Дерева(Quantization Tree Method,
QTM) [4], результаты для дискретного и непрерывного времени можно видеть в таб-
лице ниже. Для WSM мы получили следующие два больших результата.

Теорема 1. (Proposition 2.5 in [6]) Предположим, что выполнены следующие усло-
вия:

1.
max
0≤l≤L

gl(x) ≤ cg(1 + ∥x∥2), x ∈ Rd;

2.
E

[
max
l≤l′≤L

|Zl′| | Zl = x

]
≤ cZ(1 + ∥x∥2), x ∈ Rd;

3. Существуют κ, α > 0, такие, чтодля всех l = 1, .., L переходная плотность
за l шагов удовлетворяет

0 < pl (y|x) ≤ κ

(2παL)d/2
e−

∥x−y∥22
2αl .

Тогда сложность WSM-алгоритма ограничивается сверху выражением

C(ε, d) = c1α
2c4gκ

2c
(d)
f cd2L

d+7ε−4 × lnd+2

L (1 + cZ + cZ ∥x0∥2) e
cZ

√
αL

1+cZ+cZ∥x0∥2 23/4 (cgκ ∨ 1)

ε

 .

Следствие 2. (Corollary 2.6 in [6]) Задача оптимальной остановки в дискретном
времени в предположении Теоремы 1 является ST-решаемой, если сложность вы-
числения переходной плотности c

(d)
f не более, чем полиномиально зависит от d.
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Мы получили также побочный результат, говорящий о том, что даже если мы не
знаем переходной плотности, но можем её достаточно хорошо аппроксимировать, то
результат остаётся верным с немного другими константами. В частности, мы полу-
чаем конечный ST-индекс, если аппроксимирующая последовательность pn удовле-
творяет ∣∣∣∣pn (y|z) − p (y|z)

pn (y|z)

∣∣∣∣ ≲ (1 + ∥y − x0∥m2 + ∥z − x0∥m2 )
n

n!
, y, z ∈ BRn

для некоторых m ∈ Z>0 и подходящей последовательности Rn → ∞ при n → ∞.

Для решения задачи в непрерывном времени мы сначала вводим схему дискрети-
зации, основанную на методе Эйлера сравномерным шагом по времени h (детальнее
см. [6]). Это приводит нас к уже рассмотренной задаче в дискретном времени. На
самом же деле, Теорема работает и в более общих случаях, схема Эйлера – это лишь
один конкретный подход, которого уже оказывается достаточно.

Теорема 3. (Proposition 3.4 in [6]) Пусть верны следующие условия:

1.
max
0≤t≤T

gt(x) ≤ cg(1 + ∥x∥2), x ∈ Rd;

2.
E

[
max
l≤l′≤L

∣∣X l′h

∣∣ | X lh = x

]
≤ cX(1 + ∥x∥2), x ∈ Rd;

3. Существуют константы κ, α > 0 такие, что для всех l = 1, .., L переходная
плотность за l шагов процесса (X lh)l∈L удовлетворяет

0 < plh (y|x) ≤ κ

(2παlh)d/2
e−

∥x−y∥22
2αlh .

Тогда вычислительная сложность решения полученной задачи в дискретном вре-
мени ограничена сверху выражением

C(ε, d) = c1α
2c4gκ

2c
(d)
f cd2

T d+7

hd+5
ε−4 × lnd+2

(T/h) (1 + cX + cX ∥x0∥2) e
c
X

√
αT

1+c
X

+c
X

∥x0∥2 23/4 (cgκ ∨ 1)

ε


и, в свою очередь, вычислительная сложность задачи в непрерывном времени огра-
ничена сверху

C⋆(ε, d) = c1α
2c4gκ

2c
(d)
f cd2

T d+7

ε2d+14
× lnd+2

T (1 + cX + cX ∥x0∥2) e
c
X

√
αT

1+c
X

+c
X

∥x0∥2 23/4 (cgκ ∨ 1)

ε

 .

Следствие 4. Для задачи оптимальной остановки в непрерывном времени WSM-
алгоритм с дискретизацией, удовлетворяющей предположениям Теоремы 3, имеет
ST-индекс ΓC⋆ = 2.

Сравнительная таблица полученных ST-индексов приведена в нашей статье [6] и
помещена ниже.
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Setting \ Algorithm LS WSM QTM
Discr. time 3/α 0 2
Cont. time ∞ 2 6

Таблица 1: Таблица ST-индексов для методов Лонгштаффа-Шварца(LS), WSM и
метода Квантизационного Деревва (QTM) вычисленных в статье.

1.1.5 Численные эксперименты

В экспериментах мы демонстрируем работу WSM-алгоритма в задаче оптимальной
остановки в непрерывном времени. нижняя оценка для WSM-метода получена с ис-
пользованием субоптимального правила остановки, вычисленного на независимом
множестве траекторий (тестовое множество. Это правило остановки может быть
составлено с использованием любого алгоритма интерполяции, основанного на на-
блюдениях из тренировочного множества. Наибыстрейший и наипростейший способ,
дающий хорошие результаты – метод ближайших соседей, в наших экспериментах
мы задавали число ближайших соседей равное 500.

Американский пут-опцион на один актив
Чтобы проиллюстрировать работу WSM-алгоритма в непрерывном времени, мы

рассматриваем задачу оценки американского пут-опциона на один актив, эволюция
цен которого задаётся моделью геометрического Броуновского движения

Xt = X0e
σWt+(r−σ/2)t

с r, безрисковой процентной ставкой (предполагается константной), и σ – констант-
ной волатильностью. Функция выплат для подобного опциона задаётся как

g(x) = max(K − x, 0)

и честная цена опциона определяется

U0 = sup
τ∈T[0,T ]

E
[
e−rτg(Xτ )

]
,

для которой нет решения в виде формулы, но существуют численные методы, да-
ющие достаточно точные приближения. Мы использовали параметры r = 0.08, σ =
0.20, K = X0 = 100, T = 3. Точное приближение U0 в данном конкретном случае
получено в статье [36] и составляет 6.9320. На Рис. 1 мы показываем нижние оценки,
полученные WSM, LS и VF (регрессионный метод Тситсиклиса и Ван Роя [67]) в
зависимости от количества возможностей остановки L, равномерной сеткой на [0, T ]
(больше L означает более плотную сетку дискретизации). Как можно заметить, ниж-
няя оценка, полученная WSM, гораздо более устойчива при росте L, в то время как
LS и VF сильно ухудшаются и требуют дополнительных базисных функций, чтобы
компенсировать этот эффект.

Американский макс-колл опцион на 5 активов
Рассматривается модель с d = 5 активами, где каждый актив обладает дивиден-

дом δ. Динамика задаётся уравнением

dXk
t = (r − δ)Xk

t dt + σXk
t dW

k
t , k = 1, .., d,
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Рис. 1: Нижние оценки цены одномерного американского пут-опциона, полученные
разными методами и равномерной сеткой дискретизации по времени с tk = kT/L, k =
0, .., L – возможными моментами для остановки. Число тренировочных траекторий
равно Ntrain = 1000(a) и Ntrain = 2000(b) и число тестовых траекторий, использо-
ванное для построения нижней оценки составляет Ntest = 20000, одинаково в обоих
случаях. В LS и VF использовались базисы из полиномов степеней до 2 и до 4 (со-
гласно легенде). График из [6].

где W k
t – независимые одномерные Броуновские движения. Параметры заданы r =

0.05, δ = 0.1, σ = 0.2. Как и ранее, владелец может исполнить опцион в момент
t ∈ [0, T ] с T = 3 и получить выплату

g(Xt) = max
(
max

(
X1

t , .., X
d
t

)
−K, 0

)
.

Мы используем WSM и LS алгоритмы (с базисом из полиномов степени не выше 2),
чтобы получить нижнюю оценку. Результаты для различных L представлены на Рис.
2. Цена опциона должна увеличиваться при росте числа возможных точек останов-
ки, следовательно, LS-алгоритм ощутимо теряет в качестве. WSM, с другой стороны,
имеет возрастающую нижнюю оценку, демонстрирующую, что WSM-алгоритм рабо-
тает гораздо точнее, чем LS.
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Рис. 2: Нижние оценки цены 5-мерного американского пут-опциона, полученные с ис-
пользованием равномерной сетки с возможностями остановки tk = kT/L, k = 0, .., L.
Число траекторий для обучения равно Ntrain = 2000, а тестовых Ntest = 5000. Гра-
фик из [6].
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1.2 Неасимптотический анализ линейной двумасштабной схе-
мы стохастической аппроксимации с марковским шумом

Результаты этой главы опубликованы в статье [35].

1.2.1 Введение

Схема TD-learning, основанная на классической (линейной) стохастической аппрок-
симации, становится неадекватной в условиях парадигмы off-policy в RL, где данные
получаются с помощью поведенческой политики, которая отличается от оценивае-
мой [3, 66]. Чтобы обойти эту проблему, в [59, 60] был предложен метод градиентного
TD (GTD) и TD с градиентной коррекцией (TDC). Эти методы в сущности являют-
ся схемами линейной стохастической аппроксимации с двумя масштабами, впервые
представленными в работе [11]:

θk+1 = θk + βk{b̃1(Xk+1) − Ã11(Xk+1)θk − Ã12(Xk+1)wk}, (6)

wk+1 = wk + γk{b̃2(Xk+1) − Ã21(Xk+1)θk − Ã22(Xk+1)wk}. (7)

Рекурсия включает в себя два набора переменных, θk ∈ Rdθ , wk ∈ Rdw , чьи обновле-
ния связаны. В вышеприведённом b̃i(x), Ãij(x) – измеримые функции на измеримом
пространстве X, принимающие в качестве значения вектор или матрицу и случайная
последовательность (Xk)k≥0, Xk ∈ X предполагается марковской цепью. Мы также
задаём скаляры γk, βk > 0 – величины шага обновления. Вышеприведённая схема
стохастической аппроксимации, как принято говорить, имеет два масштаба, так как
величины шагов удовлетворяют limk→∞ βk/γk < 1; таким образом, wk обновляется
быстрее. На самом деле, wk – is a ‘следящий’ член, аппроксимирующий решение ли-
нейной системы, возникающей при фиксированном θ = θk.

Наша цель – предложить неасимптотическую оценку ошибки с улучшенными ско-
ростями сходимости для двумасштабной схемы (6),(7). Сходимость почти наверное
приведённой схемы было установлено в работах [11, 62, 63, 12] среди прочих, а также
в [38, 48] приведены асимптотические скорости сходимости в линейном случае. Тем
не менее, неасимптотические (по времени) оценки ошибки для двумасштабной схе-
мы до недавнего момента не получены. В случае мартингального шума статья [42]
представила впервые неасимптотический анализ метода GTD, который был улуч-
шен далее в [21, 19]. В отличие от нашего анализа, они анализируют модифици-
рованную схему, в которую включён шаг проекции, а приведённые оценки – оцен-
ки с высокой вероятностью. Что касается Марковского шума, в [33] изучали неа-
симптотические оценки ошибки при константных шагах; [74] и [22] предоставили
похожий анализ для более общей динамики изменения шага. Очень важно отме-
тить, что при однородном мартингальном шуме, асимптотические скорости сходи-
мости (6), (7) без проекций, как показано в [38, Theorem 2.6], составляют порядка
E
[
|θk − θ⋆|2

]
= O(βk),E

[∣∣wk − A−1
22 (b2 − A21θk)

∣∣2] = O(γk), где θ⋆ – стационарная
точка схемы стохастической аппроксимации. Всё же, это скорость не достигается
ни в одной из вышеприведённых работ, кроме [19]. Было открытой задачей понять,
совпадают ли асимптотическая и неасимптотическая скорости сходимости в случае
Марковского шума и линейной схемы без проекции.
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1.2.2 Основные результаты

Исследуется линейная двумасштабная линейная схема стохастической аппроксима-
ции в форме, эквивалентной (6) и (7):

θk+1 = θk + βk(b1 − A11θk − A12wk + Vk+1), (8)
wk+1 = wk + γk(b2 − A21θk − A22wk + Wk+1), (9)

где bi := limk→∞E
[
b̃i(Xk)

]
, Aij := limk→∞E

[
Ãij(Xk)

]
(пределы существуют почти

наверное, так как (Xk)k≥0 – эргодическая цепь Маркова). Шумы Vk+1,Wk+1 задаются
как

Vk+1 := b̃1(Xk+1) − b1 − (Ã11(Xk+1) − A11)θk − (Ã12(Xk+1) − A12)wk,

Wk+1 := b̃2(Xk+1) − b2 − (Ã21(Xk+1) − A21)θk − (Ã22(Xk+1) − A22)wk.
(10)

Цель рекурсии (8), (9) состоит в том, чтобы найти стационарное решение (θ⋆, w⋆)
системы линейных уравнений

A11θ + A12w = b1, A21θ + A22w = b2. (11)

Мы заинтересованы в случае, где (θ⋆, w⋆) – единственное решение и, таким образом,
представимо в виде

θ⋆ = ∆−1(b1 − A12A
−1
22 b2), w⋆ = A−1

22 (b2 − A21θ
⋆), (12)

где ∆ := A11 − A12A
−1
22 A21.

Для анализа сходимости (θk, wk)k≥0 схем (8), (9) к (θ⋆, w⋆) нужно несколько ти-
пичных для задачи технических предположений [38].

A 1. Матрицы −A22 и −∆ = −
(
A11 − A12A

−1
22 A21

)
являются гурвицевыми.

A 2. (γk)k≥0, (βk)k≥0 – невозрастающие последовательности положительных чисел,
удовлетворяющих следующим условиям:

1. Существует константа κ, такая, что для k ∈ N, верно βk/γk ≤ κ.

2. Для всех k ∈ N верно

γk/γk+1 ≤ 1+(a22/8)γk+1, βk/βk+1 ≤ 1+(a∆/16)βk+1, γk/γk+1 ≤ 1+(a∆/16)βk+1.
(13)

Наши условия на размер шага похожи на [38, Assumption 2.3, 2.5]. Они позволя-
ют рассматривать убывающие, кусочно константные и константные динамики шага,
обычно исследуемые в литературе. Например, популярный выбор шага, удовлетво-
ряющий A2, – это

βk = cβ/(k + kβ
0 ), γk = cγ/(k + kγ

0 )2/3 (14)

с некоторыми константами cβ, cγ, kγ
0 , k

β
0 , как, к примеру, предложено в [21, Remark

9]; либо константные шаги βk = β, γk = γ или кусочно константные, как в [33].
Мы показываем новые результаты о скорости сходимости (8), (9), в зависимости

от типа шумов Vk+1,Wk+1. Для обсуждения этих случаев, определим σ-поле, порож-
дённое двумасштабной схемой и изначальную ошибку соответственно как

Fk := σ
{
θ0, w0, X1, X2, ..., Xk

}
, V0 := E

[
∥θ0 − θ⋆∥2 + ∥w0 − w⋆∥2

]
. (15)

Наши главные результаты представлены для двух типов шума.
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Мартингальный шум. Рассмотрим более простой случай, когда Xk – это i.i.d.-
последовательность из распределения, такого, что bi, Aij – матожидания случайных
величин b̃i(Xk), Ãij(Xk), которые имеют конечный второй момент. Это даёт, что по-
следовательности (Vk+1)k∈N, (Wk+1)k∈N являются последовательностями мартингаль-
ных разностей. Последнее может быть верно и в более общих случаях.

A 3. Шумовые члены имеет нулевое матожидание при условии Fk: EFk [Vk+1] =
EFk [Wk+1] = 0.
A 4. Существуют константы mW ,mV такие, что

∥E
[
Vk+1V

⊤
k+1

]
∥ ≤ mV (1 + ∥E

[
θkθ

⊤
k

]
∥ + ∥E

[
wkw

⊤
k

]
∥), (16)

∥E
[
Wk+1W

⊤
k+1

]
∥ ≤ mW (1 + ∥E

[
θkθ

⊤
k

]
∥ + ∥E

[
wkw

⊤
k

]
∥) .

Теорема 5. Пусть верно A1–4 и для всех k ∈ N имеем γk ∈ [0, γmtg
∞ ], βk ∈ [0, βmtg

∞ ] и
κ ∈ [0, κ∞], где γmtg

∞ , βmtg
∞ , κ∞ – конкретные константы. Тогда

E
[
∥θk − θ∗∥2

]
≤ dθ

{
Cθ̃,mtg

0

k−1∏
ℓ=0

(
1 − βℓ

a∆
4

)
V0 + Cθ̃,mtg

1 βk

}
(17)

E
[∥∥wk − A−1

22 (b2 − A21θk)
∥∥2] ≤ dw

{
Cŵ,mtg

0

k−1∏
ℓ=0

(
1 − βℓ

a∆
4

)
V0 + Cŵ,mtg

1 γk

}
(18)

Точные константы представлены в статье.

Марковский шум. Рассмотрим последовательность (Xk)k≥0 семплов из внешней
Марковской цепи X с переходным ядром P : X × X → R+. Для любой измеримой
функции f имеем

EFk [f(Xk+1)] = P f(Xk) =

∫
X

f(x) P(Xk, dx).

B 1. Марковское ядро P имеет единственное инвариантное распределение µ : X →
R+. Более того, цепь является несократимой и апериодичной.

Заметим, что

bi =

∫
X

b̃i(x)µ(dx), Aij =

∫
X

Ãij(x)µ(dx), i, j = 1, 2.

Мы показываем, что схема (6), (7) сходится к единственной стационарной точке,
определённой в (12). Важным условием, позволяющим наш анализ, является суще-
ствование решения уравнений Пуассона.

B 2. Для i, j = 1, 2 и b̃i(x), Ãij(x), существуют измеримые функции b̂i(x), Âij(x),
удовлетворяющие

b̃i(x) − bi = b̂i(x) − P b̂i(x), Ãij(x) − Aij = Âij(x) − P Âij(x) (19)

для всех x ∈ X и bi, Aij – средние b̃i(x), Ãij(x), посчитанные по стационарному рас-
пределению µ.
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Вышеприведённое предположение гарантировано B1 и некоторыми условиями ре-
гулярности, см. [23, Section 21.2]. Более того,

B 3. При B2, функции b̂i(x), Âij(x) равномерно ограничены: для i, j = 1, 2, x ∈ X,

∥b̂i(x)∥ ≤ b, ∥Âij(x)∥ ≤ A. (20)

B 4. Существует константа ρ0 такая, что для всех k ≥ 1 имеем γ2
k−1 ≤ ρ0βk.

Чтобы выполнилось B3, заметим, что оценки b,A зависят от времени смешивания
цепи (Xk)k≥0 и равномерной оценки на b̃i(·), Ãij(·). В контексте RL последнее выпол-
нено в случае ограниченных наград и векторов признаков. В действительности B3
влечёт A4. Тем не менее, B4 задаёт более сильные ограничения на размер шага. По-
следнее может быть также удовлетворено с помощью (14). Основная сложность при
анализе случая с Марковским шумом состоит в смещённости шумового члена, так
как EFk [Vk+1] ̸= 0, EFk [Wk+1] ̸= 0.

Теорема 6. Положим A1–2, B1–4 верными и пусть для всех k ∈ N размеры шага
βk ∈ (0, βmark

∞ ], γk ∈ (0, γmark
∞ ], κ ≤ κ∞, где βmark

∞ , γmark
∞ , κ∞ – определённые константы.

Тогда

E
[
∥θk − θ⋆∥2

]
≤ dθ

{
Cθ̃,mark

0

k−1∏
ℓ=0

(
1 − βℓ

a∆
8

)
(1 + V0) + Cθ̃,mark

1 βk

}
, (21)

E
[
∥wk − A−1

22 (b2 − A21θk)∥2
]
≤ dw

{
Cŵ,mark

0

k−1∏
ℓ=0

(
1 − βℓ

a∆
8

)
(1 + V0) + Cŵ,mark

1 γk

}
. (22)

Точные выражения для констант приведены в статье.

В то время, как Теорема 6 ослабляет предположение мартингальных разностей A4
в Теореме 5, можно заметить, что результаты не обобщают в полной мере Теорему
5 в силу дополнительных B3, B4. В частности, в предположении мартингального
шума, сходимость схемы требует от шума только ограниченного второго момента,
но в Марковском случае требуется равномерная ограниченность.

Верхние оценки Теоремы 5 и 6 состоят из двух частей: первый член – ‘уходя-
щая’ ошибка с произведением

∏k−1
i=0 (1 − βia∆/8), убывающим к нулю со скоростью

o(1/kc) для некоторого c > 1 при подходящем выборе размера шагов, как, например,
в (14); второй член – ‘стационарная’ ошибка. Заметим, что ‘стационарная’ ошибка в
итерациях θk, wk ведёт себя по-разному. Если в качестве примера взять (14), то ста-
ционарная ошибка медленно обновляющейся итерации θk составляет O(1/k), тогда
как ошибка быстро обновляющейся итерации wk равна O(1/k

2
3 ). Более того, похожие

оценки верны сразу для мартингального и Марковского шума.

Сравнение с похожими работами. Наши результаты улучшают уже получен-
ные в анализе линейных схем стохастической аппроксимации. В предположении мар-
тингального шума (Теорема 5), самая близкая к нам статья [19] улучшала результаты
[21] и получила те же скорости сходимости (с высокой вероятностью), что приведены
в Теореме 5 что ещё раз подтверждает точность полученных нами оценок. Их оценки
также имеют сублинейную зависимость от размерности dθ, dw. Тем не менее, их алго-
ритм включает в себя специальный шаг разреженной проекции и полученные оценки
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верны только для достаточно больших k. Эти ограничения были ликвидированы в
нашем анализе.

В Марковском случае (Теорема 6) ближе всего к нашей стоят работы [22, 33, 74].
В частности, в [33] анализировалась схема с константными шагами и было показано,
что стационарная ошибка в обеих итерациях θk, wk составляет O(γ2/β). В [74] анали-
зировали алгоритм TDC с проекционным шагом и показали, что стационарная ошиб-
ка в итерациях θk равна O(1/k

2
3 ), если использованы величины шагов из (14). Статья

[22] анализировала схему с убывающими шагами, и для итераций θk, wk была получе-
на стационарная ошибка O(1/k

2
3 ). Что особенно интересно, вышеприведённые работы

не получают быстрой сходимости Теоремы 6, т.е., порядка E [∥θk − θ⋆∥2] = O(1/k).
Одна из причин субоптимальности состоит в том, что анализ основывался на постро-
ении одной функции Ляпунова для ошибок в θk и wk. Наш анализ, напротив, основы-
вается на связанных неравенствах, позволяющих получить точные оценки для θk, wk.

Наш последний результат – нижняя оценка, построенная для демонстрации точ-
ности нашего анализа в Теореме 5, 6. Основная идея – выписать явное выражение
для E [∥θk − θ⋆∥2]. Мы требуем следующее техническое предположение.

A 5. Существуют матрицы Σ11,Σ12,Σ22, и константа mexp
VW ≥ 0 такие, что для всех

j ∈ N выполняется

∥E
[
VjV

⊤
j

]
− Σ11∥ ∨ ∥E

[
WjW

⊤
j

]
− Σ22∥ ∨ ∥E

[
VjW

⊤
j

]
− Σ12∥ ≤ mexp

VW (∥E
[
θ̃kθ̃

⊤
k

]
∥ + ∥E

[
w̃kw̃

⊤
k

]
∥).

Заметим, что A5 влечёт A4 и, следовательно, представляет собой более сильное
предположение. В результате получается

Теорема 7. Пусть верны A1–3, A5 и для всех k ∈ N имеем γk ∈ [0, γmtg
∞ ], βk ∈ [0, βexp

∞ ]
и κ ∈ [0, κexp

∞ ], где γmtg
∞ , βexp

∞ , κexp
∞ – конкретные константы, приведённые в статье.

Тогда для каждого k ≥ kexp
0 := min{ℓ :

∑ℓ−1
j=0 βj ≥ log(2)/(2∥∆∥)} верно разложение

E
[
∥θk − θ⋆∥2

]
= Ik + Jk. (23)

Ведущий член Ik задаётся явным выражением

Ik :=
∑k

j=0 β
2
j Tr

(∏k
ℓ=j+1(I−βℓ∆) Σ

{∏k
ℓ=j+1(I−βℓ∆)

}⊤
)
,

где Σ := Σ11+A12A
−1
22 Σ22A−⊤

22 A⊤
12+Σ12A−⊤

22 A⊤
12+A12A

−1
22 Σ21. Также верно неравенство

Cexp
3 Tr(Σ) ≤ Ik

βk

≤ Cexp
4 Tr(Σ), (24)

и Jk ограничены как

|Jk| ≤ Cexp
0

k−1∏
ℓ=0

(
1 − a∆

4
βℓ

)
V0 + Cexp

1 βk

(
γk +

βk

γk

)
, (25)

где V0 дано (15). Все константы Cexp
0 ,Cexp

1 ,Cexp
3 , Cexp

4 приведены в статье и не за-
висят от βk, γk.
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Заметим, что из (25) получаем, что ведущий член в Jk – это O(βkγk +
β2
k

γk
). Таким

образом, используя (24), получаем

|Jk|/Ik = O (γk + βk/γk) .

Если limk→∞ βk/γk = 0, имеем limk→∞ |Jk|/Ik = 0. Совмещение (23), (24) показывает,
что ожидаемая ошибка E [∥θk − θ⋆∥2] ограничена снизу Ω(βk).

Заметим, что A1–3, A5, требуемые в Теореме, влекут A1–A4, которые требуются в
Теореме 5. Следовательно, вместе с (17) в Теореме 5, вышеприведённые наблюдения
дают основания судить о совпадении нижней оценки скорости сходимости линейной
схемы стохастической аппроксимации в случае мартингального шума.
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1.3 Снижение дисперсии для методов Policy-Gradient с помо-
щью минимизации эспирической дисперсии

Результаты этой главы опубликованы в [34].

1.4 Введение

В обучении с подкреплением (Reinforcement Learning, RL) методы policy-gradient со-
ставляют семейство градиентных алгоритмов, в основе которых лежит идея напря-
мую моделировать решающее правило(называемое обычно политикой) и использо-
вать различные формулы для оценки градиента ожидаемой награды по парамет-
рам политики [71, 61]. Самый прямой способ оценить градиент – использовать схему
Монте-Карло, которая в результате приводит к самому первому методу REINFORCE
[71]. Пусть задан Марковский процесс принятия решений (Markov Decision Process,
MDP) (S,A, R,P,Π, µ0, γ) с конечным горизонтом T и дан класс политик

Π = {πθ : S → P(A) | θ ∈ Θ} ,

параметризованный θ ∈ Θ ⊂ RD, где P(A) – множество вероятностных распреде-
лений на пространстве действий A. Мы будем опускать нижний индекс в πθ, где
возможно, для более краткой нотации; во всех случаях π ∈ Π. Оптимизационная
задача для MDP задаётся как

max J(θ) = E

[
T−1∑
t=0

γtR(St, At)

]
по θ ∈ Θ,

где горизонт T предполагается фиксированным. Заметим, что любая последователь-
ность состояний, действий и наград может быт представлена как элемент X произ-
ведения измеримых пространств

(S ×A×R)T .

Пусть ∇̃J |θ′ : (S × A × R)T → RD является несмещённой оценкой градиента ∇θJ
в точке θ = θ′. В этих нотациях градиентный алгоритм для максимизации J(θ),
использующий оценку ∇̃J , записывается следующим образом:

θn+1 = θn + ηn
1

K

K∑
k=1

∇̃J |θn(X(k)
n ), n = 1, 2, . . . (26)

при заданной последовательности положительных шагов ηn. В обозначении гради-
ентных оценок мы будем опускать нижний индекс θn, если из контекста ясно, в какой
точке вычисляется градиент. REINFORCE [71] является одним из примеров оценки
градиента:

∇̃reinfJ : X 7→
T−1∑
t=0

γtGt(X)∇θ log π(At|St)

с

Gt(X) :=
T−1∑
t′=t

γt′−tRt,
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где Rt = R(St, At) и

X = [(S0, A0, R0), .., (ST−1, AT−1, RT−1)]
⊤ .

Неизбежно такая оценка многомерного вектора градиента сильно зашумлена и
обладает большой дисперсией [70], что делает задачу достаточно непростой. Для по-
строения модификаций, улучшающих ситуацию, необходимо применять методы сни-
жения дисперсии, чтобы сконструировать оценки, обладающие меньшей дисперсией
и вычислительно более дешёвые, чем увеличение размера выборки Монте-Карло.

Основные достижения в этой области включают в себя метод actor-critic, предло-
женный в [37], и advantage actor-critic (A2C) [61], а также его асинхронная версия,
A3C [46]. В целом, эти методы могут рассматриваться как модификация REINFORCE
с помощью контрольных переменных, которые моделируются с помощью так называ-
емого бейзлайна bϕ : S×A → R, который может зависеть от действий (SA-бейзлайн),
а может быть зависимым только от состояний bϕ : S → R (S-бейзлайн); такой бейз-
лайн обычно выбирается из параметрического класса моделей с параметром ϕ. Скор-
ректированная бейзлайном оценка имеет вид

∇̃bϕ
θ J : X 7→

T−1∑
t=0

γt(Gt − bϕ(St, At))∇θ log π(At|St),

а градиентная схема для оптимизации по θ становится двумасштабной с новой итера-
цией обновления параметров бейзлайна, которые обновляются так, чтобы бейзлайн
хорошо приближал функцию ценности и предсказывал сумму наград:

θn+1 = θn + αn
1

K

K∑
k=1

∇̃bϕJ(X(k)
n ), (27)

ϕn+1 = ϕn − βn∇ϕV
A2C
K,n (ϕ)|ϕn , (28)

где

V A2C
K,n (ϕ) :=

1

K

K∑
k=1

T−1∑
t=0

(Gt(X
(k)
n ) − bϕ(S

(k)
t ))2 (29)

является целевым функционалом A2C, отражающим наше желание аппроксимиро-
вать функцию ценности, используя её зашумлённые оценки (Gt(X

(k)
n )), с помощью

метода наименьших квадратов. Мотивация позади этого состоит в том, что если бей-
злайн совпадает с функцией ценности, то дисперсия должна быть очень небольшой;
на практике такая стратегия успешно работает [46].

Недавно подходы, связанные с бейзлайнами, получили новое развитие в свете раз-
вития методов глубинного обучения [47], очень исчерпывающий актуальный обзор
можно найти в [27]. В течение двадцати лет было разработано много новых мето-
дов снижения дисперсии, включая подходы, основанные на использовании подвыбо-
рок, как Stochastic Variance-Reduced Policy-Gradient(SVRPG) [50, 73], и контрольных
переменных [53], [32], [43], [68], [72]. Есть также некоторые необычные подходы, на-
пример, потраекторные(trajectory-wise) контрольные переменные [15], использующие
контрольные переменные, основанные на будущих наградах и снижение дисперсии
в средах с экзогенными переменными (input-driven environments) [45], где есть часть
состояний, на которые агент никак не может повлиять. Помимо этого, в эргодическом
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случае (когда MDP всегда стартует из состояния, данного стационарным распреде-
лением цепи) были получены как теоретические результаты [31], так и практические
[17]. Важность критерия для снижения дисперсии хорошо известна в Монте-Карло
и MCMC [54] и недавно этот вопрос возникал в [25], где был предложен метод Actor
with Variance Estimated Critic (AVEC).

Если говорить о теоретической стороне, остаётся неясным, какое отношение име-
ет процедура в A2C к дисперсии градиента как таковой. Более того, эмпириче-
ские исследования дисперсии градиента достаточно редкие и доступны, в основ-
ном, только для искусственно сконструированных задач. В сообществе идут дис-
куссии о том, помогает ли вообще снижение дисперсии ускорению обучения [68]. В
нашем исследовании мы пытаемся ответить на некоторые из этих вопросов и пред-
лагаем более прямой подход, вдохновлённый минимизацией эмпирической диспер-
сией(Empirical Variance,EV), недавно изученной в [5]. Мы показываем, что предло-
женные EV-алгоритмы не только теоретически лучше обоснованы, но также способ-
ны работать лучше, чем классический алгоритм A2C. Отметим, что использование
для обучения контрольной переменной функционала, как-то связанного с дисперси-
ей оценки градиента, не ново: некоторые идеи подобного рода возникали, например,
в [43]. Несмотря на это, практическая имплементация и теоретические исследования
этого подхода на текущий момент отсутствуют в литературе.

1.4.1 Основные теоретические результаты

Главный объект нашего исследования – использование эмпирической дисперсии вме-
сто критерия A2C. Говоря о эмпирической дисперсии, мы можем предложить два
функционала для обучения бейзлайна:

V EV v
n,K (θ, ϕ) :=

1

K

K∑
k=1

∥∥∥∇̃bϕJ(X(k)
n )|θ

∥∥∥2
2
− 1

K2

∥∥∥∥∥
K∑
k=1

∇̃bϕJ(X(k)
n )|θ

∥∥∥∥∥
2

2

, (30)

V EVm
K (θ, ϕ) :=

1

K

K∑
k=1

∥∥∥∇̃bϕJ(X(k)
n )|θ

∥∥∥2
2
. (31)

Оба функционала, как может быть показано, являются несмещёнными оценками
настоящей дисперсии оценки градиента, определяемой для случайного вектора Y

V (Y ) := E
[
∥Y − E [Y ]∥22

]
.

Соответствующие градиентные алгоритмы могу быть описаны как

θn+1 = θn + αn
1

K

K∑
k=1

∇̃bϕJ(X(k)
n ), (32)

ϕn+1 = ϕn − βn∇ϕV
EV
K (ϕ, θ)|ϕn,θn . (33)

Мы получили два метода. Первый использует полную дисперсию V EV v
K и называется

EVv, второй называется EVm и использует V EVm
K , тот же функционал, но без второго

члена. Отметим, что алгоритм с критерием EVv работоспособен только если K ≥ 2,
в противном случае мы пытаемся оценить дисперсию по одному наблюдению. Мож-
но отметить несколько простых фактов. Во-первых, оказывается, что при некоторых
технических предположениях функционал A2C является верхней оценкой (с точно-
стью до константы) функционалов EV (Утв.5 в [34]). Во-вторых, можно показать,
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что если схема сходится к локальному оптимуму, то EVm и EVv асимптотически(при
n → ∞) эквивалентны, поскольку второй член дисперсии – это квадрат нормы на-
стоящего градиента, который сходится к нулю 0.

Главный теоретический результат – оценка с высокой вероятностью для разности
дисперсии оценки градиента с приближённо построенной контрольной переменной
и лучшей в классе для шага n. Прежде всего, упростим нотацию. Будем далее обо-
значать оценку градиента как h : Rd → RD, класс оценок (полученных при разных
бейзлайнах) как H и положим E = E[h(X)] = ∇θJ , поскольку оценка градиента
должна быть несмещённой. Чтобы снизить дисперсию оценки градиента, мы бы хо-
тели выбирать на шаге n самую лучшую оценку в классе

h∗ = arg min
h∈H

V (h),

где дисперсия V определена для каждого h ∈ H как

V (h) := E
[
∥h(X) − E∥2

]
,

со случайным вектором X, составленным из состояний, действий и наград, описан-
ным ранее. Чтобы попробовать решить приведённую оптимизационную задачу, мы
используем эмпирический аналог дисперсии и определяем

ĥ := arg min
h∈H

VK(h)

с эмпирической дисперсией, определённой как

VK(h) :=
1

K − 1

K∑
k=1

∥h(X(k)) − PKh∥2

с PK в качестве эмпирической меры, так что мы можем обозначать выборочное сред-
нее более кратко как

PKh :=
1

K

K∑
k=1

h(X(k)).

Приведём несколько ключевых предположений.

A 6. Класс H состоит из ограниченных функций:

sup
x∈X

∥h(x)∥ ≤ b, ∀h ∈ H.

A 7. Решение h∗ единственно и H имеет звёздную форму(star-shaped) вокруг h∗:

αh + (1 − α)h∗ ∈ H, ∀h ∈ H, α ∈ [0, 1].

A 8. Класс H имеет покрытие полиномиального размера: существуют α ≥ 2 и c > 0
такие, что для всех u ∈ (0, b],

N (H, ∥ · ∥L2(PK), u) ≤
( c
u

)α
a.s.,

где
∥h∥L2(PK) =

√
PK∥h∥22
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Теорема 8. В предположениях 6-8 с вероятностью как минимум 1 − 4e−t верно

V (hK) − V (h∗) ≤ max
j=1,...,4

βj(t)

с

β1 ≤ C1
logK

K
, β2 ≤ C2

logK

K
,

β3(t) =
C3(t + 1)

3K
, β4(t) =

C4t

K
,

где константы C1, C2, C3, C4 не зависят от размерности D или размера выборки K
и определены в статье.

Это позволяет утверждать, что при росте K дисперсия сходится к дисперсии
h∗. С точки зрения практики, Теорема 8 прежде всего даёт некоторую гарантию
надёжности алгоритма. Во-вторых, из неё следует, что при достаточно большом K
можно добиться ещё большего снижения дисперсии.

1.4.2 Численные эксперименты

Мы исследуем работу EV-алгоритмов на нескольких классических образцовых зада-
чах:

• Gym Minigrid [16] (Unlock-v0, GoToDoor-5x5-v0);

• Gym Classic Control [14] (CartPole-v1, LunarLander-v2, Acrobot-v1).

Для каждой из них мы предоставляем графики средних суммарных наград, иллю-
стрирующие процесс обучения, исследование градиентной дисперсии дисперсии сум-
мы наград, а также данные о времени работы. Здесь для краткости мы предостав-
ляем только самые важные результаты, но в Приложениях к диссертации можно
найти больше экспериментов, а также детали имплементации. Программный код и
все конфигурации можно найти на GitHub [30].

Обзор. Мы рассматриваем несколько ключевых индикаторов работы алгоритма.

1. Средняя сумма наград. Они вычисляются на каждой эпохе n, основываясь
на наградах, полученных в течении обучения и усреднённых по 40 независимым
запускам обучения. Средняя сумма наград показывает, как хорошо алгоритм
взаимодействует со средой и собирает награды.

2. Стандартное отклонение суммы наград. Вычисляются точно так же, но
вместо среднего по 40 запускам считается выборочное стандартное отклонение.
данное значение показывает как устойчиво проходит обучение: высокие зна-
чения показывают, что бывают достаточно часто резкие взлёты или падения
наград.
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3. Дисперсия градиента замеряется каждые 200 эпох используя оценку (31),
вычисленную на отдельном множестве из 50 траекторий, полученных с реле-
вантной политикой. Это ключевой индикатор в обсуждениях снижения диспер-
сии. Насколько мы можем судить, наша работа является первой в RL-сообществе,
представляющая подобные результаты для классических образцовых задач. Ре-
зультирующие кривые усреднены по 40 независимым запускам обучения алго-
ритма.

4. Степень снижения дисперсии. Вместе с оценённой дисперсией градиента
мы также вычисляем степень снижения дисперсии как выборочную дисперсию
оценки градиента с бейзлайном, делённую на выборочную дисперсию оценки
градиента без бейзлайна (то есть, полагая bϕ = 0) при вычислениях дисперсии
градиента. Степень снижения – главный индикатор в исследованиях по сниже-
нию дисперсии в Монте-Карло и MCMC.
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Рис. 3: Графики для среды CartPole: (a,b,c) показывают средние суммы наград,
стандартное отклонение наград и степень снижения дисперсии градиента для кон-
фигурации config5; (d,e,f) показывают то же для конфигурации config8.

Работа алгоритма. Наблюдая за средними суммами наград, можно заметить, что
EV-алгоритмы как минимум так же хороши, как и A2C. В среде CartPole (Fig. 3 ) мы
провели несколько экспериментов и представляем здесь две самых иллюстративных
конфигурации политики: одну с более простой моделью политики (config5, см Рис.
3(a,b,c) ) и другую с более сложной моделью (config8, see Fig. 3(d,e,f) ). В первом
случае A2C и EV работают с очень похожим успехом, но во втором случае агент с EV-
методом снижения дисперсии учится существенно быстрее и мы получаем улучшение
примерно на 50% по сравнению с A2C и 75% по сравнению с простейшим агентом
Reinforce в конце и ещё больше в течении обучения. Этот феномен лучшей работы
EV в среде CartPole при более сложной модели политики наблюдается очень часто,
детальнее можно посмотреть в Приложениях. Что касается среды Acrobot (см. Рис.
4(a)), мы видим, что EV-алгоритмы дают лучший прирост скорости обучения. В
начале EVm позволяет учиться быстрее, но в конце агент так же успешен, как и
A2C. Одна из причин такого поведения может состоять в том, что размер шага
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оптимизации (learning rate) становится слишком малым и агент достигает потолка в
обучении. Среда Unlock (Рис. 5(a)) – это пример среды, где все алгоритмы работают
примерно одинаково: в терминах награды мы не видим значительных улучшений по
сравнению с Reinforce.
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Рис. 4: Графики для среды Acrobot: (a) отображает средние суммы наград, (b) пока-
зывает стандартное отклонение наград и (c) демонстрирует степень снижения дис-
персии градиента.
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Рис. 5: Графики для среды Unlock: (a) отображает средние суммы наград, (b) пока-
зывает стандартное отклонение наград и (c) демонстрирует степень снижения дис-
персии градиента.

Стабильность обучения. Согласно полученным данным по стандартному откло-
нению наград (Рис. 3(b,e),4(b),5(b)), EV-методы лучше себя показывают с точки зре-
ния устойчивости обучения:резкие провалы случаются реже, чем в A2C. Это хорошо
видно в среде CartPole на Рис. 3(b,e), где стандартное отклонение примерно в два
раза ниже, чем в A2C. Это верно для обеих конфигураций. Рис. 4, иллюстрирующий
эксперименты со средой Acrobot, показывает, что до достижения потолка EVm всё
ещё имеет дисперсию ниже, чем в A2C или Reinforce. В среде Unlock, представленной
на Рис. 5(b) значительной разницы.

Дисперсия градиента и её влияние. Первое, что мы можем заметить, смот-
ря на графики дисперсии градиента, – это то, что A2C и EV одинаково хорошо
уменьшают дисперсию в среде Unlock. В среде CartPole (см. Рис. 3(c,f)), однако,
мы видим, что результаты EV и A2C сильно отличаются: EV уменьшает дисперсию
в 100-1000 раз в обеих конфигурациях. Похожий результат мы наблюдаем во всех
экспериментах со средой CartPole. Можно заметить, что в Unlock, показанной на
Рис. 5 дисперсия также уменьшается в 10-100 раз, но это очень слабо отражается на
прогрессе обучения. Этот факт демонстрирует, что в некоторых средах обучение не
восприимчиво к снижению дисперсии; кроме того, возможно, что дисперсия снижа-
ется недостаточно сильно. Наконец, мы хотели бы отметить, что дисперсия наград,
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измеренная в предыдущем параграфе, не является надёжным индикатором сниже-
ния дисперсии. Дисперсия наград заметно уменьшается по отношению к Reinforce
только в среде CartPole, в других мы этого не наблюдаем. Следовательно, диспер-
сию наград нельзя использовать для исследования снижения дисперсии в RL. Тем
не менее, дисперсия наград и дисперсия градиента связаны и является открытым
вопросом, как именно.

Выводы
Что касается первой из поставленных целей диссертационного исследования, для
задач оптимальной остановки в дискретном времени нам удалось установить ST-
решаемость(semitractability) с помощью алгоритма WSM при слабых предположе-
ниях на Марковскую цепь: требуется лишь наличие плотности. В частном случае,
когда функция продолжения (вложенное условное матожидание) является являет-
ся бесконечно гладкой функцией, многие регрессионные алгоритмы, включая метод
Лонгштаффа-Шварца, также дают ST-решаемость задачи оптимальной остановки
в дискретном времени. Несмотря на это, как было показано, их недостаточно для
задачи оптимальной остановки в непрерывном времени – регрессионные алгоритмы
дают бесконечный ST-индекс(semitractability index), в то время как индекс метода
WSM остаётся ограниченным. Эффект этого можно чётко видеть на экспериментах.

Во втором направлении мы получили улучшенные неасимптотические оценки схо-
димости линейной двумасштабной схемы стохастической аппроксимации в случае
мартингального и марковского шума при более слабых, чем в литературе предпо-
ложениях. Наш анализ через вывод и оценку рекурсий является очень точным и
позволяет получить лучшие скорости сходимости.

Что касается третьей цели, мы предложили использовать эмпирическую диспер-
сию и использовать EV-методы. Мотивация использования EV-алгоритмов больше
о действительном снижении дисперсии, нежели в случае A2C, и по всем критериям
они показывают по крайней мере такие же хорошие результаты, как A2C в терминах
получаемых наград и снижения дисперсии. Для EV-методов впервые в литературе
мы предложили вероятностные оценки для дисперсии оценки градиента при доста-
точно слабых предположениях. EV-алгоритмы показывают себя более стабильными
в процессе обучения, что позволяет снизить возможность внезапных провалов. Мы
также впервые представили эмпирическое исследование снижения дисперсии оценки
градиента в классических образцовых задачах. Наши результаты показывают, что
снижение дисперсии может помочь в обучении, но иногда некоторые специфичные
для среды черты не позволяют получить с его помощью ощутимого эффекта в скоро-
сти обучения. Следовательно, техники снижения дисперсии должны использоваться,
но не всегда и точные предпосылки для этого пока неизвестны.
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