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Аннотация

Шесть классов знаменитых уравнений Пенлеве являются одним из важных объектов со-
временной математической физики в связи с их повсеместным появлением в физиче-
ских задачах. Их общие решения определяют новые специальные функции, известные как
трансценденты Пенлеве. Поскольку существует несколько примеров различных неабеле-
вых аналогов уравнений Пенлеве, появляющихся в различных разделах некоммутативных
интегрируемых моделей, возникает естественный вопрос о классификации интегрируемых
неабелевых обобщений.

Данная диссертация посвящена классификации некоммутативных аналогов четвертого
уравнения Пенлеве:

𝑦′′ =
1

2 𝑦
𝑦′2 +

3

2
𝑦3 + 4𝑧𝑦2 + 2(𝑧2 − 𝛼)𝑦 +

𝛽

𝑦
, 𝑦(𝑧), 𝑧, 𝛼, 𝛽 ∈ C. P4

Наша цель – найти интегрируемые матричные и неабелевы аналоги уравнения P4. Их ре-
шения могут быть интерпретированны как новые матричные и некоммутативные транс-
цендентные функции. Кроме того, такие уравнения можно рассматривать как квантовые
или неабелевы версии уравнения Пенлеве IV.

Классификация основана на двух методах, позволяющих обнаружить возможных кан-
дидатов в интегрируемые неабелевы аналоги уравнения P4: (1) проверка матричного теста
Пенлеве-Ковалевской и (2) построение решений в терминах бесконечной некоммутативной
системы Тоды. Используя первый метод, мы нашли три неэквивалентных класса мат-
ричных систем с параметрами, являющимися постоянными произвольными матрицами.
Второй метод оказывается эффективным для построения полностью некоммутативного
аналога уравнения Пенлеве IV. Чтобы доказать интегрируемость этих обобщений, мы
приводим их изомонодромные представления Лакса.

1 Исторический обзор

Знаменитые уравнения Пенлеве появились в результате классификации комплексных диф-
ференциальных уравнений второго порядка вида

𝑦′′(𝑧) = 𝑃 (𝑧, 𝑦(𝑧), 𝑦′(𝑧)) , 𝑦(𝑧), 𝑧 ∈ C, (1)

где 𝑃 (𝑧, 𝑦(𝑧), 𝑦′(𝑧)) – мероморфная функция по 𝑧 и рациональная функция по 𝑦 (𝑧), 𝑦′(𝑧) .
Для изучения этих уравнений было введено свойство Пенлеве. А именно, их общие реше-
ния не имеют подвижных особых точек, кроме полюсов1. Впервые это свойство использо-

1В случае ОДУ 𝑚-го порядка при 𝑚 > 2 этот критерий формулируется иначе. А именно, общие решения
не имеют критических подвижных точек.
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вала С. Ковалевская в [Kow89]. 50 классов таких уравнений были найдены П. Пенлеве и
его школой [Pai00], [Pai02]. Позднее Б. Гамбье [Gam10] доказал, что только шесть из них
определяют новые специальные функции. Общие решения уравнений Пенлеве в настоящее
время известны как наиболее общий класс специальных функций, называемых трансцен-
дентами Пенлеве. Эти шесть классов уравнений вида (1) известны как уравнения Пенлеве.
Они имеют широкое применение в математике и физике и обладают удивительно богатой
математической структурой.

В частности, они связаны с системой скалярных дифференциальных уравнений [Fuc07],
[Gar12], интегрируемой в смысле теоремы Фробениуса. В статье [Fuc07] Р. Фукс исследовал
случай шестого уравнения Пенлеве. Результат Р. Фукса был обобщен Р. Гарнье, который
рассмотрел иррегулярные особенности [Gar12] и в результате нашел такое представление
для других уравнений Пенлеве. Отметим, что в этой области также работали Л. Шлезин-
гер и Б. Мальгранж (см., например, [Sch12], [Mal74]). В статье [JM81] была установлена
возможность линеаризации уравнений Пенлеве. Этот факт связан с изомонодромными
деформациями, ассоциированными с векторными расслоениями ранга 2. Благодаря свой-
ству изомонодромности пространство решений уравнений Пенлеве может быть парамет-
ризовано данными монодромии2. А именно, каждому из уравнений можно сопоставить
аффинную кубику, нули которой определяют так называемую поверхность монодромии
(например, [VDPS09]).

Одна из причин повсеместного появления уравнений Пенлеве заключается в том, что
они тесно связаны с иерархией Тода. В [DZ04] Б. Дубровин и Ю. Чжан доказали, что
𝜏 -функция общего решения расширенной иерархии Тоды аннулируется некоторыми ком-
бинациями операторов Вирасоро. Именно такие ограничения Вирасоро регулируют кор-
реляционные функции многих систем в теории случайных матриц, в теории струн и в
топологической теории поля. Например, в [DZ05] выражения для полного потенциала
Громова–Виттена рода 𝑔 ≥ 1 были представлены через величины рода нуль, полученные
из ограничений Вирасоро.

Отметим, что изомонодромная 𝜏 -функция тесно связана с так называемой сигма-формой
уравнений Пенлеве. Этот вопрос исследовал К. Окамото [Oka81], который развил гамиль-
тонову теорию дифференциальных уравнений Пенлеве [Oka80] и показал, что все преоб-
разования Бэклунда могут быть получены как естественные аффинные действия групп
Вейля на сигма формах [Oka87a], [Oka87b], [Oka86], [Oka87c].

Что касается приложений уравнений Пенлеве в интегрируемых системах, то оказы-
вается, что эти уравнения могут быть получены как редуцированные ОДУ некоторых

2Неформально говоря
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интегрируемых УЧП. Гипотеза Абловица-Рамани-Сегюра [ARS80] утверждает, что нели-
нейное УЧП разрешимо методом обратной задачи [ZS74] только в том случае, если каждое
нелинейное ОДУ, полученное точной редукцией, обладает свойством Пенлеве. Например,
первое и второе уравнения Пенлеве являются редукциями уравнения КдФ, редукция ОДУ
уравнения синус-Гордон есть третье уравнение Пенлеве, а шестое уравнение Пенлеве яв-
ляется редукцией нелинейного уравнения Шрёдингера. В статье [JKT07] было показано,
что уравнения Пенлеве III–VI являются редукциями трехволновой резонансной системы.

В последние годы большое внимание привлекли квантовые или, в более общем смысле,
неабелевы обобщения различных интегрируемых систем. Это было мотивировано про-
блематикой и потребностями современной квантовой физики, а также естественными по-
пытками математиков расширить и обобщить “классические” интегрируемые структуры
и системы. В частности, трансценденты Пенлеве являются хорошим примером этого фе-
номена.

Квантовые версии уравнений Пенлеве были получены в [NGR+08], где авторы про-
квантовали скобки Пуассона, связанные с так называемой симметрической формой урав-
нений Пенлеве. Существует также интересное некоммутативное семейство неавтономных
многочастичных интегрируемых систем, которые были введены в [BCR18]. Авторы на-
шли изомонодромное представление гамильтоновых систем Такасаки семейств Пенлеве-
Калоджеро [Tak01]. Полностью3 неабелева версия второго уравнения Пенлеве была пред-
ставлена в [RR10]. Авторы исследовали ганкелеву квазидетерминантную структуру реше-
ний P2, обусловленную их связью с некоммутативными уравнениями Тоды [GR92]. Хотя
уже было известно [Kaw15], что каждое из уравнений Пенлеве имеет только один матрич-
ный гамильтонов аналог, в недавней статье [AS21] было показано, что уравнение P2 имеет
по крайней мере три неэквивалентных матричных обобщения. Чтобы их получить, авто-
ры использовали матричный тест Пенлеве-Ковалевской, введенный в [BS98]. Поскольку
уравнения Пенлеве связаны с ортогональными полиномами, несколько авторов вывели их
матричные аналоги, используя матричные обобщения ортогональных полиномов (напри-
мер, [CM14], [CM+18]).

Приведенный исторический очерк не претендует на полный обзор теории Пенлеве,
поэтому мы отсылаем читателя к замечательным книгам [CM08], [FIN+06], а также цити-
руемым в них обзорам.

3В терминологии авторов.

4



2 Постановка задачи

Основная проблема классификации интегрируемых систем связана с вопросом:“Что такое
понятие интегрируемости?”. Чтобы построить определение, мы разделили нашу класси-
фикацию на два этапа.

(1) Сначала мы находим неабелевы аналоги, используя один из подходов из Таблицы 1.

(2) Для заданного аналога приведем его представление нулевой кривизны:

𝐴𝑧 −𝐵𝜁 = [𝐵,𝐴],

где 𝐴(𝜁, 𝑧), 𝐵(𝜁, 𝑧) — некоторые матрицы, 𝜁 — спектральный параметр, 𝑧 — параметр
деформации (“независимая” переменная).

Approach 1 [BS98] Approach 2 [RR10]

Setting • A = Mat𝑛(C) is an associative
unital algebra over C.

• 𝑅 is an associative unital division
ring over a field F with a derivation.

• “dependent” variables ∈ A. • all variables ∈ 𝑅.
• the independent variable ∈ C. • there is an element 𝑡 ∈ 𝑅 s.t. 𝑡′ = 1.
• constants ∈ A or C. • constants ∈ F.
• spectral parameter ∈ C. • spectral parameter ∈ F.

Criterion Matrix generalizations should pass a
matrix Painlevé-Kovalevskaya test.

Analogs should possess solutions in
terms of an infinite ncToda system.

Таблица 1: Подходы

Замечание 2.1. Мы предполагаем, что charF = 0.

Таким образом, мы имеем следующее

Определение 2.1. Матричное или неабелево обобщение уравнения Пенлеве IV является
интегрируемым, если

(a) оно удовлетворяет критерию из Approach 1 или Approach 2, соответственно,

(b) и допускает представление нулевой кривизны.

Итак, задачи классификации можно сформулировать следующим образом.
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• Применить матричный тест Пенлеве-Ковалевской для поиска новых примеров мат-
ричных обобщений уравнения Пенлеве IV. Эти примеры могут содержать произволь-
ные матричные константы. Найти представления нулевой кривизны для всех новых
уравнений.

• Найти полностью некоммутативные аналоги уравнения Пенлеве IV, выразив их ре-
шения в терминах бесконечной неабелевой системы Тоды4. Для данного аналога
представить его изомонодромную пару.

Замечание 2.2. Отметим, что существуют и другие методы построения неабелевых ана-
логов:

(a) квантование скобок Пуассона [NGR+08];

(b) редукции интегрируемых неабелевых систем [OS98], [Adl20], [AK22];

(c) построение матричных систем Шлезингера [Kaw15];

(d) разрешение матричной проблемы Римана-Гильберта [CM14];

(e) изучение автономных систем [GR19], [BS22b], [BS22a].

3 Основные результаты

3.1 Матричные аналоги

В Approach 1 зависимая переменная 𝑦(𝑧) принадлежит матричной алгебре Mat𝑛(C) с еди-
ничным элементом I5 и независимая переменная 𝑧 является элементом C. С помощью
матричного обобщения теста Пенлеве-Ковалевской, введенного С. Баландиным и В. Со-
коловым в [BS98], мы можем проверить, что матричное ОДУ потенциально удовлетворяет
свойству Пенлеве (это необходимое условие). Напомним, что скалярному ОДУ 𝑚-го поряд-
ка проходит тест Пенлеве-Ковалевской, если все его общие формальные решения имеют
𝑚 произвольных констант. Мы называем такие решения максимальными.

Пример 3.1. Рассмотрим матричное уравнение

𝑦′(𝑧) = −𝑦2(𝑧), 𝑦(𝑧) ∈ Mat𝑛(C), 𝑧 ∈ C. (2)

4Этот пункт является обобщением результатов из статьи [JKM06] на некоммутативный случай.
5Иногда мы будем его опускать.
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Пусть 𝑦(𝑧) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C). Тогда уравнение (2) может быть проинтегрировано:

−𝑦−1 𝑦′ 𝑦−1 = I; (𝑦−1)′ = I; 𝑦−1 = 𝑧 I+ Λ; 𝑦 = (𝑧 I+ Λ)−1 ,

где I — единичная матрица, а Λ ∈ Mat𝑛(C) — постоянная интегрирования. Предположим,
что Λ можно диагонализовать, т.е. Λ = diag{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛}. Тогда очевидно, что вычет общего
решения в 𝑧 = −𝜆𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 является матрицей ранга 1.

Существует общее наблюдение, что максимальные решения матричных ОДУ имеют
старший коэффициент ранга 1. В связи с этим наблюдением мы предпочитаем работать
только с полиномиальными ОДУ. Из-за этих технических ограничений, связанных с мат-
ричным обобщением теста, мы рассматриваем однородные матричные полиномиальные
ОДУ со скалярными коэффициентами, разрешенные относительно старшей производной,

𝑦(𝑚)(𝑧) = 𝑃
(︀
𝑧, 𝑦(𝑧), . . . , 𝑦(𝑚−1)(𝑧)

)︀
, 𝑦(𝑧) ∈ Mat𝑛(C), 𝑧 ∈ C. (3)

Заметим, что этот метод позволяет внедрить постоянные матричные коэффициенты
в (3), если мы рассмотрим некоторую деформацию данного ОДУ, которая имеет те же
самые максимальные решения, что и однородная система. Таким образом, для построения
матричных аналогов уравнений Пенлеве мы используем следующие два ингредиента:

(1) матричные обобщения главной однородной части скалярных систем, эквивалентные
уравнению Пенлеве и проходящие матричный тест Пенлеве-Ковалевской;

(2) линейные деформации с произвольными матричными коэффициентами систем из
пункта (1), имеющих те же самые максимальные решения, что и в однородном слу-
чае.

В результате мы можем найти новые матричные аналоги с постоянными матричными
коэффициентами, которые иногда связаны некоторыми алгебраическими соотношениями.
Такие примеры для первого и второго уравнений Пенлеве были найдены в статьях [BS98],
[AS21] соответственно.

В случае уравнения Пенлеве IV результаты классификации приведены в Теореме 3.1.
Как уже упоминалось выше (подробнее см. Раздел 2.1 основного текста), мы можем ра-
ботать только с полиномиальными ОДУ. В связи с этим мы классифицируем матричные
аналоги системы Пенлеве IV⎧⎨⎩ 𝑢′ = −𝑢2 + 2𝑢𝑣 − 2𝑧𝑢+ 𝑐1,

𝑣′ = −𝑣2 + 2𝑢𝑣 + 2𝑧𝑣 + 𝑐2,
(4)
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где 𝑢(𝑧), 𝑣(𝑧), 𝑧 ∈ C и 𝑐1, 𝑐2 — произвольные константы. Используя матричный тест
Пенлеве-Ковалевской, мы находим все интегрируемые6 матричные обобщения системы
(4) вида ⎧⎨⎩ 𝑢′ = −𝑢2 + 2𝑢𝑣 + 𝛼(𝑢𝑣 − 𝑣𝑢)− 2𝑧𝑢+ 𝑏1𝑢+ 𝑢𝑏2 + 𝑏3𝑣 + 𝑣𝑏4 + 𝑏5

𝑣′ = −𝑣2 + 2 𝑣𝑢+ 𝛽(𝑣𝑢− 𝑢𝑣) + 2𝑧𝑣 + 𝑐1𝑣 + 𝑣𝑐2 + 𝑐3𝑢+ 𝑢𝑐4 + 𝑐5,
(5)

где 𝑢(𝑧), 𝑣(𝑧) ∈ Mat𝑛(C), 𝛼, 𝛽, 𝑧 ∈ C и 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 — постоянные матрицы.
Отметим, что существуют преобразования, сохраняющие класс систем вида (5), но

меняющие параметры. Такие преобразования задаются формулами7

(𝑢, 𝑣) ↦→ (𝑣, 𝑢), (6)

(𝑢, 𝑣) ↦→ (𝑢𝑇 , 𝑣𝑇 ), (7)

(𝑢, 𝑣) ↦→ (−𝑢, 𝑣 − 𝑢− 2𝑧) (8)

и

𝑢 ↦→ 𝑒𝑧𝐾 (𝑢+𝑄1) 𝑒
−𝑧𝐾 , 𝑣 ↦→ 𝑒𝑧𝐾 (𝑣 +𝑄2) 𝑒

−𝑧𝐾 , (9)

где 𝐾 и 𝑄𝑖 — постоянные матрицы. Подчеркнем, что преобразование (9) выводит систему
вида (5) за пределы класса, но в очень частных случаях его можно применять.

Замечание 3.1. Согласно (6) – (8) параметры (𝛼, 𝛽) изменяются как

(𝛼, 𝛽) ↦→ (𝛽, 𝛼), (𝛼, 𝛽) ↦→ (−𝛼− 2,−𝛽 − 2), (𝛼, 𝛽) ↦→ (𝛼,−𝛼− 𝛽 − 3), (10)

соответственно. Эти преобразования образуют групповую структуру, изоморфную группе
диэдра 𝐷12 симметрий правильного 6-угольника.

Итак, основным результатом нашей классификации является следующая

Теорема 3.1. Любая система вида (5), удовлетворяющая матричному тесту Пенлеве-
Ковалевской, может быть сведена преобразованиями (6), (7), (8) и (9) к одной из следу-
ющих: ⎧⎨⎩ 𝑢′ = −𝑢2 + 𝑢𝑣 + 𝑣𝑢− 2𝑧𝑢+ ℎ𝑢+ 𝛾1 I,

𝑣′ = −𝑣2 + 𝑣𝑢+ 𝑢𝑣 + 2𝑧𝑣 − 𝑣ℎ+ 𝛾2 I,
P0
4

6В смысле Определения 2.1.
7Для преобразований (7) и (8) следует использовать перескалирование 𝑧 ↦→ −𝑖𝑧, 𝑢 ↦→ 𝑖𝑢, 𝑣 ↦→ 𝑖𝑣 для

исправления знаков перед 2𝑧 в полученной системе (5) и после преобразования (8) также необходим сдвиг
𝑢 и 𝑣 для приведения результата к виду (5).

8



⎧⎨⎩ 𝑢′ = −𝑢2 + 2𝑢𝑣 − 2𝑧𝑢+ ℎ,

𝑣′ = −𝑣2 + 2𝑢𝑣 + 2𝑧𝑣 + ℎ+ 𝛾 I,
P1
4

⎧⎨⎩ 𝑢′ = −𝑢2 + 2𝑢𝑣 − 2𝑧𝑢+ ℎ2,

𝑣′ = −𝑣2 + 3𝑢𝑣 − 𝑣𝑢+ 2𝑧𝑣 + ℎ1𝑢+ 2ℎ2 + 𝛾 I.
P2
4

Здесь 𝛾, 𝛾𝑖 ∈ C, ℎ — произвольная матрица, и две постоянные матрицы ℎ1, ℎ2 связаны
соотношением [ℎ2, ℎ1] = −2ℎ1.

Замечание 3.2. В случае скалярной матрицы ℎ система P0
4 была найдена Х. Каваками

[Kaw15]. Общая система P0
4 может быть получена из естественного матричного обобщения

одевающей цепочки с 𝑁 = 3, исследованной в [VS93].

Замечание 3.3. Система P0
4 является гамильтоновой относительно симплектической пуас-

соновой структуры с гамильтонианом

𝐻(𝑢, 𝑣) = tr (𝑣𝑢 (𝑣 − 𝑢− 2𝑧) + 𝑣ℎ𝑢+ 𝛾1𝑣 − 𝛾2𝑢) , {𝑢𝑖𝑗, 𝑣𝑘𝑙} = 𝛿𝑖𝑙 𝛿𝑗𝑘.

Когда ℎ является скалярной матрицей, этот гамильтониан совпадает с представленным
в [Kaw15]. Остальные системы, P1

4 и P2
4, не имеют гамильтонианов вида tr(𝑄), где 𝑄(𝑢, 𝑣)

является некоммутативным полиномом, с постоянной скобкой Пуассона.

Замечание 3.4. Система P1
4 эквивалентна матричному уравнению P4, представленному в

заключении статьи [AS21]. В случае скалярных коэффициентов системы P1
4 и P2

4 эквива-
лентны системам, найденным в [Adl20].

Замечание 3.5. Отметим, что система P0
4 может быть записана в полностью неабелевой

форме. Подробное обсуждение этого факта можно найти в Разделе 4 основного текста.

Чтобы доказать эту теорему, мы разделим наше исследование на два этапа.

(1) Сначала мы проведем анализ Пенлеве для однородной части системы (5).

(2) Далее мы рассмотрим неоднородную систему (5), имеющую те же максимальные
решения, что и однородная система. Это позволит нам найти допустимые матричные
коэффициенты 𝑏𝑖 и 𝑐𝑖.

Отметим, что на первом шаге мы выделили 13 точек на (𝛼, 𝛽)-плоскости:

9



Σ

1−1−2−3

1

−1

−2

−3

0 𝛼

𝛽

Красные точки соответствуют системам из Теоремы 3.1. Они являются представите-
лями действия группы с образующими (10) (см. также Раздел 2.2 в основном тексте).

Для построения изомонодромных пар Лакса воспользуемся процедурой неабелианиза-
ции (см. Раздел 2.4 в основном тексте). Оказывается, каждая из систем P0

4 – P2
4 допускает

изомонодромное представление Лакса. А именно, верна следующая

Теорема 3.2. Пусть 𝐴(𝜁, 𝑧) и 𝐵(𝜁, 𝑧) — 2 × 2-матрицы, зависящие от спектрального
параметра 𝜁 следующим образом

𝐴(𝜁, 𝑧) = 𝐴1𝜁 + 𝐴0(𝑧) + 𝐴−1(𝑧)𝜁
−1, 𝐵(𝜁, 𝑧) = 𝐵1𝜁 +𝐵0(𝑧). (11)

Тогда каждая из систем P4, перечисленных в Теореме 3.1, имеет представление нулевой
кривизны

𝐴𝑧 −𝐵𝜁 = [𝐵,𝐴],

где матрицы 𝐴1, 𝐴0(𝑧), 𝐴−1(𝑧), 𝐵1 и 𝐵0(𝑧) задаются формулами

• система P0
4:

𝐴1 =

(︃
−I 0

0 I

)︃
, 𝐴0 =

(︃
𝑧 I −𝑢𝑣 − 𝛾1 I

−I −𝑧 I+ ℎ

)︃
, 𝐴−1 =

1

2

(︃
𝑢𝑣 + 1

2
𝛾2 I −𝑢𝑣𝑢− 𝛾2𝑢

𝑣 −𝑣𝑢− 1
2
𝛾2 I

)︃
,

𝐵1 =

(︃
I 0

0 −I

)︃
, 𝐵0 =

(︃
𝑣 − 𝑧 I+ ℎ 𝑢𝑣 + 𝛾1 I

I 𝑧 I

)︃
;
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• система P1
4:

𝐴1 =

(︃
−I 0

0 I

)︃
, 𝐴0 =

(︃
𝑧 I −𝑢𝑣 − ℎ

−I −𝑧 I

)︃
, 𝐴−1 =

1

2

(︃
𝑢𝑣 + 1

2
𝛾 I −𝑢2𝑣 − 𝑢(ℎ+ 𝛾 I)

𝑣 −𝑢𝑣 − ℎ− 1
2
𝛾 I

)︃
,

𝐵1 =

(︃
I 0

0 −I

)︃
, 𝐵0 =

(︃
−𝑧 I 𝑢𝑣 + ℎ

I −𝑣 + 𝑧 I

)︃
;

• система P2
4:

𝐴1 =

(︃
−I 0

0 I

)︃
, 𝐴0 =

(︃
𝑧 I −𝑢𝑣 − 1

2
ℎ1𝑢− ℎ2

−I −𝑧 I

)︃
,

𝐴−1 =
1

2

⎛⎜⎜⎝
𝑢𝑣 + 1

2
ℎ1𝑢+ ℎ2 +

1
2
𝛾 I −𝑢2𝑣 − 1

2
𝑢ℎ1𝑢− 1

2
ℎ1𝑢𝑣 + 𝑧ℎ1𝑢

−ℎ2𝑢− 𝑢ℎ2 − 𝛾𝑢− 1
2
ℎ1ℎ2

𝑣 −𝑢𝑣 − 1
2
ℎ1𝑢− ℎ2 − 1

2
𝛾 I

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐵1 =

(︃
I 0

0 −I

)︃
, 𝐵0 =

(︃
𝑢− 𝑧 I 𝑢𝑣 + 1

2
ℎ1𝑢+ ℎ2

I 𝑢− 𝑣 + 𝑧 I

)︃
.

Согласно классической схеме вырождения уравнений Пенлеве [Gam10] существует пре-
дельный переход от уравнения P4 к уравнению P2. Аналогично, системы P0

4 – P2
4 вырож-

даются в матричные уравнения P0
2 – P2

2 [AS21] (см. Раздел 2.5 в основном тексте).

Теорема 3.3. Можно построить предельный переход, связывающий матричные систе-
мы Пенлеве-4 и их изомонодромные пары с матричными системами Пенлеве-2 и их изо-
монодромные пары следующим образом

P0
4 → P0

2, P1
4 → P1

2, P2
4 → P2

2.

Отметим, что аналогично матричные системы P2 можно связать с матричным анало-
гом уравнения P1, используя предельные переходы (см. Замечание 2.10 в основном тексте).
С их помощью можно также получить пару Лакса для матричного аналога уравнения P1.

3.2 Полностью некоммутативные аналоги

В Approach 2, развитом В. Ретахом и В. Рубцовым, рассматривается ассоциативное кольцо
𝑅 с делением и единицей над полем F, charF = 0. Пусть 𝐷 : 𝑅 → 𝑅 — дифференцирова-
ние в 𝑅, т. е. F-линейное отображение, удовлетворяющее правилу Лейбница. Для любого
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𝑓 ∈ 𝑅 положим 𝐷(𝑓) = 𝑓 ′. В дальнейшем мы часто будем называть элементы кольца
𝑅 функциями. Зафиксируем элемент 𝑡 ∈ 𝑅 такой, что 𝑡′ = 1 (мы будем считать, что
дифференциальное уравнение 𝑓 ′ = 1 в 𝑅 имеет решения) и для любого скалярного пара-
метра 𝛼 ∈ F имеем 𝛼′ = 0. В статье [RR10] авторы построили так называемый полностью
некоммутативный аналог уравнения P2. Его можно записать как

𝑦′′ = 2𝑦3 + 1
2
𝑡 𝑦 + 1

2
𝑦 𝑡+ 𝛼, 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑅, 𝛼 ∈ F. PNC

2

Хорошо известно [JKM04], что в коммутативном случае решения коммутативного урав-
нения P2 обладают структурой определителя Ганкеля, поскольку можно вывести цепочку
Тоды для 𝜏 -функции уравнения P2 [KMN+01]. Используя подходящее некоммутативное
обобщение уравнения Тоды, предложенное в [GR92], авторы статьи [RR10] построили ре-
шения уравнения PNC

2 в терминах квазидетерминантов Ганкеля. Также отметим, что урав-
нение PNC

2 имеет изомонодромное представление, найденное в [Irf12].
В [RR10] авторы также построили решения бесконечной системы Тоды в терминах

квазидетерминантов ганкелевых матриц над 𝑅 (см. Теорему 2.1 в [RR10]). Эта система
состоит из двух частей, “положительной” и “отрицательной”, и может быть записана как

(𝜃′𝑛𝜃
−1
𝑛 )′ = 𝜃𝑛+1𝜃

−1
𝑛 − 𝜃𝑛𝜃

−1
𝑛−1, 𝑛 ≥ 0, (12)

(𝜂−1
𝑚 𝜂′𝑚)

′ = 𝜂−1
𝑚 𝜂𝑚−1 − 𝜂−1

𝑚+1𝜂𝑚, 𝑚 ≤ 0, (13)

где 𝜃1 = 𝜂−1
0 = 𝜅1 и 𝜃0 = 𝜂−1

−1 = 𝜅−1
−1 для некоторых общих начальных функций 𝜅−1 и 𝜅1.

Оказывается, если на функции 𝜅−1 и 𝜅1 наложить некоторые условия, то можно выразить
решения уравнения PNC

2 через квазидетерминанты Ганкеля.
Двигаясь в этом направлении, мы предложим полностью некоммутативный вариант

коммутативного уравнения Пенлеве IV в симметрической форме⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓 ′
0 = 𝑓0𝑓1 − 𝑓0𝑓2 + 𝛼0,

𝑓 ′
1 = 𝑓1𝑓2 − 𝑓0𝑓1 + 𝛼1,

𝑓 ′
2 = 𝑓0𝑓2 − 𝑓1𝑓2 + 𝛼2,

(14)

где 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖(𝑡) и 𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2 = 1. В силу Теоремы 3.2 в [BRRS22] решения этого уравне-
ния выражаются через решения уравнений Тоды. Обобщая этот результат на полностью
некоммутативный случай, приходим к тому, что, в отличие от матричной алгебры, в пол-
ностью неабелевом случае существует только один аналог четвертого уравнения Пенле-
ве. Он обобщает квантовое четвертое уравнение Пенлеве [NGR+08] и матричную систе-
му P0

4 [BS22c]. Этот аналог может быть представлен в виде системы третьего порядка и
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получен при помощи решений бесконечной некоммутативной одномерной системы Тоды.
Аналог можно записать как ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑓 ′
0 = 𝑓0𝑓1 − 𝑓2𝑓0 + 𝛼0,

𝑓 ′
1 = 𝑓1𝑓2 − 𝑓0𝑓1 + 𝛼1,

𝑓 ′
2 = 𝑓2𝑓0 − 𝑓1𝑓2 + 𝛼2,

(15)

где 𝑓𝑖, 𝑡 ∈ 𝑅, 𝛼𝑖 ∈ F и 𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2 = 1. Он может рассматриваться как полностью неком-
мутативное обобщение P4 симметрической системы8. Полученная система допускает те
же преобразования Бэклунда, что и в коммутативном случае (см. Таблицу 3 в основном
тексте):

𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝑓0 𝑓1 𝑓2

𝑠0 −𝛼0 𝛼1 + 𝛼0 𝛼2 + 𝛼0 𝑓0 𝑓1 + 𝛼0 𝑓
−1
0 𝑓2 − 𝛼0 𝑓

−1
0

𝑠1 𝛼0 + 𝛼1 −𝛼1 𝛼2 + 𝛼1 𝑓0 − 𝛼1 𝑓
−1
1 𝑓1 𝑓2 + 𝛼1 𝑓

−1
1

𝑠2 𝛼0 + 𝛼2 𝛼1 + 𝛼2 −𝛼2 𝑓0 + 𝛼2 𝑓
−1
2 𝑓1 − 𝛼2 𝑓

−1
2 𝑓2

𝜋 𝛼1 𝛼2 𝛼0 𝑓1 𝑓2 𝑓0

Таблица 2: Преобразования Бэклунда системы (15)

Для построения решений (15) в терминах решений некоммутативных уравнений Тоды
мы используем некоммутативные аналоги операторов сдвига. Таким образом, преобразо-
вания Бэклунда, композиции которых образуют расширенную аффинную группу Вейля
�̃� типа 𝐴

(1)
2 , является существенным для определения решений системы (15). В отличие

от уравнения PNC
2 правая часть системы (15) не записывается в форме антикоммутато-

ра. Это означает, что некоммутативный аналог уравнения P4 нельзя получить, используя
упорядочивание Вейля.

Можно проверить, что система (15) допускает квазидетерминантные решения для на-
чальных функций 𝜃0, 𝜃1 и 𝜂0, 𝜂−1 (см. Предложение 3.1 в [BRRS22]). Тогда мы можем
обобщить этот результат для произвольных 𝑛 и 𝑚, используя операторы сдвига.

Пусть 𝑇1-оператор 𝑇1 = 𝜋𝑠2𝑠1 — некоммутативный оператор сдвига, связанный с аф-
финной группой Вейля �̃� , образующие которой определены в Таблице 2. Применяя его
к (15) и к условиям в Предложении 3.1 из [BRRS22], мы приходим к некоммутативной

8В коммутативном случае система (15) определяет 3-периодические решения одевающей цепочки
[VS93].
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P4[𝑓𝑖,𝑛;𝑛] симметрической форме⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓 ′
0,𝑛 = 𝑓0,𝑛𝑓1,𝑛 − 𝑓2,𝑛𝑓0,𝑛 + (𝛼0 + 𝑛),

𝑓 ′
1,𝑛 = 𝑓1,𝑛𝑓2,𝑛 − 𝑓0,𝑛𝑓1,𝑛 + (𝛼1 − 𝑛),

𝑓 ′
2,𝑛 = 𝑓2,𝑛𝑓0,𝑛 − 𝑓1,𝑛𝑓2,𝑛 + 𝛼2,

(16)

где 𝑇 𝑛
1 (𝑓𝑖) = 𝑓𝑖,𝑛 ∈ 𝑅. А именно, основной результат нашей классификации основан на

следующей

Теорема 3.4. Пусть функции 𝜃𝑛, 𝑛 ≥ 0 и 𝜂𝑚, 𝑚 ≤ 0 удовлетворяют некоммутативным
уравнениям Тоды (12) – (13) и следующим уравнениям

𝜃′′𝑛+1 + 𝑡 𝜃′𝑛+1 + 2𝜃𝑛+1 𝜃
−1
𝑛 𝜃𝑛+1 + (𝛼0 − 𝛼1 + 2𝑛) 𝜃𝑛+1 = 0,

𝜂′′𝑚−1 − 𝜂′𝑚−1 𝑡+ 2𝜂𝑚−1 𝜂
−1
𝑚 𝜂𝑚−1 + (𝛼0 − 𝛼1 + 2(𝑚− 1))𝜂𝑚−1 = 0.

Тогда

(a) функции 𝑓0,𝑛, 𝑓1,𝑛, 𝑓2,𝑛, удовлетворяющие соотношениям

𝑓2,𝑛 = 𝜃′𝑛+1 𝜃
−1
𝑛+1 + 𝑡, 1

2
𝑓1,𝑛 𝑓2,𝑛 +

1
2
𝑓2,𝑛 𝑓1,𝑛 = 𝜃𝑛+1 𝜃

−1
𝑛 − (𝛼1 − 𝑛),

𝑓0,𝑛 = −𝑓1,𝑛 − 𝑓2,𝑛 + 𝑡,

𝑓 ′
1,𝑛 = 𝑓 2

1,𝑛 + 𝑓1,𝑛𝑓2,𝑛 + 𝑓2,𝑛𝑓1,𝑛 − 𝑡𝑓1,𝑛 + (𝛼1 − 𝑛)

являются решениями P4[𝑓𝑖,𝑛;𝑛] симметрической формы (16);

(b) функции 𝑓0,𝑚−1, 𝑓1,𝑚−1, 𝑓2,𝑚−1, удовлетворяющие соотношениям

𝑓2,𝑚−1 = −𝜂−1
𝑚−1 𝜂

′
𝑚−1 + 𝑡,

1
2
𝑓0,𝑚−1 𝑓2,𝑚−1 +

1
2
𝑓2,𝑚−1 𝑓0,𝑚−1 = 𝜂−1

𝑚 𝜂𝑚−1 + (𝛼0 +𝑚− 1),

𝑓1,𝑚−1 = −𝑓0,𝑚−1 − 𝑓2,𝑚−1 + 𝑡,

𝑓 ′
0,𝑚−1 = −𝑓 2

0,𝑚−1 − 𝑓0,𝑚−1𝑓2,𝑚−1 − 𝑓2,𝑚−1𝑓0,𝑚−1 + 𝑓0,𝑚−1𝑡+ (𝛼0 +𝑚− 1)

являются решениями P4[𝑓𝑖,𝑚−1;𝑚− 1] симметрической формы (16).

Отметим, что система P0
4 со скалярными параметрами эквивалентна системе (15) с цен-

тральным элементом 𝑡. Чтобы получить систему с произвольной матрицей ℎ, необходимо
свести симметрическую форму к системе второго порядка и сделать сдвиг 𝑡 ↦→ 𝑡+ℎ, ℎ ∈ 𝑅.
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После проделанных операций, элемент 𝑡 можно положить коммутативным (подробное об-
суждение этого вопроса рассмотрено в Разделе 4 основного текста). Насколько известно
автору, оставшиеся две системы, P1

4 и P2
4, не имеют преобразований Бэклунда, композиции

которых образуют аффинную группу Вейля типа 𝐴
(1)
2

9. Следовательно, они не могут быть
решены с помощью некоммутативных уравнений Тоды. Аналогичное замечание справед-
ливо и для некоммутативных систем типа P4, полученных в статье [CM14] при помощи
разрешения проблемы Римана-Гильберта.

Система (16) имеет изомонодромное представление Лакса, эквивалентное паре Ноуми-
Ямады для коммутативной P4 симметрической формы (14) [NY00]. Неабелева пара была
построена при помощи предложенного в статье [BS22c] метода неабелианизации известных
коммутативных пар.

Теорема 3.5. Пусть A𝑛(𝜆, 𝑡) и B𝑛(𝜆, 𝑡) – 3 × 3-матрицы, зависящие от спектрального
параметра 𝜆 следующим образом

A𝑛(𝜆, 𝑡) = 𝐴0,𝑛(𝑡) + 𝐴−1,𝑛(𝑡)𝜆
−1, B𝑛(𝜆, 𝑡) = 𝐵1𝜆+𝐵0,𝑛(𝑡).

Тогда для любого 𝑛 ∈ Z система (16) имеет представление нулевой кривизны

𝜕𝑡A𝑛 − 𝜕𝜆B𝑛 = [B𝑛,A𝑛]

где матрицы 𝐴0,𝑛, 𝐴−1,𝑛, 𝐵1 и 𝐵0,𝑛 задаются формулой

𝐴0,𝑛 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 𝑓0,𝑛

0 0 1

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐴−1,𝑛 =

⎛⎜⎜⎝
𝛽0 0 0

𝑓1,𝑛 𝛽1 0

1 𝑓2,𝑛 𝛽2

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵1 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐵0,𝑛 =

⎛⎜⎜⎝
−𝑓2,𝑛 0 0

1 −𝑓0,𝑛 0

0 1 −𝑓1,𝑛

⎞⎟⎟⎠ .

Здесь скалярные параметры 𝛽0, 𝛽1, 𝛽2 связаны с параметрами 𝛼𝑖 соотношениями

𝛼0 = 1 + 𝛽2 − 𝛽0 − 𝑛, 𝛼1 = 𝛽0 − 𝛽1 + 𝑛, 𝛼2 = 𝛽1 − 𝛽2.

Заметим, что в коммутативном случае пара Ноуми-Ямада сводится к паре Джимбо-
Мива [JM81] (см. [JKT07]) со спектральной зависимостью вида (11). Мы доказали анало-
гичный факт в некоммутативном случае (см. Предложение 3.9 в основном тексте).

9Другие преобразования Бэклунда можно найти в [Adl20].
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