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Введение

Топологическая классификация структурно устойчивых диффеоморфизмов на за-
мкнутых многообразиях достигла огромного прогресса за последние 50 лет. Тополо-
гической классификации диффеоморфизмов Морса-Смейла в предположениях раз-
личной общности на двумерных многообразиях посвящена целая серия работ таких
авторов, как С.Х. Арансон, А. Н. Безденежных, В. З. Гринес [2], [4], [6], [5], [11]; Е. А.
Боревич [7]; Х. Бонатти, Р. Ланжевен [29]; И.Ю. Власенко [8]; В.З. Гринес, С.Х. Зи-
нина, Т.М. Митрякова, О.В. Починка [26], [12]. Классификация произвольных диф-
феоморфизмов Морса-Смейла на поверхностях1 потребовала пpивлечения аппаpата
топологических цепей Маpкова и следует из работы Х. Бонатти и Р. Ланжевена [29]
(см. также [28]), где найдены необходимые и достаточные условия топологической со-
пряжённости структурно устойчивых диффеоморфизмов с нульмерными базисными
множествами.

Согласно работе Ш. Ньюхауса и Ж. Палиса [38], существует открытое множество
дуг, которые начинаются в диффеоморфизме Морса-Смейла и имеют первую бифур-
кационную точку в диффеоморфизме с гетероклиническим касанием. В обзоре [3] опи-
саны бифуркации систем, принадлежащих границе множества систем Морса-Смейла,
которую можно разбить на две части: 1) системы с конечным множеством неблуж-
дающих траекторий, содержащие либо негиперболические неподвижные точки или
циклы, либо траектории нетрансверсального пересечения устойчивых и неустойчивых
многообразий неподвижных точек или (и) циклов, либо и те, и другие одновременно;
2) системы с бесконечным множеством неблуждающих траекторий.

Очевидно, что нарушение условия трансверсальности гетероклинических пересе-
чений инвариантных многообразий седловых точек диффеоморфизма приводит к его
негрубости. Более того, это приводит к возникновению непрерывных топологических
инвариантов — модулей топологической сопряжённости и, следовательно, к существо-
ванию континуума несопряжённых диффеоморфизмов с одинаковой геометрией ге-
тероклинического пересечения. Термин “модуль топологической сопряжённости” был
предложен в работах Л.П. Шильникова, С.В. Гонченко и Д.В. Тураева [9], [10] и соот-
ветствует термину “moduli of stability” (модули устойчивости), который употребляется
в западной литературе. Модули устойчивости, в частности, возникают для систем, ле-
жащих на границе множества систем Морса-Смейла, имеющих конечное множество
неблуждающих траекторий и содержащих траектории нетрансверсального пересече-
ния устойчивых и неустойчивых многообразий неподвижных точек или (и) циклов (см.
[3]).

Строгое определение модулей было дано в работах Л.П. Шильникова, С.В. Гончен-
ко и Д.В. Тураева [9], [10]. Именно, пусть 𝑋 — топологическое пространство, 𝑥 ∈ 𝑋

и на некоторой окрестности 𝑈𝑥 ⊂ 𝑋 точки 𝑥 задано отношение эквивалентности 𝑅.
1Под поверхностью в настоящей работе всегда понимается двумерная поверхность.
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Предположим, что на 𝑈𝑥 определена непрерывная локально непостоянная функция
ℎ : 𝑈𝑥 → R, то есть в любой окрестности 𝑈𝑦 ⊂ 𝑈𝑥 любой точки 𝑦 ∈ 𝑈𝑥 существует точка
𝑧 такая, что ℎ(𝑧) ̸= ℎ(𝑦). Будем называть функцию ℎ — модулем 𝑅-эквивалентности,
если из неравенства ℎ(𝑦) ̸= ℎ(𝑧) для 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑈𝑥 следует, что 𝑦 и 𝑧 не 𝑅-эквивалентны.
В этом случае говорят, что 𝑥 ∈ 𝑋 имеет модуль ℎ. Будем говорить, что 𝑥 имеет (по
крайней мере) 𝑚 модулей, если на 𝑋 определены 𝑚 независимых модулей, где неза-
висимость системы модулей ℎ1, . . . , ℎ𝑚 понимается в следующем смысле: для любого
𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} в любой окрестности 𝑉𝑥 ⊂ 𝑈𝑥 точки 𝑥 существует точка 𝑦 такая, что
ℎ𝑙(𝑥) = ℎ𝑙(𝑦) для всех 𝑙 ̸= 𝑖 и ℎ𝑖(𝑥) ̸= ℎ𝑖(𝑦). Говорят, что 𝑥 имеет бесконечно много
модулей, если 𝑥 имеет 𝑚 модулей для любого заданного 𝑚. В противном случае, 𝑥
имеет конечное число модулей.

Если в этом определении заменить R на пространство некоторых функций, а
равенства значений отображения ℎ заменить на некоторое отношение эквивалент-
ности значений отображения ℎ, то ℎ будем называть функциональным модулем 𝑅-
эквивалентности.

Первым, кто обратил внимание на существование модулей топологической сопря-
женности, был Ж. Палис [39]. Он обнаружил существование модулей топологической
сопряженности у систем с простой динамикой. Такими модулями обладают уже дву-
мерные диффеоморфизмы и потоки с негрубой гетероклинической траекторией, в точ-
ках которой инвариантные многообразия двух разных седловых неподвижных точек
имеют одностороннее касание. А именно, если 𝑓 – такой диффеоморфизм (класса
𝐶𝑟, 𝑟 ≥ 2), имеющий две гиперболические седловые неподвижные точки 𝜎1 и 𝜎2 с
собственными значениями 𝜚𝑖, 𝜇𝑖 такими, что |𝜚𝑖| < 1 < |𝜇𝑖|, 𝑖 = 1, 2; кроме того 𝑊 𝑠

𝜎1

имеет одностороннее касание с 𝑊 𝑢
𝜎2

в точках некоторой гетероклинической траектории
(см. Рис. 1), то параметр

𝛼 =
ln |𝜚2|
ln |𝜇1|

является модулем топологической сопряжённости в том смысле, что диффеоморфиз-
мы 𝑓 и 𝑓 ′ с гетероклиническими касаниями могут быть сопряжены только в том слу-
чае, когда

ln |𝜚2|
ln |𝜇1|

=
ln |𝜚′2|
ln |𝜇′

1|
.

Из выше сказанного, в частности, следует, что любой диффеоморфизм поверхно-
сти, допускающий гетероклиническое касание, имеет хотя бы один модуль топологи-
ческой сопряжённости. Существенным продвижением в описании модулей поверхност-
ных диффеоморфизмов явилась работа В. ди Мелу, С. ван Стрина [36], в которой были
найдены необходимые и достаточные условия того, что Ω-устойчивый диффеоморфизм
𝑓 ориентируемой поверхности имеет конечное число модулей топологической сопря-
жённости. Заметим, что одним из условий является ограниченность длины цепочки
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Рис. 1: Касание седловых инвариантных многообразий

касающихся сепаратрис.
Настоящее исследование посвящено описанию модулей топологической сопряжён-

ности Ω-устойчивых потоков на поверхностях, выделению среди них класса потоков с
конечным числом модулей и их классификации с точностью до топологической сопря-
жённости.

Традиционный подход к качественному изучению динамики потоков с конечным
числом неподвижных точек и периодических орбит на поверхностях состоит в выде-
лении на несущем многообразии областей с одинаковым асимптотическим поведением
траекторий — ячеек. Классическими комбинаторными инвариантами таких потоков,
основанными на выделении ячеек, являются схема Леонтович-Майера [24], [23] для
потоков в ограниченной части плоскости, ориентированный граф Пейшото [40] и мо-
лекула Ошемкова-Шарко [27] для потоков Морса-Смейла на произвольных замкнутых
поверхностях, орбитальный комплекс Неймана-О’Брайена [37] для класса потоков на
произвольных замкнутых поверхностях, содержащего Ω-устойчивые потоки.

Напомним, что поток Морса-Смейла называется градиентно-подобным, если его
неблуждающее множество не содержит периодических орбит. Такие потоки имеют
наиболее простую динамику, что вдохновляло многих математиков на поиски инвари-
антов их топологической эквивалентности. В предположениях различной общности на
рассматриваемый класс градиентно-подобных потоков были получены следующие ин-
варианты: граф Пейшото (М. Пейшото) [40], модифицированный граф Пейшото (В.З.
Гринес, О.В. Починка) [32], двуцветный граф (К. Вонг) [42], трёхцветный граф (А.А.
Ошемков, В.В. Шарко) [27], круговая схема (Г. Флейтас) [31].

Таким образом, проблема классификации градиентно-подобных потоков на поверх-
ностях с точки зрения топологической эквивалентности решена исчерпывающим об-
разом. В настоящей работе доказано, что для градиентно-подобных потоков классы
топологической эквивалентности совпадают с классами топологической сопряжённо-
сти. Полученный результат позволяет использовать для проверки топологической со-
пряжённости градиентно-подобных потоков любые инварианты их топологической эк-
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вивалентности. Кроме того, для каждого из приведенных выше инвариантов строится
эффективный алгоритм (время его работы полиномиально зависит от входных дан-
ных) различения эквивалентности градиентно-подобных потоков.

Очевидно, что каждый предельный цикл порождает модуль топологической сопря-
жённости, равный периоду цикла. Поэтому для топологической сопряжённости пото-
ков Морса-Смейла имеющихся инвариантов топологической эквивалентности явно не
достаточно. Кроме того, в настоящей работе установлен удивительный факт наличия
бесконечного числа классов топологической сопряжённости в одном классе тополо-
гической эквивалентности потока Морса-Смейла. Этот эффект связан с единствен-
ностью инвариантного слоения в окрестности любой периодической орбиты. Доказа-
но, что критерием конечности числа модулей топологической сопряжённости пото-
ка Морса-Смейла на поверхности является отсутствие траекторий, идущих от одного
предельного цикла к другому. Для класса потоков Морса-Смейла на поверхностях с
конечным числом модулей также получена их топологическая классификация с точ-
ностью до топологической сопряжённости, основанная на молекуле Ошемкова-Шарко.

Еще один источник модулей для Ω-устойчивых систем на поверхностях – это нали-
чие касающихся седловых инвариантных многообразий – связок (см. рис. 2), что было
обнаружено Ж. Палисом в работе [39]. Как следует из приведённых выше результатов
С. ван Стрина и В. ди Мелу, одним из условий конечности числа модулей у диф-
феоморфизма является ограничение длины цепочки сёдел с касающимися седловыми
многообразиями, она не должна превышать трёх. В настоящей работе доказано, что в
случае потока не существует подобного ограничения на длину седловых цепочек пото-
ка. Также введён полный инвариант топологической эквивалентности Ω-устойчивых
потоков – оснащённый граф, для таких графов построен полиномиальный алгоритм
различения их изоморфности.

Рис. 2: Связка
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1 Результаты исследования

Пусть 𝑀 — гладкое замкнутое 𝑛-многообразие с метрикой 𝑑. Гладким потоком на
𝑀 называется гладкое отображение 𝜑 : 𝑀 × R → 𝑀 с групповыми свойствами:
1) 𝜑(𝑥, 0) = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝑀 ;
2) 𝜑(𝜑(𝑥, 𝑡), 𝑠) = 𝜑(𝑥, 𝑡+ 𝑠) ∀𝑥 ∈ 𝑀 , ∀𝑠, 𝑡 ∈ R.

В дальнейшем будем использовать обозначение 𝜑𝑡(𝑥) = 𝜑(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝑀 , 𝑡 ∈ R.
Заметим, что при фиксированном 𝑡 ∈ R отображение 𝜑𝑡 : 𝑀 → 𝑀 является диффео-
морфизмом (см., например, [14]), поэтому поток еще называют однопараметрической
группой диффеоморфизмов, действующих на многообразии 𝑀 .

Траекторией или орбитой точки 𝑥 ∈ 𝑀 называется множество 𝒪𝑥 = {𝜑𝑡(𝑥), 𝑡 ∈ R}.
Любая траектория потока либо состоит из одной точки, и в этом случае эта точка
называется неподвижной, либо гомеоморфна окружности, и в этом случае любая точ-
ка траектории называется периодической, либо является инъективно иммерсированной
прямой. Полагают, что все траектории потока, отличные от неподвижной точки, ориен-
тированы в соответствии с возрастанием параметра 𝑡. С каждым потоком 𝜑𝑡 : 𝑀 → 𝑀

связано касающееся траекторий потока векторное поле

�̇� =
𝜕𝜑(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 𝐹 (𝑥).

Потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 : 𝑀 → 𝑀 на многообразии 𝑀 называются топологически эквива-
лентными, если существует гомеоморфизм ℎ : 𝑀 → 𝑀 , отображающий траектории
потока 𝑓 𝑡 в траектории потока 𝑓 ′𝑡 с сохранением направления движения по траектори-
ям. Два потока называются топологически сопряжёнными, если выполняется условие
ℎ𝑓 𝑡 = 𝑓 ′𝑡ℎ, 𝑡 ∈ R, это означает, что ℎ отображает траектории в траектории, сохраняя
не только направление, но и время движения по траекториям.

Пусть 𝑝 ∈ 𝑀 – неподвижная точка потока 𝜑𝑡 : 𝑀 → 𝑀 . Устойчивым и неустойчи-
вым, соответственно, многообразием2 неподвижной точки 𝑝 называются множества

𝑊 𝑠
𝑝 = {𝑥 ∈ 𝑀 : 𝑑(𝑝, 𝜑𝑡(𝑥)) → 0 при 𝑡 → +∞} и

𝑊 𝑢
𝑝 = {𝑥 ∈ 𝑀 : 𝑑(𝑝, 𝜑𝑡(𝑥)) → 0 при 𝑡 → −∞}.

Устойчивой (неустойчивой) сепаратрисой неподвижной точки 𝑝 называется компо-
нента линейной связности множества 𝑊 𝑠

𝑝 ∖ 𝑝 (𝑊 𝑢
𝑝 ∖ 𝑝).

С неподвижной точкой 𝑝 потока 𝜑𝑡 помимо касательного векторного поля �̇� = 𝐹 (𝑥)

связано линеаризованное векторное поле

�̇� = 𝐴(𝑥− 𝑝),

где 𝐴 – матрица частных производных отображения 𝐹 (𝑥) в точке 𝑝 (матрица Якоби),
2См. [41], Теорема об устойчивом многообразии.
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разность точек 𝑥 и 𝑝 понимается в векторном смысле. Неподвижная точка 𝑝 потока 𝜑𝑡

называется гиперболической, если собственные значения матрицы 𝐴 не имеют нулевых
действительных частей.

При этом, неподвижная точка 𝑝 диффеоморфизма 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 называется гипер-
болической, если матрица частных производных отображения 𝑓(𝑥) в точке 𝑝 (матрица
Якоби) не имеет собственных значений по модулю равных единице.

Пусть c – замкнутая траектория потока 𝜑𝑡 : 𝑀 → 𝑀 . Устойчивым и неустойчи-
вым, соответственно, многообразием замкнутой траектории c называются множества

𝑊 𝑠
c = {𝑥 ∈ 𝑀 : min

𝑝∈c
𝑑(𝑝, 𝜑𝑡(𝑥)) → 0 при 𝑡 → +∞} и

𝑊 𝑢
c = {𝑥 ∈ 𝑀 : min

𝑝∈c
𝑑(𝑝, 𝜑𝑡(𝑥)) → 0 при 𝑡 → −∞}.

Пусть 𝑝 ∈ c, и Σ𝑝 – (𝑛 − 1)-мерный диск, трансверсальный в точке 𝑝 вектору,
касательному к периодической траектории, называемый секущей Пуанкаре. Тогда в
некоторой окрестности 𝑉𝑝 ⊂ Σ𝑝 точки 𝑝 для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑉𝑝 существует значение
𝜏𝑥 > 0 такое, что 𝜑𝜏𝑥(𝑥) ∈ Σ𝑝 и 𝜑𝑡(𝑥) /∈ Σ𝑝 для любого 0 < 𝑡 < 𝜏𝑥. Отображение
𝑓 : 𝑉𝑝 → Σ𝑝, определённое формулой 𝑓(𝑥) = 𝜑𝜏𝑥(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑉𝑝, называется отображением
последования или отображением Пуанкаре.

Точка 𝑝 является неподвижной точкой отображения последования. Периодическая
траектория c называется гиперболической, если точка 𝑝 является гиперболической
неподвижной точкой отображения Пуанкаре 𝑓 : 𝑉𝑝 → Σ𝑝(𝑉𝑝).

Точка 𝑥 ∈ 𝑀 называется блуждающей точкой потока 𝜑𝑡 : 𝑀 → 𝑀 , если суще-
ствует открытая окрестность 𝑈𝑥 точки 𝑥 такая, что 𝜑𝑡(𝑈𝑥) ∩ 𝑈𝑥 = ∅ для всех 𝑡 > 1. В
противном случае точка 𝑥 называется неблуждающей, множество всех неблуждающих
точек потока 𝜑𝑡 называется его неблуждающим множеством и обозначается Ω𝜑𝑡 .

Поток 𝜑𝑡 : 𝑀 → 𝑀 называется Ω-устойчивым, если существует окрестность 𝑈(𝜑𝑡)

потока 𝜑𝑡 в пространстве 𝐶1(𝑀 × R,𝑀) с 𝐶1-топологией такая, что если 𝜑′𝑡 ∈ 𝑈(𝜑𝑡),
то потоки 𝜑𝑡|Ω𝜑𝑡

и 𝜑′𝑡|Ω𝜑′𝑡
топологически эквивалентны.

Поток 𝜑𝑡 : 𝑀 → 𝑀 называется структурно устойчивым, если существует окрест-
ность 𝑈(𝜑𝑡) потока 𝜑𝑡 в пространстве 𝐶1(𝑀 × R,𝑀) с 𝐶1-топологией такая, что если
𝜑′𝑡 ∈ 𝑈(𝜑𝑡), то потоки 𝜑𝑡 и 𝜑′𝑡 топологически эквивалентны.

Поток называется потоком Морса-Смейла, если его неблуждающее множество со-
стоит из конечного числа гиперболических неподвижных точек и конечного числа
гиперболических периодических орбит, чьи устойчивые и неустойчивые многообразия
пересекаются трансверсально. Поток Морса-Смейла без периодических орбит называ-
ется градиентно-подобным потоком.

В рамках исследования были получены следующие результаты по топологической
сопряженности Ω-устойчивых потоков на поверхностях.

В главе 2 рассмотрены градиентно-подобные потоки на поверхностях и доказано,
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что для таких потоков классификации с точностью до топологической эквивалентно-
сти и топологической сопряжённости совпадают. Для основных топологических инва-
риантов потоков такого класса построены эффективные алгоритмы их различения.

А именно, рассмотрим градиентно-подобный поток 𝑓 𝑡, заданный на замкнутой по-
верхности3 𝑆. Первый результат главы говорит о том, что топологические инварианты,
описывающие классы топологической эквивалентности градиентно-подобных потоков
на поверхностях, подходят и для классификации с точностью до топологической со-
пряжённости.

Теорема 1 ([33]*, теорема 7; [22]*, теорема 2.1; [16]*, теорема 1) Если два
градиентно-подобных потока на замкнутой поверхности топологически эквива-
лентны, то они топологически сопряжены.

Таким образом, классы топологически эквивалентных и классы топологически со-
пряжённых градиентно-подобных потоков на поверхностях совпадают. В большинстве
случаев инварианты, описывающие эти классы, это классы изоморфности оснащённых
графов. Два оснащенных графа называются изоморфными, если существует взаимно
однозначное соответствие, переводящее вершины и рёбра одного графа в вершины и
рёбра другого графа с сохранением оснащений. Алгоритм различения изоморфности
графов в каком-либо классе графов называется эффективным или полиномиальны-
ми, если время его выполнения ограничено полиномом от длины входной информа-
ции (количество вершин, рёбер и параметров оснащения графа). Такое определение
эффективности алгоритма восходит к А. Кобхэму [30]. Поскольку для произвольных
графов задача существования эффективного различающего алгоритма (задача об NP-
полноте) является открытой, то эффективность является стандартом труднорешаемо-
сти такой задачи [13].

Рассмотрим множество

𝑆 = 𝑆∖
⋃︁

𝜎∈Ω1
𝑓𝑡

(𝑐𝑙(𝑊 𝑢
𝜎 ) ∪ 𝑐𝑙(𝑊 𝑠

𝜎)) .

Замыкание любой его компоненты связности называется ячейкой.
Пусть Γ𝑓 𝑡 – ориентированный граф потока 𝑓 𝑡 такой, что вершины графа Γ𝑓 𝑡 соот-

ветствуют неподвижным точкам потока 𝑓 𝑡, а рёбра соответствуют ориентированным
седловым сепаратрисам. Оснастим граф Γ𝑓 𝑡 различающими множествами – подгра-
фами, соответствующими границам ячеек. В результате получим граф Пейшото Γ𝑃

𝑓 𝑡 .
Такой граф является полным топологическим инвариантом для градиентно-подобных
потоков на произвольных поверхностях (см. рис. 3). .

3Обычно через 𝑆 обозначается поверхность, через 𝑀 – многообразие произвольной размерности,
либо поверхность, отличная от 𝑆.
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Рис. 3: Градиентно-подобный поток 𝑓 𝑡 на сфере 𝑆 и его граф Пейшото Γ𝑃
𝑓 𝑡

Теорема 2 ([33]*, теорема 1; [22]*, теорема 3.1) Пусть 𝑓 𝑡 и 𝑓 ′𝑡 – градиентно-
подобные потоки, заданные на поверхности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝑃

𝑓 𝑡, Γ𝑃
𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные

графы Пейшото. Тогда изоморфность графов Γ𝑃
𝑓 𝑡 и Γ𝑃

𝑓 ′𝑡 можно проверить за время
𝑂
(︀
𝑛𝑂(𝑔)

)︀
для 𝑔 > 0 и за время 𝑂(𝑛) для 𝑔 = 0.

В 2011 году В.З. Гринес и О.В. Починка [32] модифицировали граф Пейшото. Имен-
но, вместо различающих множеств они оснастили ориентированный граф Пейшото Γ𝑓 𝑡

порядками рёбер (согласованными с вложениями седловых сепаратрис в несущую по-
верхность), инцидентных вершинам, соответствующим стокам. Класс изоморфности
полученного таким образом модифицированного графа Пейшото Γ𝐺𝑃

𝑓 𝑡 также является
полным инвариантом эквивалентности градиентно-подобных потоков на произволь-
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ных поверхностях.

Теорема 3 ([33]*, теорема 2; [22]*, теорема 3.2) Пусть 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 – градиентно-
подобные потоки на поверхности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝐺𝑃

𝑓 𝑡 , Γ𝐺𝑃
𝑓 ′𝑡 – их модифицированные 𝑛-

вершинные графы Пейшото. Тогда изоморфизм графов Γ𝐺𝑃
𝑓 𝑡 и Γ𝐺𝑃

𝑓 ′𝑡 может быть про-
верен за время 𝑂

(︀
𝑛𝑂(𝑔)

)︀
, если 𝑔 > 0, и за время 𝑂(𝑛), если 𝑔 = 0.

Следующий инвариант, для которого в работе построен алгоритм различения, это
граф Вонга [42]. Пусть 𝑓 𝑡 – градиентно-подобный поток, заданный на ориентируемой
поверхности 𝑆. Граф Вонга для такого потока – это граф, дуальный к графу Пейшото:
вершины графа Вонга Γ𝑊

𝑓 𝑡 соответствуют ячейкам потока 𝑓 𝑡, его рёбра соответствуют
седловым сепаратрисам и соединяют вершины, соответствующие ячейкам, гранича-
щим по соответствующим рёбрам сепаратрисам. Ребро окрашивается в цвет 𝑢, если
соответствует неустойчивой седловой сепаратрисе, и в цвет 𝑠, если соответствует устой-
чивой седловой сепаратрисе. При этом, если какая-либо седловая сепаратриса лежит
во внутренности замыкания некоторой ячейки, то этой ячейке и этой сепаратрисе со-
ответствует вершина графа с петлёй. То есть, каждая вершина имеет валентность 4,
если считать петлю за два условных ребра. Набор этих четырех рёбер, включая услов-
ные, разбивается на пары, в каждую из которых входит одно ребро, соответствующее
устойчивой сепаратрисе, и одно ребро, соответствующее неустойчивой сепаратрисе,
примыкающие друг к другу на границе соответствующей вершине ячейки. Такие па-
ры обозначаются дугой, пересекающей оба ребра пары (см. рис. 4).

Рис. 4: Поток 𝑓 𝑡 из 𝐺 на поверхности 𝑆 и его граф Вонга Γ𝑊
𝑓 𝑡

Теорема 4 ([33]*, теорема 3; [22]*, теорема 3.3) Пусть 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 – градиентно-
подобные потоки на ориентируемой поверхности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝑊

𝑓 𝑡 , Γ𝑊
𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-

вершинные графы Вонга. Тогда изоморфизм графов Γ𝑊
𝑓 𝑡 и Γ𝑊

𝑓 ′𝑡 проверяется за время
𝑂
(︀
𝑛𝑂(𝑔)

)︀
, если 𝑔 > 0 и за время 𝑂(𝑛), если 𝑔 = 0.
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Градиентно-подобный поток 𝑓 𝑡 : 𝑆 → 𝑆 называется полярным, если в его неблужда-
ющем множестве содержится ровно один источник и ровно один сток. Граф Флейтас
или круговая схема Флейтас Γ𝐹

𝑓 𝑡 для такого потока 𝑓 𝑡 строится следующим образом.
Выберем вокруг источника (единственного, в силу полярности потоков) окружность
𝑆, трансверсальную траекториям потока 𝑓 𝑡 в бассейне источника. Обозначим через 𝐷

диск, который эта окружность ограничивает в бассейне (т.е. двумерном инвариантном
многообразии) источника. Присвоим всем точкам пересечения окружности 𝒮 с сед-
ловыми сепаратрисами метки так, чтобы точки пересечения с сепаратрисами одного
и того же седла были с одинаковыми метками. Каждой паре точек с одинаковыми
метками присвоим спин, то есть знак +(−), если объединения диска 𝐷 с трубчатой
окрестностью устойчивого многообразия седловой точки, пересекающего окружность
𝒮 по данной паре точек, является кольцом (плёнкой Мёбиуса) (см. рис. 5). Собственно
графом Флейтас будем называть окружность 𝑆 с точками пересечения с седловыми
сепаратрисами, оснащёнными присвоенными метками и спинами, при этом точки пе-
ресечения будут вершинами графа, а дуги окружности 𝒮, соединяющие эти вершины
– рёбрами.

Рис. 5: Полярный поток 𝑓 𝑡 и его граф Флейтас Γ𝐹
𝑓 𝑡

Теорема 5 ([33]*, теорема 5; [22]*, теорема 3.4) Пусть 𝑓 𝑡 и 𝑓 ′𝑡 – полярные пото-
ки на поверхности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝐹

𝑓 𝑡, Γ𝐹
𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные графы Флейтас. Тогда изо-

морфизм графов Γ𝐹
𝑓 𝑡 и Γ𝐹

𝑓 ′𝑡 проверяется за время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)), если 𝑔 > 0, и за время 𝑂(𝑛),
если 𝑔 = 0.

Последний рассмотренный инвариант предназначен вновь для произвольных
градиентно-подобных потоков на поверхностях. Обозначим через 𝐽𝑓 𝑡 множество всех
ячеек потока 𝑓 𝑡. Выберем по одной траектории 𝜃𝐽 (𝑡-кривой) в каждой ячейке 𝐽 ∈ 𝐽𝑓 𝑡 .
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Положим 𝒯 =
⋃︀
𝐽⊂𝑆

𝜃𝐽 , 𝑆 = 𝑆∖𝒯 . Назовём 𝑢-кривыми неустойчивые седловые сепара-

трисы и 𝑠-кривыми – устойчивые седловые сепаратрисы. Из [40] следует, что каж-
дая компонента связности Δ множества 𝑆 является криволинейным треугольником,
ограниченным одной 𝑠-, одной 𝑢- и одной 𝑡-кривой, поэтому мы будем называть Δ

треугольной областью. Обозначим через Δ𝑓 𝑡 множество всех треугольных областей
потока 𝑓 𝑡.

Трёхцветный граф Γ𝑂𝑆
𝑓 𝑡 Ошемкова-Шарко из работы [27], соответствующий

градиентно-подобному потоку 𝑓 𝑡, строится следующим образом (см. рис. 6):
1) вершины графа Γ𝑂𝑆

𝑓 𝑡 взаимно однозначно соответствуют треугольным областям
потока;

2) две вершины графа инцидентны ребру цвета 𝑠, 𝑡, 𝑢, если соответствующие этим
вершинам многоугольные области имеют общую 𝑠-, 𝑡- или 𝑢-сторону, а между этим
ребром и 𝑠, 𝑡 или 𝑢-кривой соответственно устанавливается взаимно однозначное со-
ответствие.
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Рис. 6: Фазовый портрет некоторого градиентно-подобного потока и его трёхцветный
граф

Теорема 6 ([33]*, теорема 4; [22]*, теорема 3.5) Пусть 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 – градиентно-
подобные потоки, заданные на поверхности рода 𝑔, и Γ𝑂𝑆

𝑓 𝑡 , Γ𝑂𝑆
𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные

трёхцветные графы. Тогда изоморфизм графов Γ𝑂𝑆
𝑓 𝑡 и Γ𝑂𝑆

𝑓 ′𝑡 проверяется за время
𝑂
(︀
𝑛𝑂(𝑔)

)︀
при 𝑔 > 0 и за время 𝑂(𝑛) при 𝑔 = 0.

В главе 3 установлен критерий конечности числа модулей для потоков Морса-
Смейла на поверхностях и получена классификация таких потоков в смысле тополо-
гической сопряжённости.

Теорема 7 ([20]*, лемма 1; [35]*, теорема 5.1) Если у потока Морса-Смейла су-
ществует неустойчивый предельный цикл, у которого неустойчивое многообразие
пересекается с устойчивым многообразием некоторого устойчивого предельного цик-
ла, то поток имеет функциональный модуль топологической сопряжённости, по-
рождающий бесконечное число числовых модулей топологической сопряжённости.
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Рассмотрим поток Морса-Смейла 𝜑𝑡, заданный на замкнутой поверхности 𝑆.
Пусть Ω𝑖 – периодическая орбита потока 𝜑𝑡, 𝐾𝑖 = 𝑊 𝑢

Ω𝑖
для отталкивающего цикла

Ω𝑖 и 𝐾𝑖 = 𝑊 𝑠
Ω𝑖

для притягивающего цикла Ω𝑖, соответственно.

Лемма 3.2 ([35]*, лемма 4.1) Существует единственное 𝜑𝑡-инвариантное одномер-
ное слоение Ξ𝑖 на 𝐾𝑖, чьи слои 𝜉𝑖 являются секущими для траекторий потока 𝜑𝑡|𝐾𝑖

,
и

𝜑𝑇𝑖(𝑧) ∈ 𝜉𝑖, 𝜑
𝑡(𝑧) /∈ 𝜉𝑖 0 < 𝑡 < 𝑇𝑖, если 𝑧 ∈ 𝜉𝑖.

Такое слоение, о единственности которого говорит лемма 3.1, возникает из рабо-
ты Ляпунова [25] и использовалось при доказательстве теоремы Андронова-Витта об
устойчивости по Ляпунову периодической траектории [1], однако, в упомянутых рабо-
тах для подобного слоения требовалась гладкость.

Далее, выделен класс потоков Морса-Смейла на поверхностях с конечным числом
модулей топологической сопряжённости.

Теорема 8 ([20]*, теорема 1) Поток Морса-Смейла 𝜑𝑡 на поверхности 𝑆 имеет ко-
нечное число модулей тогда и только тогда, когда у 𝜑𝑡 не существует неустойчивого
предельного цикла, у которого неустойчивое многообразие пересекается с устойчи-
вым многообразием какого-либо устойчивого предельного цикла.

Далее устанавливается, что каждому классу топологической сопряжённости пото-
ка Морса-Смейла 𝜑𝑡 с конечным числом модулей взаимно однозначно соответствует
класс изоморфности некоторого графа. Для построения такого графа около каждого
предельного цикла выбирается окрестность с граничными компонентами связности,
трансверсальными траекториям. Эти граничные компоненты делят поверхность на
элементарные области. Каждой элементарной области ставится в соответствие верши-
на графа, а граничным компонентам ставятся в соответствие рёбра, направленные в
соответствии с направлением траекторий, пересекающих граничную компоненту.

Все графовые вершины делятся на 3 типа:
– 𝒜-вершина, соответствующая элементарной области, из элементов неблуждаю-

щего множества содержащей только единственную узловую точку;
– ℒ-вершина, соответствующая элементарной области, из неблуждающего множе-

ства содержащей только единственный предельный цикл;
– ℳ-вершина, содержащая хотя бы одну седловую точку.
Такой граф – обозначим его ϒ𝜑𝑡 – нуждается в дополнительной информации, что-

бы быть топологическим инвариантом. Поэтому ℳ-вершина графа ϒ𝜑𝑡 оснащается
трёхцветным графом. Именно, рассмотрим некоторую ℳ-область, представляющую
собой либо 2-многообразие с границей, либо замкнутую поверхность. В первом случае
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приклеим объединение 𝐷 несвязных 2-дисков к границе, чтобы получить замкнутую
поверхность 𝑀 , во втором случае также назовём уже имеющуюся поверхность 𝑀 и
положим 𝐷 = ∅. Продолжим поток 𝜑𝑡|ℳ до градиентно-подобного потока 𝑓 𝑡 : 𝑀 → 𝑀

такого, что 𝑓 𝑡 совпадает с 𝜑𝑡 вне 𝐷, и Ω𝑓 𝑡 имеет в точности одну неподвижную точку
(сток или источник) в каждой компоненте связности множества 𝐷. Положим

Γℳ = Γ𝑂𝑆
𝑓 𝑡 .

Благодаря вложимости трёхцветного графа Γℳ в поверхность 𝑀 можно индуцировать
ориентацию границ области ℳ на цикл графа Γℳ, соответствующий узловой точке,
лежащей на диске, которым заменили ℒ-область. Такими ориентированными циклами
𝜏ℳ,ℒ и 𝜏ℒ,ℳ мы оснащаем рёбра ℳℒ и ℒℳ графа ϒ𝜑𝑡 соответственно.

Полученный оснащённый граф обозначим через ϒ*
𝜑𝑡 . Согласно работе [27], граф

ϒ*
𝜑𝑡 является полным топологическим инвариантом потока Морса-Смейла с конечным

числом модулей с точностью до топологической эквивалентности (см. рис. 7).

Рис. 7: Фазовый портрет потока Морса-Смейла и его оснащённый граф

Теперь каждую ℒ-вершину графа оснастим периодом соответствующего предель-
ного цикла. Такой оснащённый граф обозначим через ϒ**

𝜑𝑡 .

Теорема 9 ([20]*, теорема 2) Потоки Морса-Смейла 𝜑𝑡, 𝜑′𝑡 без пересечений инвари-
антных многообразий различных предельных циклов топологически сопряжены тогда
и только тогда, когда их оснащённые графы ϒ**

𝜑𝑡 и ϒ**
𝜑′𝑡 изоморфны.

В главе 4 получена классификация Ω-устойчивых потоков на поверхностях с точ-
ностью до топологической эквивалентности. Выполнена реализация инвариантов стан-
дартными потоками на поверхности и построены эффективные алгоритмы различения
изоморфизмов. Установлено, что потоки со сколь угодно длинной цепочкой связок, в
отличие от диффеоморфизмов, имеют конечное число модулей.

Сначала рассмотрим Ω-устойчивый поток 𝑓 𝑡 без предельных циклов на замкну-
той поверхности 𝑆. Такому потоку взаимно-однозначно соответствует четырёхцветный
граф Γ𝑓 𝑡 , обобщающий трёхцветный граф. Именно, в работе доказано, что каждая
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компонента связности дополнения поверхности до замыкания инвариантных много-
образий всех седловых точек является многоугольной областью, в границу которой,
кроме 𝑠−, 𝑡−, 𝑢− кривых может входить также любое конечное число 𝑐-кривых, яв-
ляющихся связками. Ориентируем границу многоугольной области в соответствии с
положительным направлением движения по 𝑡-кривой. Обозначим через Δ𝑓 𝑡 множество
многоугольных областей потока 𝑓 𝑡. Поставим в соответствие потоку 𝑓 𝑡 четырёхцвет-
ный граф следующим образом (см. рис. 8):

1) вершины графа Γ𝑓 𝑡 взаимно однозначно соответствуют многоугольным областям
множества Δ𝑓 𝑡 потока 𝑓 𝑡;

2) две вершины графа инцидентны ребру цвета 𝑠, 𝑡, 𝑢 или 𝑐, если соответствующие
этим вершинам многоугольные области содержат в своих замыканиях общую 𝑠-, 𝑡-, 𝑢-
или 𝑐-кривую;

3) при наличии более чем одного 𝑐-ребра, выходящего из некоторой вершины гра-
фа Γ𝑓 𝑡 , 𝑐-рёбра считаются упорядоченными согласно прохождению соответствующих
сепаратрис при обходе границы области в направлении 𝑡-кривой.

Рис. 8: Фазовый портрет некоторого Ω-устойчивого потока без предельных циклов и
его четырёхцветный граф

Теорема 10 ([18]*, теорема 1; [17]*, теорема 1.1; [19]*, теорема 3.1) Ω-
устойчивые потоки 𝑓 𝑡 и 𝑓 ′𝑡 без предельных циклов топологически эквивалентны
тогда и только тогда, когда их четырёхцветные графы Γ𝑓 𝑡 и Γ𝑓 ′𝑡 изоморфны.

Также в работе выделены допустимые абстрактные четырёхцветные графы Γ и
конструктивно доказана следующая теорема.

Теорема 11 ([18]*, теорема 3) Для любого допустимого графа Γ существует Ω-
устойчивый поток 𝑓 𝑡 без предельных циклов, заданный на замкнутой поверхности
𝑆, граф которого изоморфен исходному графу, при этом:
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i) эйлерова характеристика поверхности 𝑆 вычисляется по формуле

𝜒(𝑆) = 𝜈0 − 𝜈1 + 𝜈2, (1)

где 𝜈0, 𝜈1 и 𝜈2 – число всех 𝑡𝑢-, 𝑐- и 𝑠𝑡-циклов графа Γ соответственно;
ii) поверхность 𝑆 является неориентируемой тогда и только тогда, когда граф

Γ содержит хотя бы один цикл нечётной длины.

Также в работе установлен эффективный алгоритм различения графов Γ𝑓 𝑡 .

Теорема 12 ([18]*, теорема 2; [17]*, теорема 1.2) Пусть 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 – Ω-устойчивые
потоки без предельных циклов на поверхности 𝑆 рода 𝑔, и Γ𝑓 𝑡, Γ𝑓 ′𝑡 – их 𝑛-вершинные
и 𝑚-рёберные четырёхцветные графы. Тогда изоморфизм графов Γ𝑓 𝑡 и Γ𝑓 ′𝑡 проверя-
ется за время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)) для 𝑔 > 0 и за время 𝑂(𝑛), если 𝑔 = 0. Ориентируемость
поверхности 𝑆 вычисляется за время 𝑂(𝑛+𝑚).

Для произвольного Ω-устойчивого потока 𝜑𝑡 на поверхности 𝑆 оснащённый граф
ϒ*

𝜑𝑡 строится аналогично графу потока Морса-Смейла с помощью деления на элемен-
тарные области за тем исключением, что ℳ-вершины оснащаются не трёхцветным, а
четырёхцветным графом Γℳ, а также добавляется вершина 4 типа – ℰ-вершина, соот-
ветствующая области без неподвижных точек и предельных циклов. Такая вершина
оснащается весом +, −, если циклы в соседних ℒ-областях ориентированы согласован-
но, несогласованно соответственно (см. рис. 9). .

Рис. 9: Ω-устойчивый поток 𝜑𝑡, его поток без предельных циклов 𝑓 𝑡, граф ϒ*
𝜑𝑡 потока

𝜑𝑡

Теорема 13 ([34]*, теорема 5.3; [19]*, теорема 4.1) Ω-устойчивые потоки 𝜑𝑡 и
𝜑′𝑡 топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда их оснащённые графы
ϒ*

𝜑𝑡 и ϒ*
𝜑′𝑡 изоморфны.

Также выделено множество допустимых оснащённых графов и конструктивно до-
казана следующая теорема.

15



Теорема 14 ([34]*, теорема 5.9; [21]*, теорема 1) Каждый допустимый осна-
щённый граф ϒ* соответствует Ω-устойчивому потоку 𝜑𝑡 : 𝑆 → 𝑆 на замкнутой
поверхности 𝑆, кроме того:

(1) эйлерова характеристика поверхности 𝑆 вычисляется по формуле

𝜒(𝑆) =
∑︁
ℳ

(𝑋ℳ − 𝑌ℳ) +𝑁𝒜,

где 𝑋ℳ – результат применения формулы (1) к соответствующему допустимому
четырёхцветному графу Γℳ, 𝑌ℳ – количество рёбер, инцидентных ℳ и 𝑁𝒜 – коли-
чество 𝒜-вершин графа ϒ*;

(2) Поверхность 𝑆 ориентируема тогда и только тогда, когда каждый четы-
рёхцветный граф, оснащающий ϒ*, не имеет циклов нечётной длины, и каждая ℒ-
вершина имеет валентность 2.

Построен эффективный алгоритм различения оснащённых графов Ω-устойчивых
потоков.

Теорема 15 ([34]*, теорема 5.10) Пусть 𝜑𝑡, 𝜑′𝑡 – Ω-устойчивые потоки на поверх-
ности 𝑆 рода 𝑔, и ϒ*

𝜑𝑡, ϒ*
𝜑′𝑡 – их 𝑛-вершинные и 𝑚-рёберные оснащённые графы. Тогда

изоморфизм графов ϒ*
𝜑𝑡 и ϒ*

𝜑′𝑡 проверяется за время 𝑂(𝑛𝑂(𝑔)) для 𝑔 > 0 и за время
𝑂(𝑛), если 𝑔 = 0. Ориентируемость поверхности 𝑆 вычисляется за время 𝑂(𝑛+𝑚),
эйлерова характеристика может быть вычислена за время 𝑂(𝑚2).

Еще один результат главы касается доказательства конечности модулей тополо-
гической сопряженности у Ω-устойчивых потоков с цепочками связок произвольной
длины. Для этого рассматривается класс потоков 𝑓 𝑡 : 𝑆𝑔 → 𝑆𝑔 класса гладкости 𝐶2,
порождённых градиентным векторным полем функции высоты вертикальной ориен-
тируемой поверхности 𝑆𝑔 рода 𝑔 > 0. Неблуждающее множество таких систем состоит
из конечного числа гиперболических неподвижных точек: одного источника, одного
стока и 2𝑔 седловых точек, образующих цепочку связок длины 2𝑔 − 1 (см. рис. 10).

Модулями у таких систем будут отношения собственных значений каждой пары
седловых точек, соединённых связками, соответствующих инвариантным многообра-
зиям, не участвующим в соединении данных седловых точек, открытых Ж. Палисом
[39]. Результатом данного раздела является факт, что других модулей у подобных си-
стем не возникает.

Теорема 16 ([15]*, теорема 1.1) Поток 𝑓 𝑡 : 𝑆𝑔 → 𝑆𝑔 имеет в точности 2𝑔 − 1 мо-
дулей.
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Рис. 10: Примеры потоков с цепочками связок
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3 Заключение

В настоящей диссертационной работе рассмотрены три класса потоков на поверх-
ностях с регулярной динамикой: градиентно-подобные потоки, потоки Морса-Смейла
и Ω-устойчивые потоки. Перечисленные классы исследованы с точки зрения нали-
чия и количества модулей топологической сопряжённости, для них найдены полные
инварианты эквивалентности, а в случае конечности числа модулей, и инварианты то-
пологической сопряжённости. Для всех классов доказано существование полного ин-
варианта, являющегося оснащённым графом, выделен класс допустимых оснащённых
графов с последующей их реализацией соответствующим потоком, а также построены
эффективные алгоритмы различения изоморфности оснащённых графов.

Перечислим основные результаты работы, выносимые на защиту.

• Доказано, что градиентно-подобные потоки на поверхностях топологически со-
пряжены тогда и только тогда, когда они топологически эквивалентны (теорема
1).

• Построены эффективные алгоритмы распознавания изоморфности следующих
инвариантов градиентно-подобных потоков на поверхностях:

- граф Пейшото (теорема 2);

- модифицированный граф Пейшото (теорема 3);

- граф Вонга (теорема 4);

- граф Флейтас (теорема 5);

- трёхцветный граф Ошемкова-Шарко (теорема 6).

• Найдены необходимые и достаточные условия того, что поток Морса-Смейла
на поверхности имеет конечное число модулей топологической сопряжённости
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(теорема 8), а также найден функциональный модуль у потока Морса-Смейла,
обладающего устойчивым и неустойчивым предельными циклами, у которых ин-
вариантные многообразия пересекаются (теорема 7).

• Для потоков Морса-Смейла с конечным числом модулей построен полный инва-
риант топологической сопряжённости – оснащённый граф (теорема 9).

• Для Ω-устойчивых потоков без предельных циклов построен полный инвариант
топологической эквивалентности – четырёхцветный граф (теорема 10). Выделен
класс допустимых оснащённых графов, по каждому из которых построен поток в
рассматриваемом классе (теорема 11), а также построен эффективный алгоритм
различения изоморфности таких графов (теорема 12).

• Для Ω-устойчивых потоков в общем случае построен полный инвариант топо-
логической эквивалентности – оснащённый граф (теорема 13). Выделен класс
допустимых оснащённых графов, по каждому из которых построен поток в рас-
сматриваемом классе (теорема 14), а также построен эффективный алгоритм
различения изоморфности таких графов (теорема 15).

• Установлено, что потоки со сколь угодно длинной цепочкой связок, в отличие от
диффеоморфизмов, имеют конечное число модулей топологической сопряжённо-
сти (теорема 16).
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