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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû îïèñûâàþò ïðîöåññû ñ äåòåðìåíèðîâàííûì çàêîíîì ýâîëþ-
öèè è âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçíîîáðàçíûõ ÿâëåíèé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè,
òàêèõ êàê ôèçèêà, õèìèÿ è áèîëîãèÿ [1].

Â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé è ñëîæíîñòè ìîäåëè, å¼ èñ-
ñëåäîâàíèå ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ. Íåçàâèñèìî îò ïîäõîäà, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîâåäåíèå áèôóðêàöèîííîãî àíà-
ëèçà, ò.å. èçó÷åíèÿ èçìåíåíèé êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ñ èçìåíåíèÿìè
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, êàê ïðàâèëî,
ïðîâîäèòñÿ íå òîëüêî ðàñ÷¼ò ýâîëþöèè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, íî è âû÷èñëåíèå ñïåêòðà
ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òèï äèíàìèêè íà àòòðàêòîðå [2; 3].
Íàïðèìåð, ïðèñóòñòâèå â ñïåêòðå ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè [4], à ïîñòðîåíèå êàðò ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé ïî óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðàì ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà
ïðè ïðîâåäåíèè áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ äâå ìîäåëè ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ, âîçíè-
êàþùèå â áèîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ïåðâîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü äâóõ âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ èíêàïñóëèðîâàííûõ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè. Å¼ èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ, ò.ê. òàêèå ïóçûðüêè ïðèìåíÿþò â ñîâðåìåííîé ìåäèöèíå â êà÷åñòâå êîíòðàñòíûõ
àãåíòîâ ïðè ïðîâåäåíèè óëüòðàçâóêîâûõ èññëåäîâàíèé ñ öåëüþ âèçóàëèçàöèè íåêîòîðûõ
îðãàíîâ èëè îáëàñòåé êðîâåíîñíîé ñèñòåìû, à òàêæå â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ íàïðàâëåííîé
äîñòàâêîé ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ [5�8].

Îòêëèê êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ ôîðìèðóåòñÿ çàñ÷¼ò ðàäèàëüíûõ îñöèëëÿöèé ïóçûðü-
êîâ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî óëüòðàçâóêîâîãî ïîëÿ. Íåëèíåéíîñòü èõ êîëåáàíèé ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî âîçìîæíû ðàçíîîáðàçíûå ðåæèìû äèíàìèêè, íàïðèìåð ñóáãàðìîíè÷åñêèå
(ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó óëüòðàçâóêîâîãî ïîëÿ), êâàçèïåðèîäè÷åñêèå èëè õàîòè÷åñêèå. Â
ñâîþ î÷åðåäü, îò ðåæèìà êîëåáàíèé ïóçûðüêîâ çàâèñÿò ñâîéñòâà îòêëèêà, à òàêæå äîëãî-
ñðî÷íàÿ ñòàáèëüíîñòü ñàìèõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ. Â çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåíèé, ìîãóò
òðåáîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå àêóñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ. Íàïðèìåð, ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ óëüòðàçâóêîâîé âèçóàëèçàöèåé õîðîøî ïîäõîäÿò ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû êîëåáàíèé êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ, ïîòîìó ÷òî ñïåêòð
èçëó÷àåìîãî ïîëÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ åãî ýôôåêòèâíîãî ðàñïîçíà-
âàíèÿ, ò.ê. îí ðåçêî îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ñîçäàâàåìûõ îêðóæàþùèìè
òêàíÿìè, êîëåáàíèÿ êîòîðûõ ïîä âîçäåéñòâèåì óëüòðàçâóêîâîãî ïîëÿ áëèçêè ê ëèíåéíûì
[5; 9; 10]. Ãèïåðõàîòè÷åñêèå ðåæèìû êîëåáàíèé ïóçûðüêîâ òàêæå õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ
ýôôåêòèâíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ íà ôîíå îêðóæàþùèõ òêàíåé, îäíàêî
ìîãóò ïðèâîäèòü ê áîëåå áûñòðîìó ðàçðûâó îáîëî÷êè è ðàñòâîðåíèþ ïóçûðüêîâ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íàïðàâëåííîé äîñòàâêè
ïðåïàðàòîâ, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ áûñòðûé êîíòðîëèðóåìûé ðàçðûâ îáîëî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ðåæèìîâ äèíàìèêè êîëåáàíèé
êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ, ò.ê. îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ èõ àêóñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â îñíîâå
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ìîäåëåé ìèêðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ ëåæèò óðàâíåíèå Ðýëåÿ-Ïëåññåòà, ïî-
ëó÷åííîå äëÿ îïèñàíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ ãàçà â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [11]. Äëÿ
ôîðìóëèðîâêè êîððåêòíîé ìîäåëè êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ, â óðàâíåíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü
âÿçêî-ýëàñòè÷íóþ îáîëî÷êó ïóçûðüêîâ. Ñóùåñòâóåò ðÿä ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ
îáîëî÷êè, ïðèìåíèìîñòü êîòîðûõ ê êîíêðåòíûì òèïàì êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ çàâèñèò îò
ìàòåðèàëà è òîëùèíû îáîëî÷êè, íåîáõîäèìîñòè ó÷¼òà å¼ ðàçðûâà ïðè êîëåáàíèÿõ áîëüøîé
àìïëèòóäû è ò.ä. (ñì. îáñóæäåíèå â [9], à òàêæå [5; 10; 12; 13]). Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îïè-
ñàíèÿ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ SonoVue ñ òîíêîé ëèïèäíîé îáîëî÷êîé èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü
äå-Éîíãà [12; 14]. Êðîìå òîãî, â ìîäåëè äèíàìèêè ïóçûðüêîâ ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå
ïîïðàâêè íà ñæèìàåìîñòü è âÿçêîñòü æèäêîñòè [9]. Äëÿ ó÷¼òà ñæèìàåìîñòè èñïîëüçîâàí
ïîäõîä Êåëëåð-Ìèêñèñà, äåìîíñòðèðóþùèé íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü [15]. Ïîñêîëüêó â êðî-
âÿíîé ïîòîê ââîäèòñÿ àíñàìáëü êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ, àêóñòè÷åñêèå âîëíû, èçëó÷àåìûå
êàæäûì èç íèõ, âîçäåéñòâóþò íà äðóãèå ïóçûðüêè. Âëèÿíèå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà
êîëåáàíèÿ ïóçûðüêîâ îïèñûâàåòñÿ ñèëîé Áü¼ðêíåñà [16], è ìîæåò çíà÷èòåëüíî èçìåíÿòü
äèíàìèêó êîëåáàíèé ïóçûðüêîâ â êëàñòåðå [16�20].

Âòîðûì âèäîì ìîäåëåé, èññëåäóåìûõ â ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâóþùèõ
íåéðîíîâ. Âîçáóäèìîñòü íåéðîíîâ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ â íåðâíîé
ñèñòåìå. Ýëåêòðè÷åñêèå ìåõàíèçìû âîçáóæäåíèÿ íåðâíîé êëåòêè è ãåíåðàöèè ïîòåíöèàëà
äåéñòâèÿ õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ Õîäæêèíà-Õàêñëè [21]. Ìîäåëü Õèíäìàðø-Ðîóçà,
âûâîäèìàÿ â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà Õîäæêèíà-Õàêñëè, áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [22] äëÿ
âîñïðîèçâåäåíèÿ á¼ðñòèíãîâûõ ïàòòåðíîâ àêòèâíîñòè ïîòåíöèàëà íåéðîííîé ìåìáðàíû,
íàáëþäàåìîé â ýêñïåðèìåíòàõ. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ âîçáóäèìûõ êëåòîê, â êî-
òîðûõ òàêèå ðåæèìû àêòèâíîñòè èãðàþò âàæíóþ áèîëîãè÷åñêóþ ðîëü [23]. Â îðãàíèçìå
÷åëîâåêà òàêèå êëåòêè ôîðìèðóþò ñåòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ, è ïðèêëàäíîé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëèðîâàíèå èõ ïîâåäåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëå-
íèÿì íåêîòîðûå ñïåöèôè÷åñêèå ðåæèìû äèíàìèêè, òàêèå êàê ñèíõðîííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
àêòèâíîñòü, â íåêîòîðûõ ãðóïïàõ íåéðîíîâ, àññîöèèðóþòñÿ ñ ïàòîëîãè÷åñêèì ïîâåäåíèåì
[24], è îòûñêàíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ðåæèìîâ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîæåò
èãðàòü âàæíóþ ðîëü.

Êðîìå òîãî, èçó÷åíèå òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êàê ãèïåðõàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà
è ñèíõðîíèçàöèÿ, âîçíèêàþùèõ â äàííûõ ìîäåëÿõ, èíòåðåñíî ñ òîêè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Äèíàìèêà íà àòòðàêòîðå íàçûâàåòñÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîé, åñëè ïðèñóòñòâóþò ãèïåð-
áîëè÷åñêèå íåóñòîé÷èâîñòè ðàçìåðíîñòè äâà èëè áîëåå. Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ýòî
âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî äâà èëè áîëåå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.
Ïîñêîëüêó äèâåðãåíöèÿ ôàçîâîãî ïîòîêà íà àòòðàêòîðå ãëàäêîé äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, äîëæíà áûòü îòðèöàòåëü-
íîé, ãèïåðõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå èëè âûøå.

Ïåðâûé ïðèìåð ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà áûë íàéäåí â ÷åòûð¼õìåðíîé ñèñòå-
ìå Ð¼ññëåðà [25]. Â äàëüíåéøåì, ïðèñóòñòâèå ãèïåðõàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ íàáëþäàëîñü â
ðàçíîîáðàçíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ñì., íàïðèìåð, [26�28]). Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîä-
òâåðæäåíèå ãèïåðõàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ áûëî ïîëó÷åíî â ðàáî-
òàõ ïî èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ [29], ëàçåðíûõ ñèñòåìàõ ñ ÿäåðíûì
ìàãíèòíûì ðåçîíàíñîì [30] è ãåðìàíèåâûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ p-òèïà [31]. Îäíàêî, áèôóð-
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êàöèîííûå ñöåíàðèè ïîÿâëåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêèõ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ â ìíîãîìåðíûõ
ñèñòåìàõ íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíû [32].

Äðóãèì èíòåðåñíûì ýôôåêòîì, âîçíèêàþùèì â èçó÷àåìûõ ìîäåëÿõ, ÿâëÿåòñÿ ñèí-
õðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ñèíõðîííûå ðå-
æèìû èìåþò êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ îò àñèíõðîííûõ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè [33],
òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ èçó÷åíèå ÿâëåíèÿ ðàçðóøåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè, íàáëþäàåìîãî â ðàññìàòðèâàåìûõ
ìîäåëÿõ. Áîëåå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ýòîò ôåíîìåí ñâÿçàí ñ âîçíèêíîâåíèåì ãèïåð-
õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ äèíàìèêè.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû

Â îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ìèêðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ ñóùå-
ñòâóåò ðÿä ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè îòäåëüíûõ ïóçûðüêîâ áåç ó÷¼òà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Òàê, â ðàáîòå [34] ïðîâåäåíî äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèîííîé ñòðóêòóðû â
ìîäåëè ïóçûðüêîâ áåç îáîëî÷êè. Áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè äèíàìèêè îòäåëüíûõ êîíòðàñò-
íûõ àãåíòîâ ñ îáîëî÷êîé áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [10; 35; 36]. Îäíàêî, â ðàáîòå [36]
ïðè àíàëèçå áèôóðêàöèé, íå áûëà êîððåêòíî ó÷òåíà ìóëüòèñòàáèëüíîñòü â ñèñòåìå. Ñóùå-
ñòâóåò íåñêîëüêî ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ äèíàìèêå äâóõ èëè íåñêîëüêèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïóçûðüêîâ [17; 20; 37]. Îäíàêî, â ðàáîòå [17] ðàññìàòðèâàëèñü ïóçûðüêè áåç îáîëî÷êè. Â
òî âðåìÿ êàê, â èññëåäîâàíèÿõ [20; 37] èñïîëüçîâàëàñü íåêîððåêòíàÿ ìîäåëü îáîëî÷êè (ñì.
îáñóæäåíèå â [9]). Â ðàáîòå [38] ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëüøîé êëàñòåð êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ,
è äëÿ ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ðåäóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ýôôåêòèâíî èñêàòü
ñèíõðîííûå ðåæèìû îñöèëëÿöèé ïóçûðüêîâ. Òåì íå ìåíåå, êàê ïîêàçàíî â äàííîé ðàáîòå,
ñèíõðîííûå ðåæèìû äèíàìèêè ìîãóò áûòü òðàíñâåðñàëüíî íåóñòîé÷èâû, èëè íåóñòîé÷èâû
ê âîçìóùåíèÿì, ðàçðóøàþùèì ñèììåòðèþ, à ìóëüòèñòàáèëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñóùå-
ñòâåííûì ôàêòîðîì â äèíàìèêå íåñêîëüêèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âàæíûé ñëó÷àé äâóõ ïóçûðüêîâ ñ êîððåêòíûì ó÷¼òîì êàê îáîëî÷êè, òàê
è âçàèìîäåéñòâèÿ, íå áûë èññëåäîâàí ðàíåå. Ðàññìîòðåíèå òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âûì øàãîì ê äåòàëüíîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîâåäåíèÿ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ â êëàñòåðàõ. Å¼
èçó÷åíèå òàêæå íåîáõîäèìî äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñèíõðî-
íèçàöèþ êîëåáàíèé è âîçíèêíîâåíèå ìóëüòèñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé. Â ñâÿçè ñ ÷åì, â äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ
èíêàïóñëèðîâàííûõ â îáîëî÷êè è ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå äèíàìèêè èõ êîëåáàíèé.

Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ íà ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ îòäåëüíûõ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ
íåéðîíîâ. Äèíàìèêà îäíîãî íåéðîíà, îïèñûâàåìîãî ñèñòåìîé Õèíäìàðø-Ðîóçà, èçó÷åíî
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî (ñì. ðàáîòû [39�42]). Ðÿä ðàáîò ïîñâÿù¼í èññëåäîâàíèþ àêòèâíîñòè
â àíñàìáëÿõ èç äâóõ è áîëåå ýëåìåíòîâ [43�45], à òàêæå ýôôåêòàì ñèíõðîíèçàöèè â áîëü-
øèõ ñåòÿõ [46; 47]. Îäíàêî, â ìîäåëÿõ ñåòåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ íåäîñòàòî÷íî
ïîäðîáíî èññëåäîâàíà äèíàìèêà â ìàëûõ àíñàìáëÿõ, â ÷àñòíîñòè íåäîñòàòî÷íî èçó÷åí
âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèì ðåæèìàì äèíàìèêè îò-
äåëüíûõ íåéðîíîâ. Ïîìèìî ýòîãî, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå íîâûõ àñèíõðîííûå
ðåæèìîâ, âîçíèêàþùèõ â ìàëûõ íåéðîííûõ àíñàìáëÿõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â äàííîé ðàáîòå
ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è ñèíõðîíèçàöèè â ìèíèìàëüíîì àíñàìáëå èç äâóõ
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âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ, à òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåõàíèçìû âîçáóäèìîñòè òàêîé
ñèñòåìû è ïðîâîäèòñÿ ìîäåëèðîâàíèå å¼ âîçáóæäåíèÿ ñèãíàëîì, ïîñòóïàþùèì îò âíåø-
íåãî íåéðîíà.

Â îáëàñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äàâíî èçâåñòíû ïðèìåðû ãèïåðõàîòè÷åñêèõ àòòðàê-
òîðîâ [25; 48]. Íå ñìîòðÿ íà ýòî, äî íåäàâíåãî âðåìåíè ìåõàíèçìû èõ âîçíèêíîâåíèÿ ïî-
äðîáíî íå èçó÷àëèñü. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñèñòåìû ñëàáî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ,
â êîòîðûõ ïîÿâëåíèå ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè îáúÿñíÿëîñü âîçíèêíîâåíèåì õàîòè÷å-
ñêèõ àòòðàêòîðîâ â êàæäîé èç ïîäñèñòåì [49; 50]. Â ðàáîòàõ [51; 52] àâòîðû îòìå÷àëè,
÷òî äëÿ ïåðåõîäà îò õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ê ãèïåðõàîòè÷åñêîé íåîáõîäèìî âêëþ÷åíèå
ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ îðáèò ñ äâóìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â àòòðàêòîð.
Îäíàêî, áèôóðêàöèîííûå ìåõàíèçìû ïîÿâëåíèÿ òàêèõ òðàåêòîðèé îáúÿñíåíû íå áûëè.
Ïîìèìî ýòîãî, èçó÷àëèñü ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèå ãèïåðõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â îòîá-
ðàæåíèÿõ òèïà Ýí�î [53] è îòìå÷àëàñü ãèïåðõàîòè÷åñêàÿ ïðèðîäà äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ
Øèëüíèêîâà [54; 55]. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âàæíóþ ðîëü èãðàåò èçó÷åíèå áèôóðêàöèîííûõ ìå-
õàíèçìîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ôèçè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèîííîé ðà-
áîòå.

Öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äèíàìèêè â äâóõ ïðèêëàäíûõ ñèñòåìàõ ñâÿçàííûõ
íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ è âûÿâëåíèå íîâûõ áèôóðêàöèîííûõ ñöåíàðèåâ âîçíèêíîâåíèÿ
ãèïåðõàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ôîðìóëèðîâêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâóõ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ ïðè ó÷¼òå èõ îáîëî-
÷åê, âÿçêîñòè è ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè, âçàèìîäåéñòâèÿ ïîñðåäñòâîì ñèëû Áü¼ðê-
íåñà è âíåøíåãî óëüòðàçâóêîâîãî ïîëÿ.

2. Ðàçðàáîòêà ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ
äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ èçìåíåíèé äèíàìèêè â óñëîâèÿõ ðàçðóøåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè è
ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ èçó÷àåìûõ ìîäå-
ëåé.

3. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè â ìîäåëè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ ñ
ó÷¼òîì ìóëüòèñòàáèëüíîñòè è âûÿâëåíèå íîâûõ ñöåíàðèåâ âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàî-
òè÷åñêîé äèíàìèêè.

4. Èññëåäîâàíèå ñèíõðîíèçàöèè â ìîäåëè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòðàñòíûõ àãåí-
òîâ, óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ è ñöåíàðèåâ ðàçðóøåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.

5. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè â ìîäåëè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ è ïðîâåäåíèå
àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé.

6. Èçó÷åíèå ìåõàíèçìîâ âîçáóäèìîñòè ãðóïïû èç äâóõ ñâÿçàííûõ íåéðîíîâ è ìîäåëè-
ðîâàíèå âîçáóæäåíèÿ âíåøíèìè ñèãíàëàìè, ïîñòóïàþùèìè îò îòäåëüíîãî íåéðîíà.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðèìåíÿëîñü ñî÷åòàíèå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ. Äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè â ëè-
íåéíîì ïðèáëèæåíèè èñïîëüçîâàëèñü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèìåíÿþòñÿ àäàïòèâíûå ìåòîäû
ñ ïåðåìåííûì øàãîì, ïîäõîäÿùèå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ æ¼ñòêèõ ñèñòåì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä íàñëå-
äîâàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, îñíîâàííûé íà èäåå ïðîäîëæèìîñòè ïî ïàðàìåòðó. Èñïîëü-
çîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî èç-çà ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, õàðàêòåðíîé äëÿ èññëå-
äóåìûõ ñèñòåì.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òèïîâ äèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíàöèÿ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå è âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëé Ëÿïóíîâà. Äëÿ àíàëèçà áè-
ôóðêàöèé ñòðîÿòñÿ êàðòû ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïî óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðàì.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òðàíñâåðñàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä âû÷èñëåíèÿ ñòàðøåãî òðàíñâåðñàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Òàêæå, äëÿ äåòàëüíî-
ãî èçó÷åíèÿ äèíàìèêè â ïðîöåññå ðàçðóøåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè è ïîòåðè òðàíñâåðñàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè â ðàáîòå ðåàëèçîâàí ìåòîä ðàçäåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé äëÿ ñèíõðîííîé è àñèíõðîííîé êîìïîíåíò òðàåêòîðèè. Äëÿ óñêîðåíèÿ âû-
÷èñëåíèé ïðè ïîñòðîåíèè êàðò ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ïàðàëëåëü-
íûõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðèìåíÿëîñü áûñòðîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

� Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó äâóõ ãàçîâûõ ïóçûðü-
êîâ â îáîëî÷êå, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåäñòâîì ñèëû Áü¼ðêíåñà. Ïîñòðîåíû äâó-
ìåðíûå è îäíîìåðíûå êàðòû ðåæèìîâ äèíàìèêè, èññëåäîâàíû áèôóðêàöèîííûå ñöå-
íàðèè ïåðåõîäîâ ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ.

� Âûÿâëåí íîâûé ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ñèñòå-
ìàõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, ñîïðîâîæäàþùèéñÿ âòîðè÷-
íîé áèôóðêàöèåé Íåéìàðêà-Ñàêåðà è âîçíèêíîâåíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà
Øèëüíèêîâà.

� Âûÿâëåí íîâûé ñöåíàðèé ïîÿâëåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìàõ ñâÿ-
çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, ñâÿçàííûé ñ ðàçðóøåíèåì ñèíõðîíè-
çàöèè ÷åðåç ¾ïóçûðüêîâûé ïåðåõîä¿.

� Íàéäåíû íîâûå àñèíõðîííûå ðåæèìû àêòèâíîñòè â ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äèíàìè-
êó äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ, è óêàçàíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ
ðåæèìîâ. Îïèñàíû ìåõàíèçìû âîçáóäèìîñòè òàêîé ñèñòåìû, è ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âîçáóæäåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íåéðîííûì ñèãíàëîì.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ãèïåðõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòî-
ðîâ, â òîì ÷èñëå â ïðèêëàäíûõ ìîäåëÿõ, áèôóðêàöèîííûå ìåõàíèçìû ïîÿâëåíèÿ äâóìåð-
íûõ íåóñòîé÷èâîñòåé áûëè îáúÿñíåíû ëèøü â ñïåöèôè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ. Â äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòå âûÿâëåíî äâà íîâûõ ñöåíàðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â øèðî-
êîì êëàññå ñèñòåì ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Ïðåäëîæåííîå îáú-
ÿñíåíèå áèôóðêàöèîííûõ ìåõàíèçìîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì, è ðåàëèçàöèè
äàííûõ ñöåíàðèåâ áûëè îáíàðóæåíû â äðóãèõ ñèñòåìàõ. Òàêæå, áûëà ïîêàçàíà ñâÿçü íåêî-
òîðûõ ÿâëåíèé, èçâåñòíûõ â òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè, ñ âîçíèêíîâåíèåì ãèïåðõàîòè÷åñêîé
äèíàìèêè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Íå ñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ãàçîâûõ ïó-
çûðüêîâ êàê áåç îáîëî÷êè, òàê è ñ ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè îáîëî÷åê, äèíàìèêà â êëàñòåðàõ
ñ ó÷¼òîì âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàëàñü ëèøü â ñïåöèôè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, à ïîäðîáíûå
èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè â ìàëûõ àíñàìáëÿõ ñ êîððåêòíûì ó÷¼òîì îáîëî÷êè ïðàêòè÷åñêè
îòñóòñòâóþò. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü íå èçó÷åííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ
äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ â îáîëî÷êàõ, è ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èñ-
ñëåäîâàíèå äèíàìèêè ñ ó÷¼òîì ìóëüòèñòàáèëüíîñòè. Áûëè îáíàðóæåíû íîâûå ðåæèìû,
íå íàáëþäàåìûå ðàíåå â ìîäåëÿõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ, è ïîñòðîåíû êàðòû ðåæèìîâ äè-
íàìèêè, ïîêàçûâàþùèå ñâÿçü àìïëèòóäû âíåøíåãî ïîëÿ äàâëåíèé è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ïóçûðüêàìè ñ ðåæèìàìè êîëåáàíèé.

Â ðàìêàõ ìîäåëåé ñâÿçàííûõ íåéðîíîâ áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äèíàìèêè â
ïîëíîñâÿçíîé ãðóïïå èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Áûëà ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííûõ ðå-
æèìîâ è âîçíèêíîâåíèå àñèíõðîííîé äèíàìèêè. Èçó÷åíû ìåõàíèçìû âîçáóäèìîñòè òàêîé
ñèñòåìû è ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå å¼ âîçáóæäåíèÿ âíåøíèìè ñèãíàëàìè. Â êà÷åñòâå
ãåíåðàòîðà åñòåñòâåííûõ äëÿ íåéðîííûõ ñèñòåì âîçáóæäàþùèõ ñèãíàëîâ èñïîëüçîâàëñÿ
îòäåëüíûé íåéðîí.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ
ñ ó÷¼òîì èõ îáîëî÷åê. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ïîñòðîåíû îäíîìåðíûå è äâóìåð-
íûå êàðòû ðåæèìîâ äèíàìèêè â ôèçè÷åñêè ðåëåâàíòíîì äèàïàçîíå óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ ñ ó÷¼òîì ìóëüòèñòàáèëüíîñòè. Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ íàéäåíû îá-
ëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííûõ êîëåáàíèé. Îïèñàíû áèôóðêàöèîííûå ñöåíàðèè
âîçíèêíîâåíèÿ ðåãóëÿðíûõ, õàîòè÷åñêèõ è ãèïåðõàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ äèíàìèêè.

2. Âûÿâëåí ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè, êëþ÷åâûìè ýòàïàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âòîðè÷íàÿ áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà-Ñàêåðà è ïîÿâëåíèå ãîìîêëè-
íè÷åñêîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà ïðè âêëþ÷åíèè ñåäëî-ôîêóñíûõ îðáèò ñ äâóìåð-
íûìè íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. ×èñëåííî ïîäòâåð-
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æäåíà ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ñöåíàðèÿ â ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèêðîïó-
çûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ.

3. Âûÿâëåí ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, â îñíîâå êîòîðîãî
ëåæèò ðàçðóøåíèå ñèíõðîíèçàöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåõàíèçìîì ïîÿâëåíèÿ òðàíñ-
âåðñàëüíî íåóñòîé÷èâûõ îáëàñòåé â ñèíõðîííîì õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå ÿâëÿåòñÿ
êàñêàä áèôóðêàöèé, èçâåñòíûé, êàê ¾ïóçûðüêîâûé ïåðåõîä¿. Ðåàëèçàöèÿ äàííîãî
ñöåíàðèÿ â ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèêðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ
ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà âû÷èñ-
ëåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

4. Â ìîäåëè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé Õèíäìàðø-
Ðîóçà, ïîñòðîåíû îäíîìåðíûå êàðòû ðåæèìîâ äèíàìèêè è îïèñàíû ïàòòåðíû íåé-
ðîííîé àêòèâíîñòè. Óñòàíîâëåíû îáëàñòè òðàíñâåðñàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîí-
íûõ ðåæèìîâ è ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ àñèíõðîííîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.
Íàéäåíû îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè. Èçó÷åíû áèôóðêàöèîííûå ìåõàíèçìû âîçáóäè-
ìîñòè òàêîé ñèñòåìû è ïðåäëîæåíà ìîäåëü å¼ âîçáóæäåíèÿ ñèãíàëîì, ñîçäàâàåìûé
ïîñòóïàþùèì îò âíåøíåãî íåéðîíà. Â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïîñòðîåíû êàðòû âîçáóæäåíèÿ ðàçëè÷íûìè ñèãíàëàìè.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ òùà-
òåëüíûì òåñòèðîâàíèåì ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ðåàëèçîâàííûõ â ðàìêàõ êîìïëåêñà ïðî-
ãðàìì, íà èçâåñòíûõ äàííûõ, ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ íà äðóãèõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåê-
ñàõ, è àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ
áûëè àïðîáèðîâàíû íà ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è îïóáëèêîâàíû â ðåöåí-
çèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå ê çàùèòå, îïóáëèêîâàíû
â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â íàó÷íûõ áàçàõ Web of Science èëè Scopus. Òðè
ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ êâàðòèëÿ Q1, è äâå ðàáîòû â æóðíàëàõ êâàðòèëÿ Q3.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ
êîíôåðåíöèÿõ:

1. Topological methods in dynamics and related topics, ¾Nonlinear dynamics and typical
bifurcations in the model of three coupled ultrasound contrast agents¿, ìàé 2022.

2. Shilnikov Workshop, ¾Asynchronous chaos and bifurcations in a model of two coupled
Hindmarsh-Rose neurons¿, äåêàáðü 2021.

3. SIAM Conference on Applications of Dynamical Systems, ¾Hyperchaos and
Synchronization in a Model of Two Interacting Encapsulated Microbubbles¿, ìàé 2021.

4. International Conference 'Topological Methods in Dynamics and Related Topics.
Shilnikov Workshop.'. ¾Synchronization and symmetry breaking in a model of two
interacting ultrasound contrast agents¿, äåêàáðü 2020.
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5. International Conference 'Topological Methods in Dynamics and Related Topics.
Shilnikov Workshop.'. ¾Symmetry breaking in a system of two coupled microbubble
contrast agents¿, äåêàáðü 2019.

6. International Conference 'Shilnikov Workshop'. ¾Multistability and Hyperchaos in the
Dynamics of Two Coupled Contrast Agents¿, äåêàáðü 2018.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé èñïîëüçîâàëèñü â ñëåäóþ-
ùèõ íàó÷íûõ ïðîåêòàõ:

� 2020�2022. Ãðàíò ÐÔÔÈ 20-31-90122 äëÿ àñïèðàíòîâ ¾Ãèïåðõàîñ è ìåõàíèçìû åãî
âîçíèêíîâåíèÿ, ìóëüòèñòàáèëüíîñòü è ñèíõðîíèçàöèÿ â ìîäåëÿõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
íåéðîíîâ¿.

� 2019�2022. Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ cîãëàøåíèå � 075-15-
2019-1931.

� 2019�2022. Ãðàíò ÐÍÔ 19-71-10048 ¾Òåîðèÿ ãèïåðõàîñà è åå ïðèëîæåíèå ê çàäà÷àì
áèîìåäèöèíû¿.

Ñïèñîê ñòàòåé, ïðåäñòàâëåííûõ ê çàùèòå ïî òåìå äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 5 ïóáëèêàöèÿõ, ïðîèíäåêñè-
ðîâàííûõ â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå Scopus:

[1*] Garashchuk I.R., Sinelshchikov D.I, Kazakov A.O., Kudryashov N.A., Hyperchaos and

multistability in the model of two interacting microbubble contrast agents, Chaos (2019),
29, 1199�1213.

[2*] Garashchuk I.R., Sinelshchikov D.I, Kazakov A.O., Synchronous oscillations and

symmetry breaking in a model of two interacting ultrasound contrast agents, Nonlinear
Dynamics (2020), 101, 1199�1213.

[3*] Garashchuk I.R., Sinelshchikov D.I, Bubbling transition as a mechanism of destruction

of synchronous oscillations of identical microbubble contrast agents, Chaos (2021), 31,
023130.

[4*] Garashchuk I.R., Asynchronous Chaos and Bifurcations in a Model of Two Coupled

Identical Hindmarsh�Rose Neurons, Russian Journal of Nonlinear Dynamics (2021),
17(3), 307-320.

[5*] Garashchuk I.R., . Sinelshchikov D.I, Excitation of a Group of Two Hindmarsh�Rose

Neurons with a Neuron-Generated Signal, Russian Journal of Nonlinear Dynamics (2023),
19(1), 19-34.
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1 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû: îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé çàâèñèò îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ

ẋ = f(x, a), (1)

ãäå x = (x1, . . . , xn) � ôàçîâûå ïåðåìåííûå, îïðåäåë¼ííûå â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊆ Rn,
f(x) = (f1, . . . , fn), f1, . . . , fn ∈ Cr(D), r > 1, a ∈ Rm � m óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, îò
êîòîðûõ çàâèñèò ïðàâàÿ ÷àñòü. Íàïîìíèì, ÷òî àòòðàêòîðîì òàêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
íàçûâàþò çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå ïîëîæèòåëüíî-èíâàðèàíòíîå ëîêàëüíî ïðèòÿãèâàþ-
ùåå ìíîæåñòâî K ⊂ D ⊆ Rn [56].

Ïîñêîëüêó ìóëüòèñòàáèëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì ñâîéñòâîì ðàññìàòðèâàåìûõ
ñèñòåì â ôèçè÷åñêè ðåëåâàíòíûõ îáëàñòÿõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, â ðà-
áîòå èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ a = a(0) ñóùå-
ñòâóåò äâà (èëè áîëåå) àòòðàêòîðà K1, K2, . . .. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èçìåíåíèé èíòåðåñóþ-
ùåãî àòòðàêòîðà ïðè ïåðåõîäå ê çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà a = a(l), ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ
Fµ : a(0) → a(l), µ ∈ [0, 1] [57]. Â ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ýòîò îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêèé ìàðø-
ðóò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíà÷å-
íèé a(0), a(1), . . . , a(l). Äëÿ àíàëèçà èçìåíåíèé àòòðàêòîðàK1 âäîëü ìàðøðóòà íåäîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü ôèêñèðîâàííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x

(0)
0 è èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó äî îêîí-

÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íà êàæäîì øàãå ïî ïàðàìåòðó, ò.ê. ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà a íà ýòîì ìàðøðóòå, x(0)

0 ìîæåò îêàçàòüñÿ â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà
K2. Åñëè â òî÷êå a = a(j−1), x(0)

0 ëåæèò â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà K1, à â òî÷êå
a = a(j) � â áàññåéíå àòòðàêòîðà K2, òî ïðè ïåðåõîäå îò a(j−1) ê a = a(j), áóäåò íàáëþäàòüñÿ
ñêà÷îê â ñïåêòðå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, èç-çà ðåçêîãî èçìåíåíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû ïðè
ïåðåõîäå íà äðóãîé àòòðàêòîð, õîòÿ â ýòîé òî÷êå íå ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèé, ñâÿçàííûõ
ñ èçìåíåíèÿìè àòòðàêòîðà K1. Ïîýòîìó, ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû ðåàëèçîâàí àëãîðèòì
íàñëåäîâàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îñíîâàííûé íà èäåå ïðîäîëæèìîñòè ïî ïàðàìåòðó. Íà
êàæäîì øàãå ïî ïàðàìåòðó, ïîñëåäíåå çíà÷åíèå x(t) íà àòòðàêòîðå K1 âûáèðàåòñÿ â êà-
÷åñòâå íîâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé xi+1

0 , êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè ñëåäóþùåì çíà-
÷åíèè ïàðàìåòðà a(i+1). Åñëè øàã ïî ïàðàìåòðó a äîñòàòî÷íî ìàë, ýòî ïîçâîëÿåò èçáåãàòü
ïåðåõîäà íà÷àëüíîé òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç ñåïàðàòðèñó.

Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè, îñíîâíûì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ òèïà äèíàìèêè íà àò-
òðàêòîðå â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Îíè õàðàê-
òåðèçóþò ðîñò ìàëûõ âîçìóùåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè [3]. Ïóñòü ãëàäêàÿ òðàåêòîðèÿ
x(t) ⊂ Rn äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x(0) = x0 ∈ Rn. Òîãäà âîçìóù¼í-
íóþ òðàåêòîðèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x̃(t) = x(t)+δx(t), ãäå δx(t) : ∀t > 0, ∥δx(t)∥ ≪ 1

îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ìàëîãî âîçìóùåíèÿ, è âîçìóù¼ííîé òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþò íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ x̃(0) = x0 + δx0, δx0 ∈ Rn : ∥δx0∥ ≪ 1. Óðàâíåíèå (1) äëÿ âîçìóù¼ííîé
òðàåêòîðèè ïðèíèìàåò âèä ˙̃x(t) = f(x + δx), ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîãî â ðÿä
Òåéëîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèå ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ëè-
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íåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

˙δx(t) = Jδx, (2)

ãäå J = ∂fi(x)
∂xj

, i = 1 . . . n, j = 1 . . . n � ìàòðèöà ßêîáè íà íåâîçìóù¼ííîé òðàåêòîðèè x(t).
Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿþòñÿ, êàê âåðõíèé ïðåäåë

Λδx(t) = lim
T→+∞

ln∥δx(T )/δx0∥
T

, T ∈ R, T > 0. (3)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóåò îäíîìó ïîêàçàòåëþ èç ñïåêòðà, ñîñòîÿùåãî èç n ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îïðå-
äåëÿåìûõ ïðåäåëîì (3): (λ1, . . . , λn), λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Íà ïðàêòèêå ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â êà÷åñòâå âåêòîðîâ
âîçìóùåíèé èñïîëüçóåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {δx0

i }ni=1, ∥δx0
i ∥ = ε. Íîðìà âîçìóùå-

íèé ε âûáèðàåòñÿ ñîãëàñíî õàðàêòåðíîìó ìàñøòàáó ïðîöåññîâ â êîíêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå. Îäíàêî, ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ (3), ñ ðîñòîì íîðìû âåêòîðîâ, íàðóøàåòñÿ îð-
òîãîíàëüíîñòü íàáîðà âåêòîðîâ è óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ñâÿçè
ñ ýòèì, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ðåîðòîãîíàëèçàöèþ è íîðìèðîâêó íàáîðà âåêòîðîâ âîçìó-
ùåíèé. Ðàññìîòðèì t = T è íåîðòîãîíàëüíûé íàáîð âåêòîðîâ {δxi(T )}ni=1. Çàïèñûâàÿ èõ
â ìàòðèöó A(T ) ïî ñòîëáöàì, èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå A(T ) = Q(T )R(T ) [58], ãäå Q(T ) -
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R(T ) - âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òîãäà íîðìû âåêòîðîâ âîçìóùåíèé ñòîÿò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàò-
ðèöû R(T ): Rii(T ) = ∥δxi(T )∥, à â ìàòðèöå Q(T ) ñòîèò íîâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
êîòîðûé ïîñëå íîðìèðîâêè èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íîâîãî îðòîãîíàëüíîãî íàáîðà âåê-
òîðîâ âîçìóùåíèé íà ñëåäóþùåì øàãå: δx0i = Q·,i. Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó M ðàç,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà:

λi =
1

MT

M∑
k=1

ln
∥Rii(kT )∥

ϵ
.

Äàííûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Áåíåò-
òèíà [59], è åãî ðåàëèçàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â äàííîé
ðàáîòå. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà âäîëü òèïè÷íîé òðàåêòîðèè
íà àòòðàêòîðå â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèÿì, êîòîðûå
ìîæíî îòíåñòè ê àòòðàêòîðó â öåëîì ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå [59; 60].

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé àòòðàêòîð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îòëè÷íûé îò óñòîé÷èâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ, ñîäåðæèò â ñâî¼ì ñïåêòðå íóëåâîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà, ñîîòâåòñòâóþùèé òðàíñ-
ëÿöèÿì âäîëü àòòðàêòîðà â êàæäîé òî÷êå. Ñóììà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðàâíà ñðåäíåé
äèâåðãåíöèè ôàçîâîãî ïîòîêà, è ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé äëÿ ëþáîãî àòòðàêòîðà äèññè-
ïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Íàëè÷èå â ñïåêòðå ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðèñóò-
ñòâèè íåóñòîé÷èâîñòåé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàñõîäèìîñòè áëèçêèõ òðàåêòîðèé íà àòòðàê-
òîðå, ò.å. ê õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå íà àòòðàêòîðå. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ó àòòðàêòî-
ðîâ âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèãíàòóðû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà:
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� < −,−,− > ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîé òî÷êå ïîêîÿ;

� < 0,−,− > ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëàì;

� < 0, 0,− > ñîîòâåòñâóåò êâàçèïåðèîäå÷åñêèì àòòðàêòîðàì;

� < +, 0,− > - õàîòè÷åñêîìó ñòðàííîìó àòòðàêòîðó.

Â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïîâûøàåòñÿ äî n = 4, ñòàíîâèòñÿ
âîçìîæíîé ñèãíàòóðà < +,+, 0,− >. Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì ðàçìåðíîñòè, ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü âïëîòü äî n−2 ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Àòòðàêòîð, îáëàäàþùèé äâó-
ìÿ èëè áîëåå ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà íàçûâàåòñÿ ãèïåðõàîòè÷åñêèì.
Âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó ñèãíàòóðîé ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ðåæèìîì
äèíàìèêè ñèñòåìû ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàðò
ðåæèìîâ äèíàìèêè èññëåäóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ îöåíêè òðàíñâåðñàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ â
èçó÷àåìûõ ñèñòåìàõ èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò òðàíñâåðñàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà [33].
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ âèäà

ẋ = f(x) + αg(y),

ẏ = f(y) + αg(x),
(4)

x ∈ Rn, y ∈ Rn. Îíà ñèììåòðè÷íà ê ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ x ↔ y. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, èìåþùåé âèä ẋ = f(x) + αg(x), òî
îíè ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò òðàåêòîðèè îáåèõ ïîäñèñòåì x è y, ëåæàùèå â ìíîãîîáðàçèè
ñèíõðîíèçàöèè S : x = y. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ëåæàùàÿ â S ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ
ñèíõðîííûì îñöèëëÿöèÿì îáîèõ ïîäñèñòåì x è y. Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ [33]

u =
x+ y

2
, v =

x− y

2
,

â óðàâíåíèÿõ (4), ïîëó÷èì ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ýâîëþöèþ ïåðåìåííûõ u, v:

u̇ = 1
2
(f(u+ v) + f(u− v)) + α

2
(g(u− v) + g(u+ v)) ,

v̇ = 1
2
(f(u+ v)− f(u− v)) + α

2
(g(u− v)− g(u+ v)) .

(5)

Â äàííîì ñëó÷àå, u îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â íàïðàâëåíèè âäîëü S, à v
� â òðàíñâåðñàëüíîì ê S. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ (5) ñèñòåìà â âàðèàöèÿõ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

˙δu = (Jf + αJg)δu,

δ̇v = (Jf − αJg)δv.
(6)

Å¼ ðåøåíèÿ õàðàêòåðèçóþò ýâîëþöèþ âîçìóùåíèé δu è δv. Ñîîòâåòñòâåííî, èõ ðîñò îïè-
ñûâàåòñÿ ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà λu, λv. Ïîêàçàòåëü λu õàðàêòåðèçóåò ýâîëþ-
öèþ âîçìóùåíèé, ëåæàùèõ â ìíîãîîáðàçèè ñèíõðîíèçàöèè, à ïîêàçàòåëü λv - ýâîëþöèþ
âîçìóùåíèé â íàïðàâëåíèè òðàíñâåðàëüíîì ê ìíîãîîáðàçèþ ñèíõðîíèçàöèè è íàçûâàåò-
ñÿ ñòàðøèì òðàíñâåðñàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà [33]. Çíà÷åíèå λv > 0 ñîîòâåòñòâóåò
òðàíñâåðñàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðåøåíèÿ è õàðàêòåðèçóåòñÿ ðîñòîì âîçìó-
ùåíèé â íàïðàâëåíèè òðàíñâåðñàëüíîì ê ìíîãîîáðàçèþ ñèíõðîíèçàöèè. Äëÿ ÷èñëåííîé
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îöåíêè òðàíñâåðñàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Áåíåòòèíà, ïðè-
ìåíÿåìûé ê ñèñòåìå (5), îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ ïåðåìåííûõ u, v, è ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìå â âàðèàöèÿõ (6).

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ ñèñòåì âèäà (4). Åñëè àòòðàêòîð ñîäåðæèò êàê ñèíõðîííóþ, òàê è àñèíõðîííóþ
êîìïîíåíòó òðàåêòîðèè, òî âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðîèçâîäèòñÿ îò-
äåëüíî äëÿ êàæäîé èç íèõ. Îáîçíà÷èì ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèíõðîííîé êîìïîíåíòû,
êàê (λs

i )
n
i=1, à àñèíõðîííîé, êàê (λas

i )ni=1. Åñëè âðåìÿ, êîòîðîå òðàåêòîðèÿ íàõîäèëàñü â
ìíîãîîáðàçèè ñèíõðîíèçàöèè ñîñòàâëÿåò T s, âðåìÿ âíå ñèíõðîíèçàöèè T as, à îáùåå âðåìÿ
T = T as + T s, òî âû÷èñëåííûå òàêèì îáðàçîì ïîêàçàòåëè ñâÿçàíû ñ îáû÷íûìè ïîêàçà-
òåëÿìè Ëÿïóíîâà ñëåäóþùèì îáðàçîì: λs

i · T s + λas
i · T as = λi · T . Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ

èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðóøåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè, ñîïðîâîæäàåìîãî êàñêàäîì
áèôóðêàöèé, èçâåñòíûì, êàê ¾ïóçûðüêîâûé ïåðåõîä¿ [61�63]. Îíà ïîçâîëÿåò ïîäòâåð-
æäàòü ïðèñóòñòâèå äâóìåðíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ñåäëîâîì àñèíõðîííîì ìíîæåñòâå äà-
æå, åñëè àòòðàêòîð Ìèëíîðà â ìíîãîîáðàçèè ñèíõðîíèçàöèè òðàíñâåðñàëüíî óñòîé÷èâ, è
äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêîé ñ îäíèì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà.

1.2 Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèêðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ

àãåíòîâ

1.2.1 Ñèñòåìà óðàâíåíèé

оболочка

сила Бьёркнеса

газ

жидкость

газ

Ðèñ. 1: Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå äâóõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè, êîëåáàþùèõñÿ ïîä âîçäåé-
ñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåäñòâîì àêóñòè÷åñêèõ âîëí.

Äâà ïóçûðüêà ãàçà â æèäêîñòè ñ ó÷¼òîì âÿçêî-ýëàñòè÷íîé îáîëî÷êè, âçàèìîäåéñòâèÿ
ïîñðåäñòâîì ñèëû Áü¼ðêíåñà, ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè ïî Êåëëåðó-Ìèêñèñó, âÿçêîñòè íà
ãðàíèöå ðàçäåëà ãàç æèäêîñòü, ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è âíåøíåãî óëüòðàçóâêîâîãî
ïîëÿ, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé [15�18; 20; 37; 64]:

(
1− Ṙ1

c

)
R1R̈1 +

3

2

(
1− Ṙ1

3c

)
Ṙ2

1 =
1

ρ

[
1 +

Ṙ1

c
+

R1

c

d

dt

]
P1 −

d

dt

(
R2

2Ṙ2

d

)
,(

1− Ṙ2

c

)
R2R̈2 +

3

2

(
1− Ṙ2

3c

)
Ṙ2

2 =
1

ρ

[
1 +

Ṙ2

c
+

R2

c

d

dt

]
P2 −

d

dt

(
R2

1Ṙ1

d

)
, (7)
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ãäå

Pi =
(
P0 +

2σ
Ri0

)(
Ri0

Ri

)3γ
− 4ηLṘi

Ri
− 2σ

Ri
− P0 − 4χ

(
1

Ri0
− 1

Ri

)
−

−4κS
Ṙi

R2
i
− Pac sin(ωt), i = 1, 2.

Çäåñü t � âðåìÿ, R1(t), R2(t) îáîçíà÷àþò ðàäèóñû êàæäîãî èç ïóçûðüêîâ, d � ðàññòîÿíèå
ìåæäó èõ öåíòðàìè, Pstat � ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, Pv � äàâëåíèå ïàðà, P0 = Pstat −−Pv, à
Pac � àìïëèòóäà âíåøíåãî ïîëÿ äàâëåíèèé ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω. σ � ïîâåðõíîñòíîå
íàòÿæåíèå, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ηL � âÿçêîñòü æèäêîñòè, c � ñêîðîñòü çâóêà â æèäêî-
ñòè, γ � ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû, χ è κs � ýëàñòè÷íîñòü è âÿçêîñòü îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâåííî,
Ri0 � ðàâíîâåñíûå ðàäèóñû ïóçûðüêîâ â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíå-
íèÿ (7) ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ è ïðèâåäåíû ê ôîðìå
ïÿòèìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ â ñèëó å¼ ãðîìîçäêîñòè.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè èñïîëüçóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûå çíà-
÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëàçìå êðîâè: Pstat = 100 êÏà, σ = 0.0725 Í/ì, ρ = 1000 êã/ì3,
ηL = 0.001 Í ñ/ì3, c = 1500 ì/ñ. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè è ãàçà âíóòðè ïóçûðüêà
âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ
SonoVue: Pv = 2.33 êÏà, γ = 4/3, χ = 0.22 Í/ì, κS = 2.5 · 10−9 êã/ñ, Ri0 = 1.72 µì, i = 1, 2

[14]. Pac, ω è d ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.
×èñëåííûå ðàñ÷¼òû ïðîâîäÿòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ r(τ), u(τ): Ri = R0ri,

t = ω−1
0 τ , ãäå ω2

0 = 3κP0/(ρR
2
10)+2(3κ− 1)σ/R10+4χ/R10 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé

ïóçûðüêîâ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Òîãäà áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòè îáîëî÷åê èìåþò âèä
ui = dri/dτ = Ṙi/(R0ω0).

1.2.2 Ðàçíîîáðàçèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ

Â ðàáîòå [1*] èññëåäîâàíû ðåæèìû äèíàìèêè, ðåàëèçóþùèåñÿ â ñèñòåìå (7) â ñëå-
äóþùåì äèàïàçîíå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ: ω = 2.87 ñ−1, Pac ∈ [1.142, 1.89] ÌÏà,
d/R0 ∈ [6, 35]. Ïîñòðîåíà äâóìåðíàÿ êàðòà ðåæèìîâ äèíàìèêè ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåííàÿ
íà ðèñ. 2a ñî ñëåäóþùåé öâåòîâîé ñõåìîé:

� Ñèíèé � ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì. Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà èìåþò ñëåäóþùèå
çíàêè: λ1 < 0, λ2 < 0;

� Çåë¼íûé � êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì. Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λ1 = 0, λ2 < 0;

� Æ¼ëòûé � ïðîñòîé õàîòè÷åñêèé ðåæèì (ñòðàííûé àòòðàêòîð ñ îäíèì ïîëîæèòåëü-
íûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà). Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà èìåþò ñëåäóþùèå çíà-
êè: λ1 > 0, λ2 < 0;

� Êðàñíûé � ãèïåðõàîòè÷åñêèé ðåæèì. Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà èìåþò ñëåäóþ-
ùèå çíàêè: λ1 > 0, λ2 > 0.

Ïðåäåëüíûå öèêëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ïóçûðüêîâ, ìîãóò
áûòü êàê ñèíõðîííûìè, òàê è àñèíõðîííûìè. Â äàííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ íàéäåíû òîëü-
êî àñèíõðîííûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû. Ñðåäè õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñ îäíèì ïî-
ëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà íàáëþäàëèñü êàê ñèíõðîííûå, òàê è àñèíõðîííûå.
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Ðèñ. 2: (a) Êàðòà ðåæèìîâ äèíàìèêè, (b)-(i) ïðîåêöèè ôàçîâûõ ïîðòåòîâ àòòðàêòîðîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûõ òèïè÷íûì ðåæèìàì ýòîé êàðòû. ×¼ðíûå òî÷êè íà ãðàôè-
êàõ ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì â îòîáðàæåíèè Ïóàíêàðå, ñèíèå ëèíèè - ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Çäåñü ïðèâåäåíû ðèñóíêè äëÿ ñëåäóþùèõ ðåæèìîâ: (b) ãèïåðõàîñ
ïðè d/R0 = 32, Pac = 1.68 ÌÏà; (c) ñèíõðîííûé õàîñ d/R0 = 30, Pac = 1.4 ÌÏà; (d) ñèí-
õðîííûé ïðåäåëüíûé öèêë ïåðèîäà 12 ïðè d/R0 = 28, Pac = 1.3 ÌÏà; (e) ãèïåðõàîñ ïðè
d/R0 = 22, Pac = 1.2 ÌÏà; (f) êâàçèïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè d/R0 = 14.5, Pac = 1.2
ÌÏà; (g) àñèíõðîííûé ïðåäåëüíûé öèêë ïåðèîäà 4 ïðè d/R0 = 10, Pac = 1.2 ÌÏà; (h) ñèí-
õðîííûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð d/R0 = 10, Pac = 1.6 ÌÏà; (i) ñèíõðîííûé ïðåäåëüíûé
öèêë ïåðèîäà äâà d/R0 = 6.75, Pac = 1.7 ÌÏà.

Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñèíõðîíèçàöèè â äàííîé ñèñòåìå ðàâíà òð¼ì, è ñèí-
õðîííûå àòòðàêòîðû âëîæåíû â ýòî òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãèïåðõàîòè÷åñêèå ðåæèìû
íå ìîãóò áûòü ñèíõðîííûìè, ò.ê. ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, äîïóñêàþùàÿ ãèïåðõàîòè÷å-
ñêóþ äèíàìèêó, ðàâíà ÷åòûð¼ì. Íà ðèñ. 2b-i ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðîåêöèé ôàçîâûõ ïîðò-
ðåòîâ ñëåäóþùèõ ðåæèìîâ: (b) ãèïåðõàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè d/R0 = 32, Pac = 1.68

ÌÏà ñî ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà λ1 = 0.0803, λ2 = 0.0357; (c) ñèíõðîííûé
õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè d/R0 = 30, Pac = 1.4 ÌÏà ñî ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿ-
ïóíîâà λ1 = 0.0684, λ2 = −0.0268; (d) ñèíõðîííûé ïðåäåëüíûé öèêë ïåðèîäà 12 ïðè
d/R0 = 28, Pac = 1.3 ÌÏà ñ ïîêàçàòåëÿìè λ1 = −0.0616, λ2 = −0.0733; (e) ãèïåðõàîòè-
÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè d/R0 = 22, Pac = 1.2 ÌÏà ñî ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà
λ1 = 0.0241, λ2 = 0.0034; (f) êâàçèïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè d/R0 = 14.5, Pac = 1.2

ÌÏà ñî ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà λ1 = 0, λ2 = −0.0149; (g) àñèíõðîííûé ïðå-
äåëüíûé öèêë ïåðèîäà 4 ïðè d/R0 = 10, Pac = 1.2 ÌÏà ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà
λ1 = −0.2331, λ2 = −0.2343; (h) ñèíõðîííûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð d/R0 = 10, Pac = 1.6

ÌÏà ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà λ1 = 0.0802, λ2 = −0.0826; (i) ñèíõðîííûé ïðå-
äåëüíûé öèêë ïåðèîäà äâà d/R0 = 6.75, Pac = 1.7 ÌÏà ñî ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïó-
íîâà λ1 = −0.1437, λ2 = −0.2057.

Ìóëüòèñòàáèëüíîñòü, õàðàêòåðíàÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû èëëþñòðèðóåòñÿ äâóìÿ ëè-
ñòàìè êàðòû ðåæèìîâ äèíàìèêè â îäíîé è òîé æå îáëàñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà
ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3: Äâà ëèñòà êàðòû ðåæèìîâ äèíàìèêè â îáëàñòè Pac ∈ [1.142, 1.579] ÌÏà è d/R0 ∈
[6, 35], ïîëó÷åííûå ïðè ïðîäîëæåíèè ïî ïàðàìåòðàì (a) àñèíõðîííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà
(b) ñèíõðîííîãî öèêëà.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñöåíàðèåì ïîÿâëåíèÿ ñèíõðîííûõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ êàñêàä Ôåéãåíáàóìà áèôóðêàöèé óäâîåíèé ïåðèîäà, íà÷èíàþùèéñÿ ñ óñòîé÷èâî-
ãî ñèíõðîííîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ äàííûé ñöåíàðèé ðåàëè-
çóåòñÿ íà ìàðøðóòå AB íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 4: (a) Ñõåìà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, èëëþñòðèðóþùåé áèôóðêàöèè èíâàðèàíòíîãî òîðà. P ,

Q, Pi è C � îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ (b) óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû, (c) óñòîé÷èâîãî èíâàðèàíò-

íîãî òîðà, (d) ðåçîíàíñíîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû è (e) õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. MN - íåêîòîðûé ìàðø-

ðóò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, âäîëü êîòîðîãî ïîÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ñîãëàñíî ñöåíàðèþ

Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî àñèíõðîííûå õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ïîÿâëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñöåíà-
ðèþ Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà. Ñöåíàðèé íà÷èíàåòñÿ ñ àñèíõðîííîãî óñòîé÷èâîãî ïðå-
äåëüíîãî öèêëà è ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåé öåïî÷êå áèôóðêàöèé: áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà-
Ñàêåðà è ïîÿâëåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà; ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêîãî ðåæèìà ÷åðåç ðåçîíàíñ, è ïîÿâëåíèå óñòîé÷èâîãî àñèíõðîííîãî öèêëà; õàîòèçàöèÿ
ðåçîíàíñíîãî öèêëà, íàïðèìåð, ÷åðåç êàñêàä óäâîåíèé ïåðèîäà. Ñõåìà áèôóðêàöèîííîé
äèàãðàììû ñöåíàðèÿ Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4. Ïðèìåð ðåàëè-

15



çàöèè ñöåíàðèè Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà ñ ãðàôèêîì ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà îñíîâíûõ ýòàïàõ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.
Íà ðèñ. 5a ïðåäñòàâëåíî áèôóðêàöèîííîå äåðåâî, íà ðèñ. 5b � ãðàôèê ñòàðøèõ ïîêàçà-
òåëåé Ëÿïóíîâà, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå, äåìîíñòðèðóþùèõ
îñíîâíûå ýòàïû ñöåíàðèÿ: ðèñ. 5c - óñòîé÷èâàÿ îðáèòà ïåðèîäà 4, ðèñ. 5d � èíâàðèàíòíàÿ
êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó, ðèñ. 5e � ðåçîíàíñíàÿ îðáèòà,
ðèñ. 5f - óñòîé÷èâàÿ îðáèòà óäâîåííîãî ïåðèîäà, ðèñ. 5g � ñòðàííûé àòòðàêòîð ïîñëå êàñ-
êàäà Ôåéãåíáàóìà, ðèñ. 5h - õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ñî ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà
λ1 = 0.0139, λ2 = −0.0538.

Ðèñ. 5: Ðåàëèçàöèÿ ñöåíàðèÿ Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà íà ïóòè CD. (a) áèôóðêàöèîííîå
äåðåâî è (b) ãðàôèê äâóõ ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèé
îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå íà ïëîñêîñòü (r1, r2), äåìîíñòðèðóþùèõ îñíîâíûå ýòàïû ñöåíàðèÿ:
(c) óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ïåðèîäà 4, (d) êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, (e) ðåçî-
íàíñíàÿ îðáèòà, (f) îðáèòà óäâîåííîãî ïåðèîäà, (g) ñòðàííûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

1.2.3 Ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà

Â ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèêðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ â èçó÷åííîé
îáëàñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìòåðîâ áûëî îáíàðóæåíî äâà ñöåíàðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõà-
îòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ. Ïåðâûé èç íèõ ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà
Øèëüíèêîâà.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé àñèíõðîííûé ïðåäåëüíûé öèêë. Åñëè îí òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà, òî âìåñòå ñ ýòèì âîçíèêàåò êâàçèïå-
ðèîäè÷åñêèé ðåæèì. Â ñâîþ î÷åðåäü, êâàçèïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð ìîæåò ðàçðóøàòüñÿ
ñ ïîÿâëåíèåì ðåçîíàíñíîé îðáèòû. Âàæíûì ýòàïîì äàííîãî ñöåíàðèÿ ÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íàÿ
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áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà-Ñàêåðà. Áëàãîäàðÿ åé, ýòà îðáèòà (îáîçíà÷èì å¼ SFi) ñòàíîâèòñÿ
ñåäëî-ôîêóñíîé ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Âìåñòå ñ òåì, ïðè âòîðè÷íîé
áèôóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà ðîæäàåòñÿ íîâûé óñòîé÷èâûé êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì.

Ðèñ. 6: Ñõåìà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, èëëþñòðèðóþùåé ñöåíàðèé ïîÿâëåíèÿ ãèïåð-
õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà (ïðèâåäåíî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå)

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ñöåíàðèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøåíèå ýòîãî êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåæè-
ìà è ïîÿâëåíèå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Ìåõàíèçì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â äàííîì ñëó÷àå
íå âàæåí: ýòî ìîæåò áûòü ñöåíàðèé Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà, êàñêàä óäâîåíèé êâàçèïå-
ðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà èëè äàæå òðåòè÷íàÿ áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà-Ñàêåðà. Ñóùåñòâåííûì
ÿâëÿåòñÿ ëèøü åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ áèôóðêàöèé âîç-
íèêàåò õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ñ îäíèì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà (ñì. ðèñ.
6f).

Ôèíàëüíûì è êëþ÷åâûì ýòàïîì ñöåíàðèÿ ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ñåäëî-ôîêóñíûõ ïåðè-
îäè÷åñêèõ îðáèò SFi âìåñòå ñ èõ äâóìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â õàîòè÷å-
ñêèé àòòðàêòîð, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åêèé àòòðàêòîð Øèëüíèêî-
âà (ñì. ðèñ. 6g). Êàê ñëåäñòâèå, òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå ïðîõîäÿò ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê
SFi è å¼ íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿì, ò.å. ÷åðåç îáëàñòè äâóìåðíûõ ðàñòÿæåíèé. Òàêèì
îáðàçîì, äâà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñòàíîâÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.
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Ðèñ. 7: Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âêëþ÷åíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëî-
ôîêóñà â àòòðàêòîð.
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Ðèñ. 8: Ðåàëèçàöèÿ ñöåíàðèÿ ïåðåõîäà ê ãèïåðõàîñó ñ îáðàçîâàíèåì àòòðàêòîðà Øèëüíè-
êîâà íà ïóòè EF: (a) áèôóðêàöèîííîå äåðåâî, (b) ãðàôèê ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëóïíîâà,
ïðîåêöèè îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå íà ïîäïðîñòðàíñòâî (r1, r2), äåìîíñòðèðóþùèå îñíîâíûå
ýòàïû ñöåíàðèÿ:(c) êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, (d) ðåçîíàñíàÿ îðáèòà, (e) âòîðè÷íûé êâà-
çèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, (f) ðåçîíàíñíûé ïðåäåëüíûé öèêë ïîñëå ðàçðóøåíèÿ âòîðè÷íîãî
êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà, (g) õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, (h) ãèïåðõàîòè÷åñêèé àòòðàê-
òîð.

Îáñóäèì íåêîòîðûå äåòàëè âêëþ÷åíèÿ ñåäëî-ôîêóñíûõ îðáèò SFi â àòòðàêòîð. Ñðàçó
ïîñëå áèôóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà, óñòîé÷èâàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ Lµ èìååò óçëîâîé
òèï (ñì. ðèñ. 7a). Â äàëüíåéøåì, îí ìåíÿåòñÿ íà ôîêóñíûé, è ïîÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàÿ âî-
ðîíêà Øèëüíèêîâà (ñì. ðèñ. 7b) Ïî÷òè âñå îðáèòû â îêðåñòíîñòè ñåäëî-ôîêóñà íàìàòûâà-
þòñÿ íà óñòîé÷èâóþ èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ. Óâåëè÷èâàÿñü â ðàçìåðå, âîðîíêà ñáëèæàåòñÿ
ñ óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì W s1(SFi), è òðàåêòîðèè íà÷èíàþò ïðîõîäèòü
áëèæå ê ñåäëî-ôîêóñó (ñì. ðèñ. 7b). Â èòîãå ïðîèñõîäèò ãîìîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå
ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè SFi, è ïîÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèé
àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà (ñì. ðèñ. 7c). Ïîñëå ýòîãî, òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå ìîãóò ïåðå-
ñåêàòü ëþáóþ îêðåñòíîñòü ñåäëî-ôîêóñà SFi. Âêëþ÷åíèå ñåäëî-ôîêóñíîé ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòû â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ìîæåò ïðîèñõîäèò ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â çàâèñèìîñòè
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îò ïåðåõîäà îò óñòîé÷èâîãî èíâàðèàíòíîãî òîðà ê õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó. Â ìîäåëè
ìèêðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ, êàê è â äðóãèõ èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ, äåìîíñòðè-
ðóþùèõ ïîÿâëåíèå äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà, âêëþ÷åíèå ïðîèñõîäèò ìÿãêèì
îáðàçîì ïðè ïëàâíîé òðàíñôîðìàöèè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (ñì. ðàáîòû [65�67]).

Â ðàáîòå [1*] ïîêàçàíî, ÷òî â ìîäåëè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèêðîïóçûðüêîâûõ
êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ ðåàëèçóåòñÿ ïðåäëîæåííûé ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷å-
ñêîãî àòòðàêòîðà. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ñöåíàðèÿ íà ïóòè EF â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
(Pac = 1.2 ÌÏà, 13 < d/R0 < 25) ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 8. Áèôóðêàöèîííîå äå-
ðåâî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 8a, à ãðàôèê ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà � íà ðèñ. 8b.
Ïðîåêöèè îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå íåêîòîðûõ àòòðàêòîðîâ âäîëü ýòîãî ïóòè ïðåäñòàâëå-
íû íà ðèñ. 8c-h. ðèñ.8c ñîîòâåòñòâóåò êâàçèïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàíèÿì, ïîÿâëÿþùèìñÿ
â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Íåéìàðêà�Ñàêåðà. Ñ ðîñòîì d, âîçíèêàåò ðåçîíàíñíàÿ îðáèòà
(ñì. ðèñ. 8d). Äàëåå, îíà ïðåòåðïåâàåò âòîðè÷íóþ áèôóðêàöèþ Íåéìàðêà-Ñàêåðà è ñòà-
íîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì, à òàêæå ïîÿâëÿåòñÿ
íîâûé êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì (ñì. ðèñ. 8e). Â ðåçóëüòàòå ðåçîíàíñà, êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèé àòòðàêîðà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è âîçíèêàåò ïðåäåëüíûé öèêë âûñîêîãî ïåðèîäà
(ñì. ðèñ. 8f). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè d, ïðîèñõîäèò êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ
ïåðèîäà, ïðèâîäÿùèé ê ïîÿâëåíèþ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (ñì. ðèñ. 8g). Ïîñëå âêëþ-
÷åíèÿ ñåäëî-ôîêóñíîé îðáèòû â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, âîçíèêàåò ãèïåðõàîòè÷åñêàÿ äè-
íàìèêà (ñì. ðèñ. 8h). Òàê, ïðè d = 18.71 ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà èìåþò çíà÷åíèÿ
λ1 = 0.0135, λ2 = 0.0019, λ3 = −0.5560.

1.2.4 Ñöåíàðèé ïîÿâëåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà íà îñíîâå ðàçðóøå-

íèÿ ñèíõðîíèçàöèè

Âòîðîé ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ìîäåëè ñâÿçàí ñ
ïîòåðåé òðàíñâåðñàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûì õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèíõðîííûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Åñëè ïðî-
èñõîäèò êàñêàä Ôåéãåíáàóìà, è êàæäûé öèêë óäâîåííîãî ïåðèîäà îñòà¼òñÿ â ìíîãîîáðàçèè
ñèíõðîíèçàöèè Fix(S), ñîõðàíÿÿ òðàíñâåðñàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü, òî âîçíèêàåò ñèíõðîííûé
õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Ïîÿâëåíèå ñèíõðîííûõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ïî òàêîìó ñöå-
íàðèþ â ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèêðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíà â ðàáîòàõ [1*], [3*]. Òàêîé àòòðàêòîð ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå ÷èñëî òðàíñâåðñàëüíî
óñòîé÷èâûõ ñåäëîâûõ îðáèò, íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ ëåæàò â Fix(S). Ïî-
ñêîëüêó âñå îðáèòû òðàíñâåðñàëüíî óñòîé÷èâû, íàáëþäàåòñÿ ñèëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ [33].

Åñëè âíå Fix(s) ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå ïàðû ñåäëîâûõ îðáèò ñ äâóìÿ íàïðàâ-
ëåíèÿìè íåóñòîé÷èâîñòè, òî îíè ìîãóò îáðàçîâûâàòü ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ
òðàíñâåðñàëüíî óñòîé÷èâûìè ñåäëîâûìè îðáèòàìè â ñèíõðîííîì àòòðàêòîðå. Ïðè äàëü-
íåéøåì èçìåíåíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ýòè òðîéêè èç äâóõ àñèíõðîííûõ îðáèò è
îäíîé ñèíõðîííîé ñëèâàþòñÿ ÷åðåç ñóáêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ ¾âèëêà¿, è â ñèíõðîííîì
àòòðàêòîðå ïîÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûå îðáèòû ñ äâóìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè,
ïðè÷¼ì îäíî èç íàïðàâëåíèé íåóñòîé÷èâîñòè íàïðàâëåíî òðàíñâåðñàëüíî ê Fix(S) (ñì.
ðèñ. 9). Êàñêàä òàêèõ áèôóðêàöèé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ òðàíñâåðñàëüíî íåóñòîé÷èâî-
ãî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû â ìíîãîîáðàçèè ñèíõðîíèçàöèè. Òðàåêòîðèÿ â Fix(S),
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Ðèñ. 9: Ñõåìà îñíîâíûõ ýòàïîâ ñöåíàðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â
ðåçóëüòàòå ðàçðóøåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.

ïðîõîäÿùàÿ â îêðåñòíîñòè òàêîãî òðàíñâåðñàëüíî íåóñòîé÷èâîãî ìíîæåñòâà ìîæåò âû-
áðàñûâàòüñÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ ñèíõðîíèçàöèè. Â äàëüíåéøåì, òðàåêòîðèÿ âîçâðàùàåòñÿ â
Fix(S) ÷åðåç òðàíñâåðñàëüíî óñòîé÷èâûå îáëàñòè. Íà ýòîì ýòàïå, ñèíõðîííîå èíâàðèàíòîå
ìíîæåñòâî ñòàíîâèòñÿ àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà ñ ïðîðåæåííûì áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ â ñðåäíåì òðàíñâåðñàëüíî óñòîé÷èâûì. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèþ ìîæíî
ïîäåëèòü íà äâå åñòåñòâåííûå êîìïîíåíòû: ëåæàùóþ â Fix(S) è àñèíõðîííóþ. Â íà÷àëå
êàñêàäà áèôóðêàöèé, äîëÿ àñèíõðîííîé êîìïîíåíòû î÷åíü ìàëà, à âûõîä òðàåêòîðèè èç
ìíîãîîáðàçèÿ ñèíõðîíèçàöèè ïðîèñõîäèò î÷åíü ðåäêî è ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ýêñòðåìàëüíûì
ñîáûòèåì [63]. Ïîñêîëüêó âíå Fix(S) òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò âáëèçè ñåäëîâûõ îðáèò ñ äâó-
ìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, äèíàìèêà àñèíõðîííîé êîìïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðõàîòè÷åñêîé. Ïîêà ìíîãîîáðàçèå ñèíõðîíèçàöèè â ñðåäíåì òðàíñâåðñàëüíî óñòîé÷è-
âî, òðàåêòîðèÿ ïðîäîëæàåò âîçâðàùàòüñÿ â Fix(S) è íàáëþäàåòñÿ ñëàáàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ.
Åñëè ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ïðîäîëæàåòñÿ êàñêàä ñóá-
êðèòè÷åñêèõ áèôóðêàöèé ¾âèëêà¿, òî ñèíõðîííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â Fix(S) ñòàíî-
âèòñÿ â ñðåäíåì òðàíñâåðñàëüíî íåóñòîé÷èâûì, è äèíàìèêà â öåëîì íà÷èíàåò îïðåäåëÿòü-
ñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè àñèíõðîííîé êîìïîíåíòîé. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ
ãèïåðõàîòè÷åñêîé.

Â ðàáîòå [3*] ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ðåàëèçàöèÿ îïèñàííîãî âûøå ñöåíàðèÿ ïåðåõîäà
ê ãèïåðõàîñó ÷åðåç ðàçðóøåíèå ñèíõðîíèçàöèè â ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèêðîïó-
çûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòî (ñì. ðèñ. 10, 11). Ãðàôèê ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà
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ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 10a, ãðàôèê ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèíõðîííîé è àñèí-
õðîííîé êîìïîíåíò ïîêàçàí íà ðèñ. 10b, ãðàôèê äîëåé ñèíõðîííîé è àñèíõðîííîé ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ïîêàçàíà íà ðèñ. 10c, à ñòàðøèé òðàíñâåðñàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà � íà ðèñ.
10d.
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Ðèñ. 10: (a) Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âäîëü âñåãî àòòðàêòîðà, (b) ñòàðøèå ïîêàçàòåëè
Ëÿïóíîâà äëÿ ñèíõðîííîé è àñèíõðîííîé êîìïîíåíò, (c) äîëÿ ñèíõðîííîé è àñèíõðîííîé
êîìïîíåíò, (d) òðàñíâåðñàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.

ba c

Ðèñ. 11: Ïðîåêöèè îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå íà (r1, u1, r2) ïðè (a) d = 12.18, (b) d = 12.27,
(c) d = 12.36.

Íà ðèñ. 11 ïðèâåäåíà ñåðèÿ ïðîåêöèé îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå íà ïîäïðîñòðàíñòâî
(r1, u1, r2), äåìîíñòðèðóþùàÿ ðîñò äîëè àñèíõðîííîé êîìïîíåíòû è ïîòåðþ òðàíñâåðñàëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè. Íà ðèñ. 11a ïîêàçàí õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè d/R10 = 12.18, îáëàäàþ-
ùèé ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà λ1 = 0.0953, λ2 = −0.0032, ñòàðøèì òðàíñâåðñàëü-
íûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà λtr = −0.0027 è äîëåé àñèíõðîííîé êîìïîíåíòû T as/T = 0.037.
Ïðè d/R10 = 12.27 àñèíõðîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òðàåêòîðèè íà õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå âîç-
ðàñòàåò äî T as/T = 0.338 (ñì. ðèñ. 11b), ïðè ýòîì ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà èìåþò
çíà÷åíèÿ λ1 = 0.0940, λ2 = −0.0006, à âåëè÷èíû ïîêàçàòåëåé äëÿ ñèíõðîííîé è àñèíõðîí-
íîé êîìïîíåíò ðàâíû λs

1 = 0.0528, λs
2 = −0.0410 è λas

1 = 0.1747, λas
2 = 0.0786, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ò.å. äèíàìèêà òðàåêòîðèè â ìíîãîîáðàçèè ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêîé,
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à âíå åãî � ãèïåðõàîòè÷åñêîé, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðèñóòñòâèå äâóìåðíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé
â àñèíõðîííîì ñåäëîâîì ìíîæåñòâå. Äàííûé àòòðàêòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûì ïîëîæè-
òåëüíûì çíà÷åíèåì ñòàðøåãî òðàíñâåðñàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà λtr = 0.0010. Ïðè
d/R10 = 12.36 àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî íåóñòîé÷èâûì ñî ñòàðøèì òðàíñâåð-
ñàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèå λtr = 0.0112 è ãèïåðõàîòè÷åñêèì
ñî ñòàðøèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ðàâíûìè λ1 = 0.0908, λ2 = 0.0037 çàñ÷¼ò âêëàäà
àñèíõðîííîé êîìïîíåíòû: T as/T = 0.636, λas

1 = 0.1124,λas
2 = 0.0242.

1.2.5 Óñòîé÷èâîñòü ê ðàçðóøåíèþ ñèììåòðèè

Â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íûõ ïóçûðüêîâ, ñèñòåìà (7) ñèììåòðè÷íà ê çàìåíå ïåðå-
ìåííûõ R1 ↔ R2, Ṙ1 ↔ Ṙ2. Îäíàêî, âîçìóùåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðàäèóñà îäíîãî èç ïóçûðü-
êîâ Ri0 íàðóøàþò ýòó ñèììåòðèþ. Â ðàáîòå [2*] ðàññìàòðèâàëàñü óñòîé÷èâîñòü òèïè÷íûõ
ðåæèìîâ äèíàìèêè ê âîçìóùåíèÿì, ðàçðóøàþùèì ñèììåòðèþ âèäà

R20 = εR10, (|ε− 1| ≪ 1). (8)

Ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííûõ ðåæè-
ìîâ ê âîçìóùåíèþ ðàâíîâåñíîãî ðàäèóñà îäíîãî èç ïóçûðüêîâ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèñòàáèëü-
íîñòü. Êîãäà ñèñòåìà ìîíîñòàáèëüíà, ñèíõðîííûé àòòðàêòîð ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áó-
äåò óñòîé÷èâ ê òàêèì âîçìóùåíèÿì. Â óñëîâèÿõ ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, åñëè ñèíõðîííûé
àòòðàêòîð ñîñóùåñòâóåò ñ àñèíõðîííûì ïðåäåëüíûì öèêëîì èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèì àò-
òðàêòîðîì, îí òîæå ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò óñòîé÷èâ ê ðàçðóøåíèþ ñèììåòðèè, íî
íå â òàêîì øèðîêîì äèàïàçîíå ε, êàê â ñëó÷àå ìîíîñòàáèëüíîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè ñèíõðîí-
íûé àòòðàêòîð ñîñóùåñòâóåò ñ àñèíõðîííûì õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì, â çàâèñèìîñòè îò
êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ, âîçìîæíû ðàçíûå âàðèàíòû: îí ìîæåò êàê áûòü óñòîé÷èâûì ê
ðàçðóøåíèþ ñèììåòðèè â ñõîæåì äèàïàçîíå ε, ÷òî è â ñëó÷àå ñîñóùåñòâîâàíèÿ ñ àñèí-
õðîííûì ïðåäåëüíûì öèêëîì èëè àñèíõðîííûì êâàçèïåðèîäè÷åñêèì àòòðàêòîðîì, òàê è
íåóñòîé÷èâ äàæå ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ε. Åñëè ñèíõðîííûé àòòðàêòîð ñîñóùåñòâóåò ñ
ãèïåðõàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì, òî îí íåóñòîé÷èâ ê âîçìóùåíèÿì, ðàçðóøàþùèì ñèììåò-
ðèþ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé âëèÿíèå ìóëüòèñòàáèëüíîñòè íà óñòîé÷è-
âîñòü ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ. Ïðè Pac = 1.8 ÌÏà, d/R10 = 11.3 â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
ñèñòåìà ìîíîñòàáèëüíà: ñóùåñòâóåò òîëüêî ñèíõðîííûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, ïðåäñòàâ-
ëåííûé íà ðèñ. 12a. Â ýòîì ñëó÷àå, êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ýòîãî ðåæèìà äèíàìèêè ñîõðà-
íÿþòñÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå ε (ñì. ðèñ. 12b). Çàìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ ε

âîçíèêàåò íîâûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, ðàññìîòðåíèå êîòîðîãî âûõîäèò çà ðàìêè èññëå-
äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ (ñì. [2*]). Ïðîäîëæåíèå ñèíõðîííîãî õàîòè÷å-
ñêîãî ðåæèìà ïî ïàðàìåòðó ðàññòîÿíèÿ ïðè Pac = 1.8 MPa, d/R10 = 11.47 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñèíõðîííûì õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì, îäíàêî âìåñòå ñ íèì ñîñóùåñòâóåò àñèíõðîííûé
õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Â ýòîì ñëó÷àå, ñèíõðîííûé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ê
âîçìóùåíèÿì ε, â òî âðåìÿ êàê àñèíõðîííûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð óñòîé÷èâ â øèðîêîì
äèàïàçîíå ïàðàìåòðà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãèïåðõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû óñòîé÷èâû ê ðàçðóøåíèþ ñèììåò-
ðèè. Ïðèìåð ñèòóàöèè ñ ñîñóùåñòâîâàíèåì ñèíõðîííîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ñ ãèïåð-
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Ðèñ. 12: Ïðîåêöèè îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå íà (r1, u1, r2): (a) ñèíõðîííîãî õàîòè÷åñêîãî àò-
òðàêòîðà ïðè Pac = 1.8·106, d/R10 = 11.3, (c) ñîñóùåñòâóþùèõ ñèíõðîííîãî è àñèíõðîííîãî
õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ïðè Pac = 1.8 · 106, d/R10 = 11.47. (b), (d) ãðàôèêè ñòàðøèõ ïî-
êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðîäîëæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ àòòðàêòîðîâ ïî ïàðàìåòðó ε.
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Ðèñ. 13: (a) Ïðîåêöèè îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå ñèíõðîííîãî õàîòè÷åñêîãî è ãèïåðõàîòè-
÷åñêîãî àòòðàêòîðîâ íà (r1, u1, r2) ïðè Pac = 1.2 ÌÏà, d/R10 = 21, (b) ãðàôèê ñòàðøèõ
ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èõ ïðîäîëæåíèé ïî ïàðàìåòðó ε.

õàîòè÷åñêèì, â êîòîðîé ñèíõðîííûé àòòðàêòîð íåóñòîé÷èâ ê ðàçðóøåíèþ ñèììåòðèè, à
ãèïåðõàîòè÷åñêèé � óñòîé÷èâ â øèðîêîì äèàïàçîíå ε ïðèâåä¼í íà ðèñ. 13.

Òàêæå, ïîêàçàíî, ÷òî àòòðàêòîðû, âîçíèêàþùèå íà îñíîâíûõ ýòàïàõ ñöåíàðèÿ ïîÿâ-
ëåíèÿ ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè, ñâÿçàííîãî ñ ðàçðóøåíèåì ñèíõðîíèçàöèè ÷åðåç ¾ïó-
çûðüêîâûé ïåðåõîä¿, òàêæå óñòîé÷èâû ê âîçìóùåíèÿì, ðàçðóøàþùèì ñèììåòðèþ.
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1.3 Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ

1.3.1 Ìîäåëü äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ

Ðàññìîòðèì íåéðîí, íàõîäÿùèéñÿ â ïîêîå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
äàííîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì. Èìïóëüñû, ïîñòóïàþùèå ÷åðåç
ñèíàïñû, èçìåíÿþò ïîòåíöèàë ìåìáðàíû, ñîçäàâàÿ ïîñòñèíàïòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû. ×óâ-
ñòâèòåëüíûå ê íàïðÿæåíèþ èîííûå êàíàëû, âñòðîåííûå â ìåìáðàíó, ìîãóò óñèëÿòü íåêî-
òîðûå ïîñòñèíàïòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, âûçûâàÿ ðåçêèé ðîñò ïîòåíöèàëà ìåìáðàíû, êîòî-
ðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ÷åðåç àêñîí ê äðóãèì íåéðîíàì � ñïàéê, èëè ïîòåíöèàë äåéñòâèÿ

[68]. Á¼ðñòèíã � ñîñòîÿíèå íåéðîíà, â êîòîðîì îí ãåíåðèðóåò ãðóïïû ñïàéêîâ (á¼ðñòû),
ðàçäåëÿåìûå ïåðèîäàìè ìîë÷àíèÿ [69; 70].

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåéðîííîé àêòèâíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà
Õèíäìàðø-Ðîóçà [22]. Îíà õîðîøî âîñïðîèçâîäèò êàê ñïàéêèíãîâóþ, òàê è á¼ðñòèíãî-
âóþ àêòèâíîñòü. Ìîäåëü äâóõ íåéðîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷åðåç ïðÿìóþ ýëåêòðè÷åñêóþ
ñâÿçü ìåæäó ìåìáðàíàìè, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋ1 = y1 − ax3
1 + bx2

1 − z1 + I +D0(x2 − x1),

ẏ1 = c− dx2
1 − y1,

ż1 = r(s(x1 − x0)− z1),

ẋ2 = y2 − ax3
2 + bx2

2 − z2 + I +D0(x1 − x2),

ẏ2 = c− dx2
2 − y2,

ż2 = r(s(x2 − x0)− z2),

(9)

ãäå xi � ïîòåíöèàëû ìåìáðàí ñîîòâåòñòâóþùèõ íåéðîíîâ, yi è zi ñîîòâåòñòâóþò áûñòðûì
è ìåäëåííûì èîííûì òîêàì, ñîîòâåòñòâåííî, i = 1, 2. Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà èäåíòè÷íûõ
íåéðîíà, ïîýòîìó ïàðàìåòðû a = 1, b = 3, c = 1, d = 5, s = 4 è x0 = −8/5 âûáðàíû
îäèíàêîâûìè äëÿ îáîèõ íåéðîíîâ [45; 46]. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áûñòðî-ìåäëåííîé, ò.ê. ïà-
ðàìåòð r = 0.0021 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. Ïàðàìåòð I îòâå÷àåò âíåøíåìó òîêó, ïîäàâàåìîìó íà
îáà íåéðîíà è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåðà.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
I

-0.02

-0.01

0

0.005

0.02

1

2

3

a

7.35 7.4 7.45 7.5
I

-3

-2

-1

0

1

2

3
10

-3

1

2

3

a

4.8 4.85 4.9 4.95 5 5.05 5.1
I

-0.01

0

0.01

1

2

3

c

b

Ðèñ. 14: Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå (9) â äèàïàçîíå òîêîâ
0 < I < 9.5.
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Â ðàáîòå [4*] èçó÷åíû èíòåðâàëû òðàíñâåðñàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííûõ ðåæè-
ìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèì àòòðàêòîðàì íàéäåííûì ðàíåå â ìîäåëè îòäåëüíîãî íåéðîíà â
ðàáîòå [42]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî àñèíõðîííûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð âîçíèêàåò ñîãëàñíî
ñöåíàðèþ Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà. Ïîêàçàíî, ÷òî àñèíõðîííûé õàîòè÷åñêèé ðåæèì
óñòîé÷èâ â øèðîêîì äèàïàçîíå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñ. 14 ïðåäñòàâëåí ãðà-
ôèê ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïî ïàðàìåòðó I. Ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè ñèíõðîííûõ
ðåæèìîâ óñòîé÷èâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñïàéêèíãîâûå ïðåäåëü-
íûå öèêëû, â òî âðåìÿ, êàê á¼ðñòèíãîâûå ðåæèìû, êàê õàîòè÷åñêèå, òàê è ïåðèîäè÷åñêèå
ÿâëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî íåóñòîé÷èâûìè âî âñåé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ.
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Ðèñ. 15: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â ïåðâîé îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè 5.35 < I < 6.25.
SH � ñóáêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà, H � ñóïåðêðèòè÷åñêÿ áèôóðêàöèÿ
Àíäðîíîâà-Õîïôà, SN � ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Íàéäåíû äâå îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè, â êîòîðûõ àñèíõðîííûå ðåæèìû ñîñóùåñòâóþò
ñ ñèíõðîííûìè. Â ïåðâîé îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè, ñ óìåíüøåíèåì I ñèíõðîííîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì ÷åðåç ñóáêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà
è ñîñóùåñòâóåò ñ àñèíõðîííûì êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì ïðè 5.398 < I < 6.198 (ñì.
Ðèñ. 15). Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ÷åðåç ñóïåðêðèòè÷åñêóþ áèôóðêà-
öèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà ïðè I = 5.398, ïðèâîäÿ ê ïîÿâëåíèþ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî
öèêëà, ñóùåñòâóþùåãî â óçêîì äèàïàçîíå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Îí ñîñóùåñòâóåò ñ
êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì, ïîêà íå èñ÷åçàåò ÷åðåç ñåäëî-óçëîâóþ áèôóðêàöèþ ïðå-
äåëüíîãî öèêëà (ñì. ðèñ. 15).

Ñðàçó ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, åìó ñîîòâåòñòâóåò àñèíõðîííûé
òîíè÷åñêèé ñïàéêèíã îáîèõ íåéðîíîâ. Ñ óìåíüøåíèåì òîêà I ïðîèñõîäèò ìÿãêèé ïåðåõîä
ê õàîòè÷åñêîìó àñèíõðîííîìó á¼ðñòèíãó. Òàê, ïðè I = 4.3080 íàáëþäàåòñÿ õàîòè÷åñêèé
ñïàéêèíã, â êîòîðîì èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ àíîìàëüíûå èíòåðâàëû ìîë÷àíèÿ íåéðîíîâ (ñì.
ðèñ. 16a). Ïðè óìåíüøåíèè I ýòè èíòåðâàëû ìîë÷àíèÿ ðàñøèðÿþòñÿ è íà÷èíàþò âñòðå-
÷àòüñÿ ÷àùå (ñì. ðèñ. 16b). Ïîñòåïåííî, íà÷èíàþò îò÷¼òëèâî âûäåëÿòüñÿ á¼ðñòû, ðàçäå-
ë¼ííûå ïðîìåæóòêàìè ìîë÷àíèÿ (ñì. ðèñ. 16c). Ïðè ìàëûõ òîêàõ íàáëþäàþòñÿ á¼ðñòû
äëèíîé 2-3 ñïàéêà (ñì. ðèñ. 16d). Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 16c ïîêàçàí ðåãóëÿðíûé á¼ðñòèíã,
ò.ê. ýòî çíà÷åíèå òîêà ïîïàäàåò â îêíî óñòîé÷èâîñòè àñèíõðîííîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà.

Âòîðàÿ îáëàñòü áèñòàáèëüíîñòè íàéäåíà â äèàïàçîíå 1.2760 < I < 1.2895. Ñèíõðîííàÿ
òî÷êà ïîêîÿ ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâîé ÷åðåç ñóáêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ Àäðîíîâà-Õîïôà.
Îíî ñîñóùåñòâóåò ñ àñèíõðîííûì õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèé àñèíõðîí-
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Ðèñ. 16: (a) Õàîòè÷åñêèé ñïàéêèíã ïðè I = 4.3080, (b) ïðîìåæóòî÷íûé õàîòè÷åñêèé ðåæèì
ïðè I = 3.7880, (c) ðåãóëÿðíûé á¼ðñòèíã ïðè I = 2.428, (d) ðåãóëÿðíûé á¼ðñòèíã ïðè
I = 2.960.
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Ðèñ. 17: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà âî âòîðîé îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè 1.27 < I < 1.30.

íîìó á¼ðñòèíãó äâóõ íåéðîíîâ (ñì. ðèñ. 17). Âåðîÿòíûé ìåõàíèçì êðèçèñà àñèíõðîííîãî
àòòðàêòîðà ïðè óìåíüøåíèè I îïèñàí â ðàáîòå [5*]. Â íåé òàêæå èññëåäîâàíî èçìåíåíèå
òèïà óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îáëà-
ñòè áèñòàáèëüíîñòè, òî÷êà ïîêîÿ èìååò òèï ôîêóñà, è ñèñòåìà âáëèçè ñóáêðèòè÷åñêîé
áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà âîçáóäèìà, è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðåçîíàòîðîâ ñîãëàñíî
êëàññèôèêàöèè, ïðèâåä¼ííîé â [68].

1.3.2 Âîçáóæäåíèå ñèñòåìû èç äâóõ íåéðîíîâ ñèãíàëîì îò âíåøíåãî íåéðîíà
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Ðèñ. 18: Ñõåìà âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ íåéðîíîâ òðåòüèì íåéðîíîì ÷åðåç íàïðàâ-
ëåííóþ ñâÿçü.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç òð¼õ íåéðîíîâ ñ íàïðàâëåííûìè ñâÿçÿìè, ñëåäóùåãî âèäà:
ïåðâûé íåéðîí èìååò òîëüêî îäíó èñõîäÿùóþ ñâÿçü êî âòîðîìó íåéðîíó, à âòîðîé è òðåòèé
íåéðîí ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïîëíîñâÿçíóþ ñåòü (ñì. ðèñ. 18). Åñëè ïîâåäåíèå êàæäîãî
èç íåéðîíîâ ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé Õèíäìàðø-Ðîóçà, è ýëåêòðè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó íèìè
ìîäåëèðóþòñÿ ëèíåéíî, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ìîäåëè âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ẋ1 = y1 − ax3
1 + bx2

1 − z1 + I1,

ẏ1 = c− dx2
1 − y1,

ż1 = r(s(x1 − x0)− z1),

ẋ2 = y2 − ax3
2 + bx2

2 − z2 + I2 ++D32(x3 − x2) +D12(x1 − x2),

ẏ2 = c− dx2
2 − y2,

ż2 = r(s(x2 − x0)− z2),

ẋ3 = y3 − ax3
3 + bx2

3 − z3 + I3 +D23(x2 − x3),

ẏ3 = c− dx2
3 − y3,

ż3 = r(s(x3 − x0)− z3),

(10)

ãäå èñïîëüçîâàíû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â ñèñòåìå (9). Â äàííîé êîíôèãóðàöèè ïåð-
âûé íåéðîí âûñòóïàåò â ðîëè èñòî÷íèêà ñèãíàëà, à ïîäñèñòåìà âèäà (9) ðàññìàòðèâàåòñÿ,
êàê ïîä÷èíåííàÿ ñèñòåìà, âîçáóæäàåìàÿ ýòèì ñèãíàëîì. Ýòî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âëèÿ-
íèå íà òàêóþ ãðóïïó íåéðîíîâ ñèãíàëîâ, âîçíèêàþùèõ â áèîëîãè÷åñêèõ íåéðîííûõ ñåòÿõ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
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Ðèñ. 19: Ñèãíàëû, ñîçäàâàåìûå âíåøíèì íåéðîíîì ïðè (a) I1 = 3.20, (b) I1 = 2.00, (c)
I1 = 1.40.

Îöåíêà ïåðèîäîâ ñèãíàëà, ñîçäàâàåìîãî íåéðîíîì, ïðîèçâîäèëàñü ïðè ïîìîùè ñïåê-
òðàëüíîãî àíàëèçà ñ ïðèìåíåíèåì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ÷èñëåííûì ðåøåíè-
ÿì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà ìàëûõ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ âû÷èñëÿëèñü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ßêîáè â òî÷êå ïîêîÿ. Áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî â îáëàñòè ìàëûõ âíåøíèõ òîêîâ á¼ðñòèíãîâûå ñèãíàëû ñ äëèííûìè ïåðèîäàìè
õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ âîçáóæäåíèÿ ïîä÷èí¼ííîé ñèñòåìû èç äâóõ íåéðîíîâ, â òî âðåìÿ,
êàê ñïàéêèíãîâûå ñèãíàëû íåýôôåêòèâíû. Ïðè âîçáóæäåíèè ïîä÷èí¼ííîé ñèñòåìû ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü òðè ðåãóëÿðíûõ á¼ðñòèíãîâûõ ðåæèìà: á¼ðñòèíã ñ 12 ñïàéêàìè â á¼ðñòå
ïåðèîäà T b

0 = 318.48, ñîçäàâàåìûé âåäóùèì íåéðîíîì ïðè I1 = 3.2; á¼ðñòèíã ñ 5 ñïàéêàìè
â á¼ðñòå ïåðèîäà T b

1 = 252.53, ñîçäàâàåìûé âíåøíèì íåéðîíîì ïðè I1 = 2.0; á¼ðñòèíã ñ
3 ñïàéêàìè â á¼ðñòå ïåðèîäà T b

2 = 316.46, ñîçäàâàåìûé âíåøíèì íåéðîíîì ïðè I1 = 1.4

(ñì. ðèñ. 19). Òàêæå, ðàññìàòðèâàëñÿ ðåãóëÿðíûé ñïàéêèíãîâûé ñèãíàë ñ ìåæñïàéêîâûì
èíòåðâàëîì T s

1 = 8.10, ñîçäàâàåìûé ïåðâûì íåéðîíîì ïðè I1 = 3.5.
Êàðòà âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ íåéðîíîâ á¼ðñòèíãîâûì ñèãíàëîì, ñîçäàâàåìûì

âåäóùèì íåéðîíîâ ïðè I1 = 3.20, è êàðòà õàîòè÷åñêîé è ðåãóëÿðíîé äèíàìèêè ïðè òà-
êîì âîçáóæäåíèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 20. Çîíà (I) íà ðèñ. 20 ñîîòâåòñòâóåò òîíè÷åñêîìó
á¼ðñòèíãó îáîèõ íåéðîíîâ ïîä÷èí¼ííîé ñèñòåìû, çîíà (II) � ïîäïîðîãîâûì îñöèëëÿöèÿì
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Ðèñ. 20: (a) Ãðàíèöû âîçáóæäåíèÿ ïîä÷èí¼ííîé ñèñòåìû ñèãíàëîì îò âåäóùåãî íåéðîíà
â îáëàñòè 0.680 < I < 1.285, 0 < D12 < 1, (b) îáëàñòè õàîòè÷åñêîé (çàêðàøåííûå) è
ðåãóëÿðíîé (íåçàêðàøåííàÿ) äèíàìèêè.
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Ðèñ. 21: Ðàçëè÷íûå ïàòòåðíû àêòèâàöèè ñèñòåìû èç äâóõ íåéðîíîâ ïðè âîçáóæäåíèè
ðåãóëÿðíûì ñèãíàëîì, ñîçäàâàåìûì âíåøíèì íåéðîíîì ïðè I1 = 3.20. (a) Õàîòè÷åñêèé
á¼ðñòèíã ïðè I = 1.25, D12 = 0.5 (çîíà I), (b) õàîòè÷åñêèé á¼ðñòèíã îäíîãî íåéðîíà è
ïîäïîðîãîâûå îñöèëëÿöèè äðóãîãî ïðè D12 = 0.6, I = 0.75 (çîíà III), (c) ðåãóëÿðíûå ïîä-
ïîðîãîâûå îñöèëëÿöèè îáîèõ íåéðîíîâ ïðè I = 1.0, D12 = 0.10 (çîíà II).

îáîèõ íåéðîíîâ (ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà), à çîíà (III) � òîíè÷åñêîìó á¼ðñòèíãó âòî-
ðîãî íåéðîíà, â òî âðåìÿ, êàê òðåòèé äåìîíñòðèðóåò ïîäïîðîãîâûå îñöèëëÿöèè. Ïðèìåðû
ðåçóëüòèðóþùèõ ðåæèìîâ îñöèëëÿöèé èç çîí (I), (II) è (III) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 21.

Òàêæå, èññëåäîâàíî âîçáóæäåíèå ïîä÷èí¼ííîé ñèñòåìû â îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè ïðè
áîëüøèõ òîêàõ: 5.398 < I < 6.198. Ãðàíèöû âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû ðàçëè÷íûìè ñèãíà-
ëàìè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 22. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè óñïåøíîì âîçáóæäàåíèè ñèñòåìû
âíåøíèì ñèãíàëîì ðåçóëüòèðóþùèé ðåæèì ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òîíè÷åñêèé ñïàéêèíã,
íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîñòóïàþùèé ñèãíàë á¼ðñòèíãîâûì èëè ñïàéêèíãîâûì.
Ýòîò ðåæèì áëèçîê ê êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó, ñóùåñòâóþåìó â ñèñòåìå èç äâóõ íåé-
ðîíîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì òîêå â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ñèãíàëà. Òàê, ïðè âîçáóæäåíèè
á¼ðñòèíãîâûì ñèãíàëîì, ãåíåðèðóåìûì âíåøíèì íåéðîíîì ïðè I1 = 3.20 è ïàðàìåòðàõ
I = 5.5, D12 = 0.03, ñðåäíèé ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë ðåçóëüòèðóþùåãî ðåæèìà ìàëî îò-
ëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà: T/Tq = 0.9903.
Îñíîâíûì ôàêòîðîì, îòâå÷àþùèì çà âîçáóäèìîñòü ñèñòåìû â äàííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
ÿâëÿåòñÿ áèñòàáèëüíîñòü: âîçáóæäàþùèé ñèãíàë ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïåðåõîäó ïîä÷èí¼í-
íîé ñèñòåìû ÷åðåç ñåïàðàòðèññó. Ðåçóëüòèðóþùèé ðåæèì îñöèëëÿöèé ñèñòåìû èç äâóõ
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Ðèñ. 22: Ãðàíèöû âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ íåéðîíîâ â îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè
5.398 < I < 6.198, 0 < D12 < 0.12 (a) á¼ðñòèíãîâûì ñèãíàëîì, ñîçäàâàåìûì âåäóùèì
íåéðîíîì ïðè I1 = 3.2, (b) ñïàéêèíãîâûì ñèãíàëîì, ñîçäàâàåìûì âåäóùèì íåéðîíîì ïðè
I1 = 5.7.

íåéðîíîâ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âîçìóù¼ííûé êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì.
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Ðèñ. 23: Ïðèìåðû âîçáóæäåíèÿ ïîä÷èí¼ííîé ñèñòåìû ïðè I = 1.284 îäíèì ïåðèîäîì ðàç-
ëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ñèãíàëîâ, ïîñòóïàþùèõ îò âåäóùåãî íåéðîíà ïðè ñëåäóþùèõ ïàðà-
ìåòðàõ òîêà I1 è ñèëû ñâÿçè D12: (a) D12 = 0.1, I1 = 3.2, (b) D12 = 0.1, I1 = 2.0, (c)
D12 = 0.1, I1 = 1.4, (d) D12 = 0.2, I1 = 3.5. (e) ãðàíèöû âîçáóæäåíèÿ ïîä÷èí¼ííîé ñè-
ñòåìû â îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè 1.2760 < I < 1.2895, 0 < D12 < 0.18 ïðè âîçáóæäåíèè
îäíèì ïåðèîäîì ñèãíàëîâ, ñîçäàâàåìûõ ïåðâûì íåéðîíîì ïðè ñëåäóþùèõ òîêàõ: êðàñíàÿ
� I1 = 3.20, ÷¼ðíàÿ � I1 = 2.00, çåë¼íàÿ � I1 = 1.4, ñèíÿÿ � I1 = 3.5

Êðîìå òîãî, â îáëàñòè áèñòàáèëüíîñòè 1.2760 < I < 1.2895 èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü
âîçáóæäåíèÿ ïîä÷èí¼ííîé ñèñòåìû îäíèì ïåðèîäîì ðåãóëÿðíîãî âîçáóæäàþùåãî ñèãíàëà.
Íà ðèñ. 23a-d ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû âîçáóæäåíèÿ ðàçëè÷íûìè êîíå÷íûìè ñèãíàëàìè, à
íà ðèñ. 23e ïîêàçàíà êàðòà âîçáóæäåíèÿ îäíèì ïåðèîäîì ÷åòûð¼õ ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ.
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2 Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷àëîñü äâå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿ-
òîðîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â áèîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ: ìîäåëü âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìèê-
ðîïóçûðüêîâûõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ è ìîäåëü ñâÿçàííûõ íåéðîíîâ. Â õîäå âûïîëíåíèÿ
ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó äâóõ êîíòðàñò-
íûõ àãåíòîâ, èíêàïñóëèðîâàííûõ â îáîëî÷êè, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåäñòâîì ñèëû
Áü¼ðêíåñà.

2. Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè â èçó÷àå-
ìûõ ìîäåëÿõ. Îí ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü îòäåëüíûå òðàåêòîðèè, ñòðîèòü îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå, íàõîäèòü Ôóðüå-îáðàçû ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, âû÷èñëÿòü ñïåêòð ïîêàçà-
òåëåé Ëÿïóíîâà, â òîì ÷èñëå ñ ðàçäåëåíèåì íà ñèíõðîííóþ è àñèíõðîííóþ êîìï-
íåíòû, íàõîäèòü ñòàðøèé òðàíñâåðñàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà, ñòðîèòü îäíî- è
äâóõ-ïàðàìåòðè÷åñêèå êàðòû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ÷èñ-
ëåííûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

3. Ïîñòðîåíî íåñêîëüêî ëèñòîâ äâóõ-ïàðàìåòðè÷åñêèõ êàðò ðåæèìîâ äèíàìèêè â ìîäå-
ëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòðàñòíûõ àãåíòîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû áèôóðêàöèîííûå
ñöåíàðèè, ðåàëèçóþùèåñÿ âäîëü îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìàðøðóòîâ. Îáúÿñíåíû ìå-
õàíèçìû, îòâå÷àþùèå çà âîçíèêíîâåíèå ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè.

4. Íàéäåíû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè êîëåáàíèé äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòðàñòíûõ
àãåíòîâ. Èçó÷åíû ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ ñèíõðîííûõ è àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ äè-
íàìèêè. Èññëåäîâàíî ÿâëåíèå ðàçðóøåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.

5. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äèíàìèêè â ñèñòåìå èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåéðîíîâ,
îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé Õèíäìàðø-Ðîóçà, ñ ýëåêòðè÷åñêèìè ñâÿçÿìè. Ðàññìîòðåíà
óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ äèíàìèêè è ïîÿâëåíèå àñèíõðîííîãî õàîòè÷å-
ñêîãî àòòðàêòîðà.

6. Èçó÷åíû ìåõàíèçìû âîçáóäèìîñòè ïîëíîñâÿçíîé ãðóïïû èç äâóõ íåéðîíîâ â îáëà-
ñòÿõ óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîé òî÷êè ïîêîÿ. Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå âîçáóæäåíèÿ
òàêîé ñèñòåìû âíåøíèì ñèãíàëîì, ñîçäàâàåìûì îòäåëüíûì íåéðîíîì.
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