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1 Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè èìåþò äîñòàòî÷íî äëèòåëüíóþ èñòîðèþ. Âïåðâûå ýòè âîïðîñû íà÷àëè ðàññìàò-

ðèâàòü, ïî-âèäèìîìó, â 60-å ãîäû äâàäöàòîãî âåêà. Ïèîíåðñêèå ðàáîòû òàêèõ àâòîðîâ

êàê, íàïðèìåð, Æ. Ë. Ëèîíñ ([1�4]), À. Ã. Áóòêîâñêèé ([5]) è Ä. Ë. Ðàññåëë ([6]) áûëè

ïîñâÿùåíû çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû, ìåìáðàíû è ïëàñòèíû. Ðàññìàò-

ðèâàëèñü çàäà÷è êàê ãðàíè÷íîãî, òàê è ðàñïðåäåëåííîãî ïî âñåé ïîâåðõíîñòè (èëè åå

÷àñòè) óïðàâëåíèÿ. Öåëè óïðàâëåíèÿ áûëè ðàçëè÷íû. Â îäíèõ èññëåäîâàíèÿõ àêöåíò

äåëàëñÿ íà ïðèâåäåíèè êîëåáàíèé ñèñòåìû â çàäàííîå ñîñòîÿíèå, â äðóãèõ òðåáîâà-

ëîñü îïòèìèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû, èìåþùèå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë.

Â äàëüíåéøåì àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ñòàâèëèñü óæå äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷àõ íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ìîæíî íàëîæèòü äî-

ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó. Íàïðè-

ìåð, òðåáóåòñÿ îñòàíîâèòü êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, óïðàâëÿÿ ñèëîâûì âîçäåéñòâèåì íà

ãðàíèöó (èëè ÷àñòü ãðàíèöû) ñ îãðàíè÷åíèåì âåëè÷èíû äàííîé ñèëû ïî íîðìå ïðî-

ñòðàíñòâà L2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ãîðàçäî áîëåå åñòåñòâåííîé áóäåò ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ãðà-

íè÷íàÿ óïðàâëÿþùàÿ ñèëà îãðàíè÷åíà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñêîëü óãîäíî ìàëûì,

çàðàíåå çàäàííûì ÷èñëîì. Äàííîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çà-

äà÷ó. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ðàíåå èñïîëüçóåìûå ìåòîäû â ñâîåì èçíà÷àëüíîì âèäå óæå íå

ðàáîòàþò.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ èìåííî ýòà çàäà÷à � ïðèâåñòè êîëåáàíèÿ,

îïèñûâàåìûå êëàññè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ìåõàíèêè (âîëíîâîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå êî-

ëåáàíèÿ ïëàñòèíû) â ïîêîé çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîñðåäñòâîì îãðàíè÷åííîãî ïî àáñîëþò-

íîé âåëè÷èíå ñèëîâîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ãðàíèöå (èëè å¼

÷àñòè) îáëàñòè, çàíèìàåìîé ñèñòåìîé. Êðîìå òîãî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïðèâåñòè â ïîêîé

êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì ¾êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû¿ íà òîðå â ñëó÷àå

ëîêàëüíîãî (ò.å. ïðèëîæåííîãî ê ÷àñòè îáëàñòè) ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ. Çäåñü íèêàêèõ

îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì â ïîñëåäíèå ïðèìåðíî 15-20 ëåò áîëüøîå ðàñïðîñòðà-

íåíèå ïîëó÷èëè èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ò.í. ¾ïàìÿòüþ¿ èëè

èíòåãðàëüíûì ïîñëåäåéñòâèåì. Âñå íà÷àëîñü ñ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Ãóðòèíà-Ïèïêèíà

([7]), êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ, íàïðèìåð, ïðîöåññà ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ òåïëà ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ (èìååòñÿ òåïëîâîé ôðîíò). ßäðî K(t) ìîæåò èìåòü

ðàçëè÷íûé âèä, îòðàæàþùèé ïðèðîäó ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå òàêæå îïèñûâà-
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åò äàííîå óðàâíåíèå. Â äâóõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ýòî ÿäðî ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî

ðàâíî åäèíèöå èëè ðàâíÿòüñÿ äåëüòà-ôóíêöèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ïîñðåäñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, âî

âòîðîì ñëó÷àå � ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Íèæå ìû ðàññìîòðèì

ÿäðà áîëåå ñëîæíîãî âèäà. Ïîñëå óðàâíåíèÿ Ãóðòèíà-Ïèïêèíà èçó÷àëèñü óðàâíåíèÿ

êëàññè÷åñêîãî òèïà ñ äîáàâëåíèåì èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ (ïàìÿòè). Ýòè äîïîëíèòåëüíûå

÷ëåíû â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿþò áîëåå ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü òå èëè èíûå ïðîöåññû

ìåõàíèêè è ôèçèêè.

Äëÿ óðàâíåíèÿ Ãóðòèíà-Ïèïêèíà è åìó ïîäîáíûõ â ðàáîòå òàêæå ñòàâèòñÿ çàäà÷à

ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü

ïðèëîæåíî ê ãðàíèöå, ÷àñòè èëè âñåé îáëàñòè. Åñëè ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿ-

ùàÿ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó â ïîêîé ñóùåñòâóåò, ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìîé.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, åñëè óïðàâëÿåìîñòü îòñóòñòâóåò, ò.å. ñóùåñòâóþò íà÷àëü-

íûå âîçìóùåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûå íåëüçÿ ïîãàñèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ,

òî òàêóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü íåóïðàâëÿåìîé.

Äîïîëíèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ ÿâëÿåòñÿ

íåýêâèâàëåíòíîñòü ïîíÿòèé ¾ïðèâåäåíèå â ïîêîé¿ è ¾ïðèâåäåíèå â íóëåâîå ñîñòîÿíèå¿.

Ïðè÷èíà ñîñòîèò â íàëè÷èè èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè. Äîñòèãíóâ â íåêîòîðûé

ìîìåíò âðåìåíè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ, ñèñòåìà çàòåì ìîæåò èç íåãî âûéòè. Êàê áóäåò

óñòàíîâëåíî â äàëüíåéøåì, áîëüøèíñòâî ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ � íåóïðàâëÿ-

åìû.

2 Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ìåõàíèêè (ìåìáðàíû, òîíêèå ïëàñòèíû) âàæíîñòü ïðåäñòàâ-

ëÿþò âîïðîñû óïðàâëÿåìîñòè â ñëó÷àÿõ, êîãäà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïðèëîæåíî

ëèáî ê ãðàíèöå, ëèáî ê ÷àñòè îáëàñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà ïðàêòèêå òðóäíî êîí-

òðîëèðîâàòü öåëóþ ñèñòåìó, à ìîæíî âîçäåéñòâîâàòü ëèøü íà åå ÷àñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì

âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà ýòîé ÷àñòè, íàïðèìåð, äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ òàêîé âû-

áîð îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì óñëîâèåì (Geometric control condition, [8]), êîòîðîå ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé îïòè÷åñêèé ëó÷ äëèíû T (âðåìÿ óïðàâëåíèÿ) â îáëàñòè Ω

âõîäèò â ïîäîáëàñòü D (ñèëîâîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïðèëîæåíî ê ýòîé ïîäîáëà-

ñòè). Ñóùåñòâåííûì óñëîæíåíèåì â ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèå

îãðàíè÷åíèÿ íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ. Òàêîå îãðàíè÷åíèå ñâÿçà-

íî ñ íåâîçìîæíîñòüþ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íàéòè ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ñèëîâîå âîç-

äåéñòâèå. Â öåëîì àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ìåõàíèêè ñâÿçàíà
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ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ ïîñòàíîâîê, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ, íî ýòè îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûìè.

Èññëåäîâàíèå óïðàâëÿåìîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíîé ïàìÿòüþ àêòó-

àëüíî â ñèëó øèðî÷àéøåãî ñïåêòðà ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæå-

íèÿõ. Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûìè ÷ëåíàìè òèïà ñâåðòêè

÷àñòî âîçíèêàþò â òàêèõ ïðèëîæåíèÿõ, êàê ìåõàíèêà ãåòåðîãåííûõ ñðåä, òåîðèÿ âÿçêî-

óïðóãîñòè, òåïëîôèçèêà è êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãàçîâ. Íàïðèìåð, ñòðîãî äîêàçàíî, ÷òî

â ñëó÷àå äâóõôàçíîé ãåòåðîãåííîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç âÿçêîé æèäêîñòè è óïðóãèõ

äîáàâîê, ýôôåêòèâíîé áóäåò ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì è ñîîòâåòñòâóþùåå ÿäðî ñâåðòêè ñîñòîèò èç êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ñóììû

óáûâàþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Åñëè âÿçêîñòü æèäêîñòè ìàëà (âåëèêà), òî ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò (íå ñî-

äåðæèò) ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåíèþ Êåëüâèíà-Ôîéãõòà. Áîëåå

ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ îïèñàí â [9]. Â òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè, êàê ïðàâèëî, ÿäðà ðåëàê-

ñàöèè ïðèáëèæàþòñÿ ñóììàìè ýêñïîíåíò. Â òåïëîôèçèêå çàêîíû òåïëîïðîâîäíîñòè ñ

èíòåãðàëüíîé ïàìÿòüþ ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èçó÷åíèÿ âî ìíîãèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ðà-

áîòàõ, â ÷àñòíîñòè, ñì. [7]. Íàëè÷èå èíòåãðàëüíîé ïàìÿòè â çàêîíå òåïëîïðîâîäíîñòè

ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ òåïëîâîãî ôðîíòà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðî-

ñòüþ. Ýòî ñîçäàåò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷üå ðåøåíèå

çàäàåò ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Òàêæå óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ

îïèñûâàþò ïðîöåññ äèôôôóçèè çàïàçäûâàþùèõ íåéòðîíîâ â ÿäåðíîì ðåàêòîðå, àêó-

ñòèêó â ñðåäå, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé æèäêîñòü ñ ïðèìåñüþ òâåðäûõ ÷àñòèö.

3 Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû óïðàâëÿåìîñòè äëÿ êëàññè-

÷åñêèõ ñèñòåì ìåõàíèêè (ìåìáðàíû è ïëàñòèíû) î÷åíü âûñîêà. Îòìåòèì íåêîòîðûå,

íàèáîëåå âàæíûå, ðåçóëüòàòû.

Ðàíåå âîïðîñ îá óïðàâëåíèè êîëåáàíèÿìè ïëîñêîé ìåìáðàíû c ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ

ñèë ðàññìàòðèâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, îáçîðíûå ñòàòüè [6, 10], à òàê-

æå ïðèâåäåííóþ â íèõ ëèòåðàòóðó). Â [5] îïèñûâàåòñÿ çàäà÷à îá îñòàíîâêå êîëåáàíèé

îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî çà

êîíå÷íîå âðåìÿ ïîëíîñòüþ îñòàíîâèòü êîëåáàíèÿ ñòðóíû ïðè îãðàíè÷åíèè íà àáñîëþò-

íóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, è äàåòñÿ îöåíêà âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ

ïîëíîé îñòàíîâêè êîëåáàíèé. Â [1] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíî-
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ñòè, àíàëîãè÷íûå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñ-

ëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì óêàçàííûå óñëîâèÿ äàëåêî íå âñåãäà ïðèâîäÿò ê êîí-

ñòðóêòèâíîìó ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â [10] ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à

î ïîëíîé îñòàíîâêå äâèæåíèÿ ìåìáðàíû, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ãðàíè÷-

íîãî óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàåòñÿ âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëíîé îñòàíîâêè êîëåáàíèé.

Çäåñü àâòîðû âî ìíîãèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ îòêàçûâàþòñÿ îò òðåáîâàíèé îïòèìàëüíî-

ñòè óïðàâëåíèÿ è ðàññìàòðèâàþò òîëüêî ïðîáëåìó óïðàâëÿåìîñòè, ÷òî ñóùåñòâåííî

îáëåã÷àåò èññëåäîâàíèå. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷å-

íèåì íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùèõ ñèë, à òàêæå íåò ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, à òîëüêî äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïîìèìî ïðèâåäåíèÿ â ïîëíûé ïîêîé, äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñó-

ùåñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ. Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â çàäàíèè

íà ãðàíèöå îáëàñòè íåêîòîðîãî óïðàâëåíèÿ ïî îáðàòíîé ñâÿçè, êîòîðîå ¾ñòàáèëèçèðó-

åò¿ ðåøåíèå, ò. å. ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà âðåìÿ t ñòðåìèòñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè. Íàïðèìåð, â [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ýíåðãèè ìåìáðàíû

ïîñðåäñòâîì òðåíèÿ, ââåäåííîãî íà ãðàíèöå. Áîëåå òî÷íî, ãðàíèöà îáëàñòè, çàíèìàåìîé

ìåìáðàíîé, ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: Γ0 è Γ1. Íà Γ0 ââîäèòñÿ óñëîâèå Äèðèõëå, ò. å. ýòà

÷àñòü ãðàíèöû æåñòêî ôèêñèðóåòñÿ, à íà Γ1 ââîäèòñÿ êðàåâîå óñëîâèå âèäà

∂w

∂ν
= −k∂w

∂t
,

ãäå w � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Γ1, k > 0. Çà-

äàííîå òàêèì îáðàçîì òðåíèå ïðèâîäèò ê äèññèïàöèè ýíåðãèè ñèñòåìû, à ñëåäîâàòåëü-

íî, ê ñòàáèëèçàöèè åå êîëåáàíèé. Òàê êàê ÷àñòü ãðàíèöû çàôèêñèðîâàíà, òî ýíåðãèÿ

ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì íîðìû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ: H1 × L2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t→ +∞ ðåøåíèå çàäà÷è è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t (ñêîðîñòü)

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïî íîðìàì ïðîñòðàíñòâ H1 è L2, ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî â óêà-

çàííîé ïîñòàíîâêå íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è äîëæíû áûòü âûáðàíû äîñòàòî÷íî ãëàäêè-

ìè è óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ. Ïîõîæàÿ ïîñòàíîâêà ðàññìàòðèâàëàñü

è äëÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîé ñòàáèëèçàöèè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé òîíêîé ïëàñòèíû [11].

Â öåëîì ìåòîäû ãðàíè÷íîé ñòàáèëèçàöèè äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíû, òàê êàê ïîçâîëÿ-

þò ïðèâåñòè êîëåáàíèÿ ñèñòåìû çà êîíå÷íîå âðåìÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü

íóëÿ, ÷òî íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, ðàâíîñèëüíî ïðèâåäåíèþ â ïîêîé. Òåì íå ìåíåå,

ó ýòèõ ìåòîäîâ åñòü è íåäîñòàòîê. Âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ñòàáèëèçàöèþ, ìîæåò îêà-

çàòüñÿ áîëåå äëèòåëüíûì, ÷åì â çàäà÷àõ òî÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ïëàñòèíû

èçâåñòíû ñïîñîáû, ïîçâîëÿþùèå ïðèâîäèòü êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â ïîêîé çà ñêîëü óãîäíî

ìàëîå âðåìÿ.

Ïðîáëåìû óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì,
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èññëåäîâàíû íå ñòîëü ïîäðîáíî. Äàäèì êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîìó âîïðîñó.

Íàëè÷èå íåëîêàëüíîãî ÷ëåíà òèïà ñâåðòêè â óðàâíåíèÿõ è ñèñòåìàõ ïðèâîäèò ê áîëü-

øîìó êîëè÷åñòâó èíòåðåñíûõ êà÷åñòâåííûõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå íå íàáëþäàþòñÿ â êëàñ-

ñè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íàïðèìåð, ñèñòåìû ïîäîáíîãî òèïà ñîäåðæàò ñâîéñòâà îäíîâðåìåííî ïàðàáîëè÷åñêèõ

è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷àõ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

ñïåêòð ñîñòîèò èç âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò äèñ-

ñèïàöèè ýíåðãèè â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîñëåäíÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåò-

ñòâóåò êîëåáàíèÿì. Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, áëèçêîãî

ê ìåòîäó Ôóðüå. Áîëåå òîãî, ñèñòåìû äàííîãî òèïà îáû÷íî íåóïðàâëÿåìû â ïîêîé, åñëè

ìû ïðèìåíÿåì ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå èëè óïðàâëåíèå, êîòîðîå ðàñïðåäåëåíî íà ÷àñòè

îáëàñòè.

Åñëè óïðàâëåíèå ðàñïðåäåëåíî ïî âñåé îáëàñòè, òî èíòåãðàëüíûå ÷ëåíû â íåêîòîðîì

ñëó÷àå ¾ïîìîãàþò¿ ïðîöåññó óïðàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü

ñóùåñòâåííî ñîêðàùåíî. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé

â [12] èíîãäà óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì ñ íåëîêàëüíûìè ÷ëåíàìè òèïà

ñâåðòêè (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [13]).

Óïîìÿíóòàÿ âûøå íåóïðàâëÿåìîñòü áûëà îáíàðóæåíà â [14] äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâ-

íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïàìÿòüþ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâîéñòâî óïðàâëÿåìîñòè â ïîêîé íå íàáëþäàåòñÿ. Íàïðèìåð,

â [14] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïàìÿòüþ íå ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíî â ïîêîé çà êîíå÷íîå âðåìÿ, åñëè íåêîòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ àíàëèòè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò íóëè. Ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ ãðàíè÷íîãî è ëîêàëüíîãî óïðàâëå-

íèé. Áîëåå òîãî, ñëó÷àé ëîêàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ñëó÷àþ ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ. Ìû ïîëó÷èëè ïîõîæèå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷ ñ äâóìåðíûìè îáëàñòÿìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòó [15], òàê êàê â íåé óñòàíîâëåíà íåóïðàâëÿåìîñòü äëÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïàìÿòüþ â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ìíîãîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

ñ ïàìÿòüþ áûëè ïîëó÷åíû â [13]. Òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ ýòèì

óðàâíåíèåì, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà â ïîêîé ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîãî ðàñïðåäåëåííîãî

óïðàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ÿäðî â èíòåãðàëüíîì ÷ëåíå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó èç N

óáûâàþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, áëèçêèõ ê óðàâíåíèþ Ãóðòèíà-

Ïèïêèíà

θ̇(t, x) =

t∫
0

K(t− s)∆θ(s, x)ds, (1)
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øèðîêî èçó÷åíû â ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå. Óðàâíåíèå (1) áûëî âïåðâûå âûâåäåíî â

[7]. Âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé äàííîãî

òèïà áûëè èññëåäîâàíû â [16, 17]. Â [18] äîêàçàíî, ÷òî ýíåðãèÿ íåêîòîðîé äèññèïàòèâíîé

ñèñòåìû óáûâàåò ïîëèíîìèàëüíî, â òî âðåìÿ êàê ÿäðî óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàçðåøèìîñòüþ ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì

(1) è åìó ïîäîáíûõ ðàññìàòðèâàëèñü â [19]. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò

íåêîòîðîìó ñîáîëåâñêîìó ïðîñòðàíñòâó íà ïîëóîñè (ïî ïåðåìåííîé t), åñëè ÿäðî K(t) �

ñóììà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞.

Èíòåðåñíûå òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â [20] â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ÿäðî K(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé óáûâàþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé.

4 Öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé äâóìåðíûì âîëíîâûì

óðàâíåíèåì, ìîæíî îñòàíîâèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ îãðàíè÷åííûì ïî àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå ñèëîâûì óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì (óñëîâèå Íåéìàíà), ïðèëîæåííûì ê ÷àñòè

ãðàíèöû. Áîëåå òî÷íî, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ îáëàñòü ñ îòâåðñòèåì è óïðàâëåíèå

ïðèëîæåíî ê âíåøíåìó êîíòóðó ãðàíèöû, êðàÿ îòâåðñòèÿ îñòàþòñÿ çàêðåïëåííûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïîä îñòàíîâêîé êîëåáàíèé â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ ââèäó äîñòèæåíèå â

òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ ñ íóëåâûì ñìåùåíèåì è íóëåâîé ñêîðîñòüþ.

2. Äîêàçàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé äâóìåðíûì âîëíîâûì

óðàâíåíèåì ìîæíî îñòàíîâèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ îãðàíè÷åííûì ïî àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå ñèëîâûì óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì (óñëîâèå Íåéìàíà), ïðèëîæåííûì êî âñåé

ãðàíèöå. Â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü áåç îòâåðñòèé. Ïîä îñòàíîâêîé êîëå-

áàíèé ïðè ýòîì èìååòñÿ ââèäó äîñòèæåíèå â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ

ñ ïîñòîÿííûì ñìåùåíèåì è íóëåâîé ñêîðîñòüþ.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì êîëåáàíèé

òîíêîé ïëàñòèíû, ìîæíî îñòàíîâèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ îãðàíè÷åííûì ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå ñèëîâûì óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì (óñëîâèå Íåéìàíà), ïðèëîæåííûì ê ÷à-

ñòè ãðàíèöû. Áîëåå òî÷íî, ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê è â ï. 1 äâóìåðíàÿ îáëàñòü ñ îòâåðñòèåì

è óïðàâëåíèå ïðèëîæåíî ê âíåøíåìó êîíòóðó ãðàíèöû, êðàÿ îòâåðñòèÿ îñòàþòñÿ æåñò-

êî çàêðåïëåííûìè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñìåùåíèå è ñêîðîñòü ÿâëÿþòñÿ ôèíèòíûìè

ôóíêöèÿìè, âçÿòûìè èç íåêîòîðûõ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïîä îñòàíîâêîé

êîëåáàíèé â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ ââèäó äîñòèæåíèå â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
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ñîñòîÿíèÿ ñ íóëåâûì ñìåùåíèåì è íóëåâîé ñêîðîñòüþ.

4. Äîêàçàòü ëîêàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü äëÿ óðàâíåíèÿ ¾êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû¿ íà òîðå.

Â äàííîì ñëó÷àå ïîäîáëàñòü, ê êîòîðîé ïðèëîæåíî óïðàâëåíèå, ïðîèçâîëüíà è ïîðÿäîê

ãëàäêîñòè ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ ðàñòåò ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ.

5. Äîêàçàòü îòñóòñòâèå ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâà-

åìîé óðàâíåíèåì Ãóðòèíà-Ïèïêèíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ÿäåð. Ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç

íåïðåðûâíûõ íà âðåìåííîé ïîëóîñè ôóíêöèé, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êîòîðûõ èìååò,

ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí íóëü â îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè. Îòñóòñòâèå ëîêàëüíîé óïðàâ-

ëÿåìîñòè â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû,

êîòîðûå íåëüçÿ ïîãàñèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì, ïðèëîæåííûì

ê ïîäîáëàñòè.

6. Äîêàçàòü îòñóòñòâèå ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñû-

âàåìîé óðàâíåíèåì Ãóðòèíà-Ïèïêèíà ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâëåííûì ðÿäîì èç óáûâàþùèõ

ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ñ ¾ìåäëåííî¿ ðàñòóùèìè ïîêàçàòåëÿìè. Îòñóòñòâèå ãëî-

áàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå âîçìóùå-

íèÿ ñèñòåìû, êîòîðûå íåëüçÿ ïîãàñèòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì,

ïðèëîæåííûì äàæå êî âñåé îáëàñòè.

7. Äîêàçàòü ãëîáàëüíóþ îãðàíè÷åííóþ óïðàâëÿåìîñòü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âîëíîâî-

ãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíîé ïàìÿòüþ è ÿäðîì, ñîñòîÿùèì èç ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà

óáûâàþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé. Â äàííîì ñëó÷àå ¾îãðàíè÷åííàÿ óïðàâëÿå-

ìîñòü¿ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ îãðàíè÷åíà ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå è â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîëåáàíèÿ ñèñòåìû îñòàíàâëèâàþòñÿ.

8. Äîêàçàòü îòñóòñòâèå ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå) äëÿ ïî÷òè

âñåõ ìîäåëåé ¾íàèâíîé ìåõàíèêè¿ (ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 7, ï. 6).

5 Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â äàííîé äèññåðòàöèè äëÿ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ êëàññè÷åñêèìè ñè-

ñòåìàìè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòàíîâîê èç [4, 6], òàê êàê âåëè÷èíà óïðàâëÿþùåé

ãðàíè÷íîé ñèëû u äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

|u(t, x)| 6 ε.
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Çàìåòèì, ÷òî çäåñü öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàéòè íå îïòèìàëüíîå, íî äîïóñòèìîå, òî åñòü óäî-

âëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ óïðàâëåíèå.

Íàïðèìåð, â ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåìáðàíà, ó êîòîðîé îäíà

÷àñòü ãðàíèöû çàêðåïëåíà è óïðàâëåíèå ïðèëîæåíî ê äðóãîé ÷àñòè. Ýòà óïðàâëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì Íåéìàíà è îãðàíè÷åíà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Íà

îáå ÷àñòè ãðàíèöû íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ (òî÷íûå

ôîðìóëèðîâêè ñì. â ðàçäåëå 7, ï. 1). Öåëüþ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå

ñèñòåìîé ñîñòîÿíèÿ, òàêîãî ÷òî å¼ ñìåùåíèå è ñêîðîñòü ðàâíû íóëþ. Ïîõîæàÿ ïîñòà-

íîâêà ðàññìîòðåíà äëÿ ïðîáëåìû ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ òîíêîé ïëàñòèíîé.

Â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ òàêæå âîçíèêàåò âåñü ñïåêòð ïðîáëåì óïðàâëÿåìîñòè

äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ: ãðàíè÷íàÿ, ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíå-

íèÿ Ãóðòèíà-Ïèïêèíà ñ ÿäðîì â âèäå ñóìì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñïîíåíò íå èìååò

ìåñòà, âîîáùå ãîâîðÿ, äàæå ãëîáàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ

óïðàâëÿåìîñòè ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò ðÿäà, êîòîðûì ïðåäñòàâëåíî ÿäðî ñâåðòêè, äîëæ-

íû äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ñòðåìèòüñÿ ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè. Áëèçêèé ðåçóëüòàò äîêàçàí

â [21]. Ýòîò ðåçóëüòàò ãîâîðèò î ¾íåãðóáîñòè¿ ñâîéñòâà óïðàâëÿåìîñòè â äàííîé çàäà÷å.

Èìåííî, îñòàòîê ðÿäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî çàäàåòñÿ ÿäðî ñâåðòêè, ìîæåò áûòü ñêîëü

óãîäíî ìàë è ñêîëü óãîäíî áûñòðî óáûâàòü. Åñëè ìû îòáðîñèì ýòîò îñòàòîê, òî ñèñòåìà

ñòàíåò óïðàâëÿåìîé, à åãî âîññòàíîâëåíèå ïðèâîäèò ê íåóïðàâëÿåìîé ñèñòåìå. Ýòî è

åñòü ñâîéñòâî ¾íåãðóáîñòè¿ çàäà÷è. Îíî ñîñòàâëÿåò ¾äèññîíàíñ¿ ñ ïðîáëåìîé óïðàâëÿ-

åìîñòè ëèíåéíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó êðèòåðèþ Êàëìàíà

óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì, ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ýêâèâàëåíòíà

ïîëíîìó ðàíãó íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû ñîñòàâëåííîé èç äàííûõ çàäà÷è, ÷òî

â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî îòëè÷èþ îò íóëÿ íåñêîëüêèõ îïðåäåëèòåëåé èç ýëåìåí-

òîâ ýòîé ìàòðèöû. ßñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïðîèçâîëüíîì âîçìóùåíèè äàííûõ

çàäà÷è ýòî ñâîéñòâî îòëè÷èÿ îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåé ñîõðàíÿåòñÿ, ÷òî è ãîâîðèò î ¾ãðó-

áîñòè¿ ñâîéñòâà óïðàâëÿåìîñòè.

Âîîáùå, ñâîéñòâà çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ðàäè-

êàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñèñòåì. Òàê, åñëè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êàê

ïðàâèëî ðàçðåøèìû (ïðè ýòîì, êîíå÷íî, åñòü îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè),

òî ðàçðåøèìîñòü àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì � èñêëþ-

÷èòåëüíûå ñëó÷àè. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòîò ôàêò, ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ãðà-

íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãóðòèíà-Ïèïêèíà. Îêàçûâàåòñÿ, ïðå-

ïÿòñòâèåì äëÿ ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, òî, ÷òî ïëîòíîñòü ñïåê-

òðà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, ãäå ïëîòíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
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íåêîòîðîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè ([22]). ×àñòî ñïåêòðû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

çàäà÷ èìåþò êîíå÷íóþ òî÷êó íàêîïëåíèÿ è ïîýòîìó ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ ¾ãóñòûì¿, îòêóäà

ñëåäóåò îòñóòñòâèå óïðàâëÿåìîñòè. Òàê, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãóðòèíà-

Ïèïêèíà ñ ÿäðîì âèäà (34) çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ðàçðåøèìà òîëüêî â ñëó÷àå,

êîãäà ÿäðî ñîñòîèò èç îäíîé óáûâàþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè; â ñëó÷àÿõ, êîãäà

ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ èëè áîëåå óáûâàþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé

îíà íåðàçðåøèìà èç-çà íàëè÷èÿ êîíå÷íûõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ â ñïåêòðàõ.

Ñëåäóåò óêàçàòü íà îäíó îñîáåííîñòü â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ äëÿ èíòåãðî - äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè óïðàâëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñèëîé, ïðèëîæåííîé ê ïîäîáëàñòè,

òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óïðàâëÿåìîñòü îòñóòñòâóåò ([23]). Ïðè ýòîì â óêàçàííîé ðà-

áîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äàæå ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü âíóòðè îáëàñòè íå

âõîäèò â îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ óïðàâëÿþùåé ñèëû, òî ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ

óïðàâëÿåìîé, ò.å. ñóùåñòâóåò íà÷àëüíîå óñëîâèå, êîòîðîå ìû íå ìîæåì çà êîíå÷íîå âðå-

ìÿ ïðèâåñòè â ïîëíûé ïîêîé, êàêîå áû ìû íå ïðèêëàäûâàëè óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì çàäà÷è.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äîâîëüíî àêòèâíî ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè óïðàâ-

ëåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé ñèëîâûì âîçäåñòâèåì, ïðèëîæåííûì ê äâè-

æóùåìóñÿ ïîäîòðåçêó (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå), â êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ óñòà-

íàâëèâàåòñÿ òàêàÿ âîçìîæíîñòü ([24]). Òàêàÿ ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ êàê áû ïðîìåæóòî÷íîé

ìåæäó çàäà÷åé îá îñòàíîâêå êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ ñèëû, ïðèëîæåííîé ê ôèêñèðîâàííîé

÷àñòè îáëàñòè (èíòåðâàëà), è çàäà÷åé îá óïðàâëåíèè ñèëîé, ïðèëîæåííîé êî âñåé îáëà-

ñòè (èíòåðâàëó). Äàííàÿ ïîñòàíîâêà ïðèâîäèò ê èíòåðåñíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì î

ñóùåñòâîâàíèè áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèé äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò íà îòðåçêå

è îá îöåíêàõ íà ýëåìåíòû ýòîé ñèñòåìû, åñëè îíà ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèå

ïðîáëåìû ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì

íåïîäâèæíîé îáëàñòè, è ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àåâ. Òàê, â [24] ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû ñî ñëàãàåìûì òèïà ñâåðòêè,

ïðè÷åì ÿäðî ñâåðòêè � åäèíèöà. Ïåðåõîä ê óáûâàþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè â

êà÷åñòâå ÿäðà ñâåðòêè ñîâåðøåííî íå î÷åâèäåí. Â ðàáîòå òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðà-

åâûå óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè, è ïåðåõîä ê óñëîâèÿì Äèðèõëå òàêæå íåî÷åâèäåí.

6 Îïèñàíèå ìåòîäîëîãèè èññëåäîâàíèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óïðàâëÿåìîñòè êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå èç-

âåñòíûå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ìåòîäû. À èìåííî, ìåòîäû Ä. Ë. Ðàññåëëà ([6]) î ïîñòðî-

åíèè óïðàâëåíèÿ ÷åðåç ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ íà íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü èëè ÷åðåç
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ñîçäàíèå òðåíèÿ (èëè åãî ¾àíàëîãîâ¿) íà ãðàíèöå îáëàñòè. Òàêæå èìååò ìåñòî ñî÷åòà-

íèå ýòèõ ìåòîäîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé

óðàâíåíèåì ¾êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû¿ íà òîðå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êàñêàäíîãî ðàñùåïëå-

íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è HUM (Hilbert Uniqueness Method).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ èñïîëüóþòñÿ ìåòîä ìîìåíòîâ

è ðàçëè÷íûå ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

îòñóòñòâèÿ óïðàâëÿåìîñòè. Ðå÷ü èäåò î ïðåïÿòñòâèÿõ ê óïðàâëÿåìîñòè ðàçëè÷íûõ ìå-

õàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Â êà÷åñòâå òàêèõ ïðåïÿòñòâèé ìîæíî, íàïðèìåð, óêàçàòü ñóùåñòâî-

âàíèå ïðåäåëüíîé òî÷êè â ñïåêòðå çàäà÷è, ¾ìåäëåííûé¿ ðîñò ñïåêòðà, íàëè÷èå ò.í.

¾òî÷êè âåòâëåíèÿ¿ è äð.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðÿìîå ïðèìåíåíèå óïîìÿíóòûõ âûøå ìåòîäîâ (â

èõ èçíà÷àëüíîì âèäå) áûëî ëèáî íåâîçìîæíî, ëèáî çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó â ïðåä-

ñòàâëåííîé äèññåðòàöèè ïðèõîäèëîñü çà÷àñòóþ èõ àäàïòèðîâàòü èëè ñóùåñòâåííî âè-

äîèçìåíÿòü.

Êðàòêî îïèøåì ïðèìåíåíèå óïîìÿíóòûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ äèñ-

ñåðòàöèè. Â ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâóìåðíóþ ìåìáðàíó ìîæíî

ïðèâåñòè â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîãî ïî àáñîëþò-

íîé âåëè÷èíå óïðàâëÿþùåãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðèëîæåííîãî ê ãðàíèöå ðàññìàò-

ðèâàåìîé ìåìáðàíû. Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà ôóíêöèè íà÷àëüíûõ äàííûõ

(ñìåùåíèå è ñêîðîñòü) íàëîæåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Ãðàíè÷íîå ñèëîâîå âîçäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì Íåéìàíà è â îä-

íîì ñëó÷àå ïðèëîæåíî ê âñåé ãðàíèöå îáëàñòè, à â äðóãîì ñëó÷àå � ê åå ÷àñòè. Ðåøåíèå

çàäà÷è äåëèòñÿ íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ â äî-

ñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñ ïîìîùüþ òðåíèÿ, ââåäåííîãî íà ãðàíèöå

îáëàñòè. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íàÿ ìàëîñòü âåëè÷èíû óïðàâëåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âû-

áîðà áëèçêîãî ê íóëþ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ

ðåçóëüòàòû ðàáîò [6, 25, 26], ïîñâÿùåííûå ñòàáèëèçàöèè ýíåðãèè ìåìáðàí ïîñðåäñòâîì

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Íà âòîðîì ýòàïå óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïîë-

íîå óñïîêîåíèå êîëåáàíèé ìåìáðàíû. Çäåñü ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ìåòîä ïðîäîë-

æåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ íà íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü è ðàññìîòðåíèå íåêîòî-

ðîé ñïåöèàëüíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ýòîé

îáëàñòè. Òîãäà óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå èñõîäíîé îá-

ëàñòè, çàíèìàåìîé ìåìáðàíîé, âçÿòàÿ îò ðåøåíèÿ óêàçàííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

Çàìåòèì, ÷òî ñïîñîá óïðàâëåíèÿ íà äàííîì ýòàïå ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì

ïðîäîëæåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ íà óïîìÿíóòóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü. Ðåøàþùóþ

ðîëü â ïîäîáíîé êîíñòðóêöèè èãðàåò îáðàòèìîñòü êëàññè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
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ïî âðåìåíè. Óïðàâëåíèå òàêîãî ðîäà èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ 70�90-

õ ãã. Â äàííîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî ñèëîâîãî

âîçäåéñòâèÿ âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è áûëî ïðèâåäåíî

â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ïî íîðìå íåêîòîðîãî ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà

ïåðâîì ýòàïå.

Òàêæå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ â ïîêîé ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé òîíêîé

ïëàñòèíû èìåííî â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ îãðàíè÷åíû

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ïðè ýòîì íà ãåîìåòðèþ ãðàíèöû îáëàñòè, çàïîëíåííîé ïëà-

ñòèíîé, íàëîæåíû ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ (ñì. ðàçäåë 7, ï. 2). Êðîìå òîãî, íà íà-

÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è òàêæå íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ, à èìåííî óñëîâèÿ

ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ (ñì. ðàçäåë 7, ï. 2). Îñòàþòñÿ îòêðûòûìè âîïðîñû óïðàâ-

ëÿåìîñòè, ñâÿçàííûå ñ îñëàáëåíèåì äàííûõ îãðàíè÷åíèé. Íàïðèìåð, â ïðåäñòàâëåííîì

èññëåäîâàíèè ãðàíèöà îáëàñòè, çàíèìàåìîé ïëàñòèíîé, äîëæíà ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷à-

ñòåé. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëàñòèíà ñ îòâåðñòèåì. Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, ìîæíî ëè

ïðèâåñòè â ïîêîé êîëåáàíèÿ (îãðàíè÷åííûì ãðàíè÷íûì âîçäåéñòâèåì), åñëè îòâåðñòèÿ

íåò è îáëàñòü îäíîñâÿçíà. Òàêæå âîçíèêàåò çàäà÷à ïî ñíèæåíèþ ñòåïåíè ãëàäêîñòè

íà÷àëüíûõ äàííûõ, â äàííîì èññëåäîâàíèè íà íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå íàêëàäûâàþòñÿ

äîñòàòî÷íî ñèëüíûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè.

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ðàñïðåäåëåííîãî (â òîì ÷èñëå ëî-

êàëüíîãî) è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì

Ãóðòèíà-Ïèïêèíà è åìó ïîäîáíûõ. Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò ÷ëåí ñâåðòî÷íîãî (ïî âðå-

ìåííîé ïåðåìåííîé) òèïà, ýòîò ÷ëåí ÷àñòî íàçûâàþò ïàìÿòüþ. Ñòàâèòñÿ âîïðîñ î âîç-

ìîæíîñòè ïðèâåäåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ïîñðåäñòâîì ðàçëè÷íûõ ñïîñî-

áîâ óïðàâëåíèÿ, à èìåííî, ãðàíè÷íîãî, ëîêàëüíîãî è ïðèëîæåííîãî êî âñåé îáëàñòè.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîíÿòèå ¾ïðèâåäåíèå â ïîêîé¿ äëÿ ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ

íå ýêâèâàëåíòíî ïðèâåäåíèþ ñèñòåìû â íóëåâîå ñîñòîÿíèå. Êðîìå òîãî, óïðàâëÿåìîñòü

â ïîêîé äëÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé íå âñåãäà âîçìîæíà äàæå, åñëè óïðàâëÿþùåå âîçäåé-

ñòâèå ïðèëîæåíî êî âñåé îáëàñòè, çàíèìàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé (ñì. ðàçäåë 7, ï.

5). Èìåííî çäåñü è ïðèìåíÿþòñÿ ïðåïÿòñòâèÿ ê óïðàâëÿåìîñòè, óïîìÿíóòûå â íà÷àëå

äàííîãî ðàçäåëà.

7 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Â äàííîì ðàçäåëå ÷åðåç w è θ îáîçíà÷åíû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, t è x

� âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâåííî.

1. Î çàäà÷àõ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé äâóìåð-
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íûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 ñ áåñêîíå÷íî

ãëàäêîé ãðàíèöåé, ν � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω, Σ � áîêîâàÿ

ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà QT = (0, T )× Ω.

Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω (èëè ëþáàÿ äðóãàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü)

ðàñïîëîæåíà ëîêàëüíî ïî îäíó ñòîðîíó îò ñâîåé ãðàíèöû.

Ïóñòü òàêæå ãðàíèöà îáëàñòè Ω ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ ÷àñòåé Γ0 è Γ1, ò. å.

∂Ω = Γ0 ∪ Γ1.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî

Γ0 ∩ Γ1 = ∅

è Γ0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω∗, òàêîé ÷òî Ω∩Ω∗ = ∅ (Ðèñ.
1).

Ðèñ. 1

Îáîçíà÷èì

Σi = (0, T )× Γi, i = 0, 1.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìåìáðàíû:

wtt(t, x)−∆w(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT , (2)

w|t=0 = ϕ(x), wt|t=0 = ψ(x), x ∈ Ω, (3)

w(t, x) = 0, (t, x) ∈ Σ0, (4)

∂w

∂ν
= u(t, x), (t, x) ∈ Σ1. (5)
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Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîèòü òàêîå óïðàâëÿþùåå

âîçäåéñòâèå u, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

|u(t, x)| 6 ε, (6)

÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå w è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t îáðàùàþòñÿ â íóëü â

íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè T , ò. å. w(T, x) = 0, wt(T, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Ω. Åñëè äàííàÿ

çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, òî ñèñòåìó (2)�(5) áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿåìîé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

H3
0(Ω) = {(w1, w2) ∈ H3(Ω)×H2(Ω) : w1(x) = w2(x) = ∆w1 = 0, x ∈ Γ0}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ãðàíèöà Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò

òî÷êà x0 ∈ R2, òàêàÿ, ÷òî:

1) (x− x0) · ν 6 0, x ∈ Γ0,

2) (x− x0) · ν > β > 0, x ∈ Γ1,

êðîìå òîãî, (ϕ(x), ψ(x)) ∈ H3
0(Ω) è

∂ϕ

∂ν
= ψ =

∂ψ

∂ν
= ∆ϕ = 0 íà Γ1. (7)

Òîãäà ñèñòåìà (2)�(5) óïðàâëÿåìà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåò çàêðåïëåíèÿ ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè. Ðàññìîòðèì

íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

wtt(t, x)−∆w(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT = (0, T )× Ω, (8)

w|t=0 = ϕ(x), wt|t=0 = ψ(x), x ∈ Ω, (9)

∂w

∂ν
= u(t, x), (t, x) ∈ Σ, (10)

ãäå Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî êðóãà îá-

ëàñòü ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé. Íà÷àëüíûå äàííûå ϕ(x) è ψ(x) çàäàíû è áó-

äóò âûáðàíû èç ïîäõîäÿùèõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, u(t, x) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ,

îïðåäåëåííàÿ íà ãðàíèöå Γ = ∂Ω.

Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå çàäàííîå ÷èñëî. Íàëîæèì îãðàíè÷åíèå íà ôóíêöèþ

óïðàâëåíèÿ:

|u(t, x)| 6 ε. (11)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå u(t, x), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåí-

ñòâó (11) òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå w(t, x) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (8)�(10)

è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t ïðèõîäÿò â ñîñòîÿíèå (C, 0) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè

T , ò.å.

w(T, x) = C, wt(T, x) = 0, (12)
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äëÿ âñåõ x ∈ Ω. Â äàííîì ñëó÷àå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Åñëè âîçìîæíî ïîñòðîèòü

óïðàâëåíèå u(t, x) òàêîå, ÷òî óñëîâèÿ (12) äîñòèãíóòû, òî ñèñòåìà (8)�(10) íàçûâàåòñÿ

óïðàâëÿåìîé â ïîêîé.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ C â äàííîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, à çàâèñèò îò

âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïàðàìåòðà ε,

C =
1

|Γ|

∫
Γ

ϕ(x)dΓ +
1

k(ε)|Γ|

∫
Ω

ψ(x)dx, (13)

ãäå |Γ| � äëèíà Γ è k(ε)→ 0 ïðè ε→ 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ(x) ∈ H6(Ω) è ψ(x) ∈ H5(Ω) òàêèå, ÷òî

∂ϕ(x)

∂ν
= ∆ϕ(x) =

∂∆ϕ(x)

∂ν
= ∆2ϕ(x) =

∂∆2ϕ(x)

∂ν
= 0, x ∈ Γ,

ψ(x) =
∂ψ(x)

∂ν
= ∆ψ(x) =

∂∆ψ(x)

∂ν
= ∆2ψ(x) = 0, x ∈ Γ. (14)

Òîãäà ñèñòåìà (8)�(10) óïðàâëÿåìà â ïîêîé.

Äàäèì îáúÿñíåíèå çíà÷åíèÿ óñëîâèé ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ è óñëîâèé (14).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåìîå

ðåøåíèå è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé t ñòàáèëèçèðóþòñÿ â ìàëóþ îêðåñò-

íîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (C, 0) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C4(Ω)× C3(Ω), âòîðîé ýòàï

ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ñèñòåìó â ïîêîé èç ýòîé ìàëîé îêðåñòíîñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçà-

òåëüñòâà (ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ) ñâÿçàíà ñ ââåäåíèåì òðåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ýòî

òðåíèå ñîçäàåò äèññèïàöèþ ýíåðãèè, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè.

Ýòî òðåíèå è ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèåì. Â äàííîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå (11) áóäåò âûïîë-

íåíî áëàãîäàðÿ äîñòàòî÷íîé ¾ìàëîñòè¿ ýòîãî òðåíèÿ è ýòà ¾ìàëîñòü¿ äîñòèãàåòñÿ çà

ñ÷åò âàðèàöèè íåêîòîðîãî êîýôôèöèåíòà. Óñëîâèÿ (14) íàêëàäûâàþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ïîñòàíîâêà çàäà÷è îñòàâàëàñü êîððåêòíîé äëÿ ëþáîãî âûáðàííîãî êîýôôèöèåíòà

òðåíèÿ.

2. Ãàøåíèå êîëåáàíèé òîíêîé ïëàñòèíû îãðàíè÷åííûì âîçäåéñòâèåì, ïðè-

ëîæåííûì ê ãðàíèöå. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè R2 ñ áåñêîíå÷íî

ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñâÿçíûõ ÷àñòåé: Γ0 è Γ1, ò.å. Γ = Γ0 ∪ Γ1 è

ν = (ν1, ν2) � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî

âûïîëíåíî óñëîâèå:

Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ0 äîëæíà áûòü òàêæå ãðàíèöåé íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Ω∗, òàêîé ÷òî Ω ∩ Ω∗ = ∅.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé òîíêèõ

ïëàñòèí:

wtt(t, x) + ∆2w(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT = (0, T )× Ω, (15)
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w|t=0 = ϕ(x), wt|t=0 = ψ(x), x ∈ Ω, (16)

w =
∂w

∂ν
= 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0, (17)

∆w+ (1− µ)B1w = u1(t, x),
∂∆w

∂ν
+ (1− µ)

∂B2w

∂τ
= u2(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Γ1, (18)

ãäå µ � ïîñòîÿííàÿ Ïóàññîíà (0 < µ < 1/2), τ = (−ν2, ν1) � êàñàòåëüíûé âåêòîð, à B1,

B2 � ãðàíè÷íûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè:

B1w = 2ν1ν2
∂2w

∂x1∂x2

− ν2
1

∂2w

∂x2
2

− ν2
2

∂2w

∂x2
1

,

B2w = (ν2
1 − ν2

2)
∂2w

∂x1∂x2

+ ν1ν2

(
∂2w

∂x2
2

− ∂2w

∂x2
1

)
.

Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ãðàíèöå Γ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

x · ν = x1ν1 + x2ν2 6 0 íà Γ0,

x · ν = x1ν1 + x2ν2 > 0 íà Γ1.

Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîèòü òàêèå óïðàâëÿþùèå

âîçäåéñòâèÿ u1 è u2, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì:

|ui(t, x)| 6 ε, i = 1, 2, (19)

÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå w è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî t îáðàùàþòñÿ â íóëü â íåêîòîðûé

ìîìåíò âðåìåíè T , ò. å. w(T, x) = 0, wt(T, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Ω. Íóëåâîå ñìåùåíèå è

íóëåâóþ ñêîðîñòü áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x) ∈ H6(Ω) è ψ(x) ∈ H4(Ω), òàêèå ÷òî îíè ðàâíû íóëþ

âáëèçè ãðàíèöû Γ (ò. å. ÿâëÿþòñÿ ôèíèòíûìè â îáëàñòè Ω). Òîãäà íàéäóòñÿ ìîìåíò

T è óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ u1(t, x) è u2(t, x), óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèþ (19),

òàêèå ÷òî ñèñòåìà (15)�(18) ïðèâîäèìà â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ.

3. Óïðàâëÿåìîñòü â ïîêîé äëÿ óðàâíåíèÿ ¾êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû¿ íà òîðå

â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïðåäåëåííîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ¾êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû¿ íà òîðå:

wtt(t, x) + ∆2w(t, x) = u(t, x), (t, x) ∈ QT = (0, t∗]× T 2, (20)

w|t=0 = w0(x), wt|t=0 = w1(x), x ∈ T 2. (21)

Çäåñü T 2 � 2-ìåðíûé òîð (ãëàäêîå, êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ), êîòîðûé óäîáíî

ïîíèìàòü êàê êâàäðàò [−π, π]2 ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè, u

� óïðàâëåíèå ñ íîñèòåëåì ïî ïåðåìåííîé x, íå ñîâïàäàþùèì ñ T 2, t∗ > 0 � çàäàííûé

çàðàíåå ìîìåíò âðåìåíè.
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Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîèòü òàêîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå

ðåøåíèå w è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t îáðàùàþòñÿ â íóëü â ìîìåíò âðåìåíè t∗, ò. å.

w(t∗, x) = 0, wt(t∗, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ T 2. Íóëåâîå ñìåùåíèå è íóëåâóþ ñêîðîñòü áóäåì

íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ â çàäà÷å (20)�(21) ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëè âûïîëåíû óñëîâèÿ:

w0 ∈ H4(T 2), w1 ∈ H2(T 2), w1 − i∆w0 ∈ H4(T 2). (22)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà Hs(T 2) (s ∈ R) íà T 2 ìîæíî, íàïðèìåð, ïîíè-

ìàòü êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà As/2 = (1−∆)s/2, êîòîðàÿ ñíàáæåíà íîðìîé

‖w‖s = ‖As/2w‖L2(T 2). (23)

Íîðìó (23) óäîáíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðè ðàçëîæåíèè w â ðÿä

(ôîðìàëüíûé ðÿä äëÿ s < 0) ïî ñèñòåìå ýêñïîíåíò {eiαx}α∈Z2 :(∑
(1 + |α|2)s|cα|2

)1/2

.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü íà òîðå T 2 çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ω, äëÿ êîòîðîé ω̄ 6= T 2 è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (22), òîãäà íàéäåòñÿ ñèëîâîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u, òîæäå-

ñòâåííî ðàâíîå íóëþ íà ìíîæåñòâå T 2�ω̄, òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (20)�(21) ïðèâîäèìà

â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ çà âðåìÿ t∗.

Çàìåòèì, ÷òî èç ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (20) ñëåäóåò âîç-

ìîæíîñòü ðåãóëÿðèçàöèè óïðàâëåíèÿ u(t, x) äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Òî åñòü, óâåëè÷è-

âàÿ ñîáîëåâñêóþ ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ, ìû ìîæåì ñäåëàòü u(t, x) ñêîëü óãîäíî

ãëàäêèì êàê ïî âðåìåíè òàê è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Íàïðèìåð, åñëè âû-

áðàòü íà÷àëüíûå äàííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå âêëþ÷åíèÿì: w0 ∈ H6(T 2), w1 ∈ H4(T 2),

w1 − i∆w0 ∈ H6(T 2), òî ìîæíî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî áóäåò âåðíî ñëåäó-

þùåå:

u ∈ C([0, t∗];H
4(T 2)), ut ∈ C([0, t∗];H

2(T 2)), utt ∈ C([0, t∗];L2(T 2)).

4. Çàäà÷è î ïðèâîäèìîñòè â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé âîëíî-

âûì óðàâíåíèåì ñ èíòåãðàëüíîé ïàìÿòüþ. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

θtt(t, x)−K(0)∆θ(t, x)−
t∫

0

K ′(t− s)∆θ(s, x)ds = u(t, x), (24)

x ∈ Ω, t > 0.

θ|t=0 = ϕ0(x), θt|t=0 = ϕ1(x), (25)

θ|∂Ω = 0, (26)
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çäåñü

K(t) =
N∑
j=1

cj
γj
e−γjt, N > 2,

ãäå cj, γj çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, u(t, x) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, îïðåäåëåí-

íàÿ íà íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ïî x) Ω ⊂ Rn ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé

è

|u(t, x)| 6 ε,

ε > 0 � çàäàííàÿ êîíñòàíòà. Òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó â ïîêîé çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ïóñòü A := −∆ � îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Dom(A) := H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Ñëåäóÿ [19], îáîçíà÷èì ÷åðåç W 2
2,γ(R+, A) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ôóíêöèé θ : R+ =

(0,+∞)→ Dom(A), ñíàáæåííîå íîðìîé:

‖θ‖W 2
2,γ(R+,A) =

 +∞∫
0

e−2γt
(∥∥θ(2)(t)

∥∥2

L2(Ω)
+ ‖Aθ(t)‖2

L2(Ω)

)
dt

 1
2

, γ > 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ θ(t, x) íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (24)�(26), åñ-

ëè äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0 òàêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 2
2,γ(R+, A),

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (24) ïî÷òè âñþäó (ïî t) íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè R+ è

óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (25).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (24)�(26) â ðàìêàõ îïðåäåëåíèÿ 1 äàíû

â [19].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ϕ0 ∈ D(Aβ+ 1
2 ) è ϕ1 ∈ D(Aβ), ãäå β > n

2
. Òîãäà, â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèÿ ε, ñóùåñòâóþò óïðàâëåíèå u(t, x) ∈ C([0, T ]× Ω) è âðåìÿ T > 0 òàêèå, ÷òî

äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (24)�(26) âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

θ(T, x) = θ′t(T, x) = 0, (27)

è âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå

|u(t, x)| 6 ε,

äëÿ ëþáûõ t ∈ (0, T ], x ∈ Ω. Åñëè ïîñòðîåííîå óïðàâëåíèå u(t, x) ïðîäîëæèòü íóëåì

ïðè t > T , òî ñèñòåìà îñòàíåòñÿ â íóëåâîì ñîñòîÿíèè è äëÿ t > T .

5. Çàäà÷è î íåïðèâîäèìîñòè â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé

óðàâíåíèåì Ãóðòèíà-Ïèïêèíà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ.

θt(t, x) =

t∫
0

K(t− s)∆θ(s, x)ds+ u(t, x), x ∈ Ω, t > 0. (28)
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θ|t=0 = ϕ(x), (29)

θ(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω. (30)

ßäðî K(t) ìîæåò, íàïðèìåð, èìåòü âèä:

K(t) =
+∞∑
j=1

cj
γj
e−γjt, K(t) =

N∑
j=1

cj
γj
e−γjt.

ãäå cj, γj � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, òàêèå, ÷òî

0 < γ1 < γ2 < ... < γj < ..., γj → +∞, j → +∞.

Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì òàêæå ïèñàòü θ(t) è u(t) âìåñòî θ(t, x) è u(t, x) ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî θ(t) è u(t) ôóíêöèè ïåðåìåííîé t ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðûõ

ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u(t) ∈ Lloc2 ([0,+∞);L2(Ω)) è íà÷àëüíîå óñëîâèå

ξ ∈ H1
0 (Ω). Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî K(t) � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞) òàêàÿ, ÷òî K(0) = µ > 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ

θ(t) ∈ H1
loc([0,+∞);L2(Ω)) ∩ Lloc2 ([0,+∞);DomA)

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (28)�(30), åñëè θ(t) óäîâëåòâîðÿåò (28):

θt(t)−
t∫

0

K(t− s)∆θ(s)ds = u(t)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (29): θ(0) = ξ.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ðàìêàõ îïðåäåëåíèÿ 2 ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, è íå

áûòü, íî â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé ãëàäêîñòè K(t) çàäà÷à (28)�(30) áóäåò ðàçðåøèìîé,

åñëè íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè íà ξ è u(t) (ñì. [27]).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ çàäà÷è (28)�(30) îòñóòñòâóåò óïðàâëÿåìîñòü â ïîêîé, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ u (u âûáèðàåòñÿ

èç ïîäõîäÿùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà), êîòîðîå ðàâíî íóëþ òîæäåñòâåííî (ïî ïåðå-

ìåííîé t) âíå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî îòðåçêà [0, T ], ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íå ðàâíî

òîæäåñòâåííî íóëþ âíå ëþáîãî êîíå÷íîãî îòðåçêà (ïî t).

Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü òàêàÿ, ÷òî D ⊂ Ω. Îïðåäåëèì L̃2(D)

êàê ïðîñòðàíñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç L2(D), ïðîäîëæåííûõ íóëåì íà ìíîæåñòâî Ω \D.

Òåîðåìà 6. Åñëè ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t, x) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà

Lloc2 ([0,+∞); L̃2(D))
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è K̂(λ) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü λ0 â îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè, òîãäà â çàäà÷å

(28)�(30) îòñóòñòâóåò óïðàâëÿåìîñòü â ïîêîé.

Çäåñü K̂(λ) � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè K(t).

Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ÿäåð, äëÿ êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ãëîáàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü â

ïîêîé, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïðèëîæåíî êî âñåé îáëàñòè, çàíè-

ìàåìîé ñèñòåìîé. Ýòî ÿäðî Àáåëÿ è ðÿä èç ýêñïîíåíò ñ ìåäëåííî ðàñòóùèìè ïîêàçàòå-

ëÿìè. Ðàññìîòðèì ÿäðî

K(t) =
+∞∑
j=1

cj
γj
e−γjt, (31)

ò.÷.
+∞∑
j=1

cj
γj
< +∞.

Ïóñòü òåïåðü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ñóùå-

ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (28)�(30) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ,

íàëîæåííûõ íà ÿäðî (31), ξ è ïðàâóþ ÷àñòü u äîêàçàíû â [19].

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîêàçàòåëåì ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

{zk} íàçûâàåòñÿ ÷ècëî

τ = inf

{
α > 0 :

+∞∑
k=1

1

|zk|α
< +∞

}
.

Òåîðåìà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé {γk} ÿäðà (31)
τ > 1. Òîãäà îòñóòñòâóåò óïðàâëÿåìîñòü â ïîêîé äëÿ çàäà÷è (28)�(30), åñëè óïðàâëå-

íèå ïðèëîæåíî äàæå êî âñåé îáëàñòè.

6. Òðè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿ â çàäà÷àõ ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ

ìîäåëåé ¾íàèâíîé ìåõàíèêè¿. Áîëüøîé êëàññ ìîäåëåé ñ èíòåãðàëüíîé ïàìÿòüþ

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðàìêàõ ò.í. ¾íàèâíîé ìåõàíèêè¿. Ñóòü äåëà ñîñòîèò â çàïèñè

îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé (ìû ðàññìàòðèâàåì

çäåñü îäíîìåðíûé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñëó÷àé). Ýòî ñîîòíîøåíèå, â ñâîþ

î÷åðåäü, çàïèñûâàåòñÿ èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ñîåäèíåíèÿ ¾ïðóæèí¿ è ¾ïîð-

øåíüêîâ¿ (òåðìèíîëîãèÿ À. À. Èëüþøèíà è Á. Å. Ïîáåäðè, [28]). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî

ñîåäèíåíèÿ îáðàçóåòñÿ ýëåìåíò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ÿ÷åéêîé ñïëîøíîé ñðåäû

è îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà çàòåì â ðÿäå ñëó÷àåâ (ïðè îïðåäåëåí-

íîì òèïå ñîåäèíåíèÿ ìåæäó ñîáîé ýòèõ ýëåìåíòîâ) ïåðåíîñèòñÿ íà âñþ ñïëîøíóþ ñðå-

äó. Äîêàçûâàåòñÿ ([28]), ÷òî â ðàìêàõ ¾íàèâíîé ìåõàíèêè¿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå

èìååò âèä:

Pσ = Qε, (32)
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ãäå

P =
n∑
i=0

ai
di

dti
, Q =

n+1∑
i=0

bi
di

dti
,

ai > 0, bi > 0, i = 1, 2, ..., n, bn+1 > 0. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

P (λ) =
n∑
i=0

aiλ
i.

Ïóñòü êîðíè λ1, λ2, ..., λn P (λ) âåùåñòâåííûå, îòðèöàòåëüíûå è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïðè-

÷åì ñðåäè íèõ íåò íóëåâîãî. Òîãäà ôîðìàëüíî âûðàçèì σ(t, x) èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîò-

íîøåíèÿ (32):

σ = C0ε+ C1ε̇+

t∫
0

K(t− s)ε(s, x)ds. (33)

Çäåñü ÿäðî K(t) èìååò âèä:

K(t) =
n∑
i=1

Kie
λit. (34)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C0 > 0, C1 > 0 è âñå ïîñòîÿííûåKi, i = 1, 2, ..., n, ìåíüøå ëèáî ðàâíû

íóëþ. Äàííîå óñëîâèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âî âñåõ ïîäîáíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìîäåëÿõ çíàêè

áåðóòñÿ èìåííî òàêèìè.

Ïóñòü θ(t, x) � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, òîãäà åãî ñâÿçü ñ íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé

èìååò âèä:

σx = θ̈, ε = θx. (35)

Èñïîëüçóÿ (35), ïîëó÷èì èç (33) èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

θ̈ = C0θxx + C1θ̇xx +

t∫
0

K(t− s)θxx(s, x)ds. (36)

Óðàâíåíèå (36) îïèñûâàåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé â ìåõàíèêå. Áîëåå

òîãî, â ýòîò êëàññ ïðÿìî èëè êîñâåííî âõîäÿò îñíîâíûå êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (óðàâ-

íåíèÿ êîëåáàíèÿ ñòðóíû, òåïëîïðîâîäíîñòè, òåëåãðàôíîå).

Äëÿ (36) ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, âîçüìåì íóëåâîå óñëîâèå

ó ðåøåíèÿ θ íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà [0, π] è ôóíêöèþ v(t) ∈ Lloc2 (0,+∞) (óïðàâëåíèå)

íà ëåâîì êîíöå. Â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè èìååòñÿ äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ ξ1, ξ2 (ñìå-

ùåíèå, ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâåííî). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â äàííîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò

ãðàíè÷íàÿ óïðàâëåìîñòü â ïîêîé, åñëè ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ξ1, ξ2 òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ v(t), êîòîðîå ðàâíî íóëþ òîæäåñòâåííî âíå íåêîòîðîãî êîíå÷-

íîãî îòðåçêà [0, T ], ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íå ðàâíî òîæäåñòâåííî íóëþ âíå ëþáîãî

êîíå÷íîãî îòðåçêà (ïî t).

Òåîðåìà 8. Çàâåäîìî îòñóòñòâóåò ãðàíè÷íàÿ óïðàâëÿåìîñòü â ïîêîé âî âñåõ ñëó÷à-

ÿõ, êðîìå òðåõ:
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a) C0 > 0, C1 = K1 = K2 = ... = Kn = 0,

á) C1 > 0, C0 = K1 = K2 = ... = Kn = 0,

â) K1 < 0, C0 = K1

λ1
, C1 = K2 = ... = Kn = 0.

Ñëó÷àé (à) äàåò óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ ñòðóíû, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ýòîãî óðàâíå-

íèÿ èìååò ìåñòî ãðàíè÷íàÿ óïðàâëÿåìîñòü. Äëÿ (á) è (â) ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå.

Ãðàíè÷íàÿ óïðàâëÿåìîñòü äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàåìûõ ýòèìè ñëó÷àÿìè, ôîðìàëüíî

îòñóòñòâóåò, åñëè îïðåäåëåíèå óïðàâëÿåìîñòè ïîíèìàòü òàê, êàê îíî áûëî ââåäåíî âû-

øå. Ìåæäó òåì, åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå óçêèé êëàññ íà÷àëüíûõ äàííûõ:

ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ âòîðîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ξ2, òî óðàâíåíèå â ñëó÷àå (á) èíòå-

ãðèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííîé t ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, à â ñëó÷àå (â) ê

óðàâíåíèþ Ãóðòèíà-Ïèïêèíà, êîòîðûå ìîæíî äîïîëíèòåëüíî èññëåäîâàòü íà ïðåäìåò

óïðàâëÿåìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå â ñëó÷àå (â) ïðè ξ2 = 0 ìîæåò áûòü òàêæå

ñâåäåíî ê òåëåãðàôíîìó óðàâíåíèþ.

8 Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà â ðàçðàáîòêó ïðîáëåìû

Áîëüøèíñòâî îïóáëèêîâàííûõ íàó÷íûõ ðàáîò, â êîòîðûõ îòðàæåíû íàó÷íûå ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèè, íàïèñàíû â ñîàâòîðñòâå ñ À. Ñ. Øàìàåâûì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò,

â îñíîâíîì, ïîñòàíîâêè çàäà÷, à òàêæå îáùèå ñîîáðàæåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ìåòîäàì è

òåõíèêå ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ è îòñóòñòâèÿ óïðàâëÿåìîñòè. Àâòîðîì ñäåëàíû òî÷-

íûå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì, ïðîâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà è óêàçàíû îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

9 Îáùèå âûâîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ïðåäñòàâëåííîé äèññåðòàöèè êîìïëåêñíî èññëåäîâàíû âîïðîñû óïðàâëÿåìîñòè äëÿ

äâóõ øèðîêèõ êëàññîâ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè: êëàññè÷åñêèõ (ìåì-

áðàíû, ïëàñòèíû) è ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ (óðàâíåíèå Ãóðòèíà-Ïèïêèíà è åìó ïîäîáíûå).

Äëÿ ìåìáðàí è ïëàñòèí èññëåäîâàíû âîïðîñû ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè â ñëó÷àå,

êîãäà íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñèëîâîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ íàëîæåíî îãðà-

íè÷åíèå, êîòîðîå ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷ó. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ âûïîëíå-

íèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà íà÷àëüíûå äàííûå è íà ãåîìåòðèþ îáëàñòåé (ãðàíèö).

Êðîìå òîãî, èññëåäîâàí âîïðîñ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé

óðàâíåíèåì ¾êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû¿ íà òîðå.

Äëÿ ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ äîêàçàíî îòñóòñòâèå ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè (â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå) äëÿ âñåõ âÿçêî-óïðóãèõ ìîäåëåé ¾íàèâíîé ìåõàíèêè¿, êðîìå òðåõ ñëó÷àåâ. Òàê-
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æå äîêàçàíî îòñóòñòâèå ëîêàëüíîé è ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãóðòèíà-

Ïèïêèíà è øèðîêîãî êëàññà ÿäåð â èíòåãðàëüíîì ÷ëåíå óðàâíåíèÿ, íàéäåíû ïðèìåðû

ÿäåð, äëÿ êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ãëîáàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

10 Ñïèñîê îïóáëèêîâàííûõ ñòàòåé, ãäå îòðàæåíû îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 14 íàó÷íûõ ðàáîò. Äâå ñòàòüè èç æóðíàëà Q1 ïî âåð-

ñèÿì WoS è Scopus, ýòîò æå æóðíàë âõîäèò â ñïèñîê À, 5 ñòàòåé èç æóðíàëîâ Q2 Scopus.

1. Romanov I., Shamaev A. Controllability to Rest for the ¾Plate Oscillation¿ Equation

on the Torus in the Case of Local Force Action. Mathematical Notes. 2023, V. 113, �4, P.

598-600. (Scopus Q2)

2. Ðîìàíîâ È. Â. Îá îòñóòñòâèè óïðàâëÿåìîñòè â ìîäåëÿõ ¾íàèâíîé ìåõàíèêè¿. Òðè

èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿ. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 2023, V. 87, �1, Ñ.

19-25.

3. Ðîìàíîâ È. Â. Èññëåäîâàíèå óïðàâëÿåìîñòè äëÿ íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàåìîé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

åì. Èçâ. ÐÀÍ. ÒèÑÓ. 2022, �2, Ñ. 58-61. (Scopus Q2 äëÿ ïåðåâîäíîé âåðñèè æóðíàëà)

4. Ðîìàíîâ È. Â., Øàìàåâ À. Ñ. Òî÷íîå óïðàâëåíèå ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìîé, îïè-

ñûâàåìîé âîëíîâûì óðàâíåíèåì ñ èíòåãðàëüíîé ïàìÿòüþ. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà. 2022, Âûï. 115, Ñ. 3-13.

5. Romanov I., Shamaev A. Exact Bounded Boundary Controllability to Rest for the

Two-Dimensional Wave Equation. Journal of Optimization Theory and Applications. 2021,

V. 188, �3, P. 925-938. (WoS, Scopus Q1)

6. Romanov I., Shamaev A. Suppression of Oscillations of Thin Plate by Bounded Control

Acting to the Boundary. Journal of Ñomputer and Systems Sciences International. 2020, V.

59, �3, P. 371-380.

7. Ðîìàíîâ È. Â., Øàìàåâ À. Ñ. Î çàäà÷å ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû,

îïèñûâàåìîé äâóìåðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Èçâ. ÐÀÍ. ÒèÑÓ. 2019, �1, Ñ. 109-116.

8. Romanov I., Romanova A. Some Problems of Controllability of Distributed Systems

Governed by Integrodi�erential Equations. IFAC-PapersOnLine. 2018, V. 51, �2, P. 132-137.

9. Romanov I., Shamaev A. Some Problems of Distributed and Boundary Control for

Systems with Integral Aftere�ect. Journal of Mathematical Sciences. 2018, V. 234, �4, P.

470-484.

10. Romanov I., Shamaev A.Noncontrollability to Rest of the Two-Dimensional Distributed
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System Governed by the Integrodi�erential Equation. Journal of Optimization Theory and

Applications. 2016, V. 170, �3, P. 772-782. (WoS, Scopus Q1)

11. Ðîìàíîâ È. Â., Øàìàåâ À. Ñ. Òî÷íîå óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè äâóìåðíîé ìåì-

áðàíû îãðàíè÷åííûì ñèëîâûì âîçäåéñòâèåì, ïðèëîæåííûì ê ãðàíèöå. Äîêëàäû Àêàäå-

ìèè íàóê. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ. 2016, Ò. 470, �1, Ñ. 22-25. (Scopus Q2 äëÿ ïåðåâîäíîé

âåðñèè æóðíàëà)

12. Romanov I., Shamaev A. Exact Controllability of the Distributed System, Governed

by String Equation with Memory. Journal of Dynamical and Control Systems. 2013, V. 19,

�4, P. 611-623. (Scopus Q2)

13. Ðîìàíîâ È. Â., Øàìàåâ À. Ñ. Î çàäà÷å òî÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, îïèñûâàå-

ìîé óðàâíåíèåì ñòðóíû ñ çàïàçäûâàíèåì. Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2013, �11, Ñ.

49-61. (Scopus Q2 äëÿ ïåðåâîäíîé âåðñèè æóðíàëà)

14. Ðîìàíîâ È. Â. Î íåâîçìîæíîñòè ïðèâåäåíèÿ ïëîñêîé ìåìáðàíû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ

ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ ñèë. Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2012, �12, Ñ. 56-64.
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