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Актуальность исследования

Компьютерное моделирование является одним из важнейших современных
методов, используемых в естественных и точных науках, таких как матема-
тика, физика, биология, астрономия. Компьютерное моделирование позволяет
получать достоверные результаты, когда нет возможности использовать анали-
тические формулы, изучать физические явления, не имея лаборатории, разра-
батывать теории, которые потом можно проверить на реальных объектах.

Диссертация посвящена применению компьютерного моделирования для ре-
шения различных задач. Три главы диссертации посвящены следующим зада-
чам: разработка численного алгоритма стохастического процесса для решения
двумерного уравнения Лапласа с границей, разработка численного алгоритма
генерации случайных структур и численная проверка выбранного статистиче-
ского критерия.

В первой главе работы изучаются случайные структуры роста. Это особый
класс объектов, появляющихся в результате различных физических явлений [1],
например, рост самородной меди в каменной породе, формирование снежинок
- ледяных кристаллов [2], пробой в диэлектрике [3]. Математическое моделиро-
вание процессов роста является одним из основных инструментов исследования
таких образований. Для изучения свойств подобных структур, необходимо мо-
делировать сотни миллионов частиц [4]. При моделировании большого числа
частиц появляется несколько проблем. Во-первых, на моделирование требуется
гораздо больше времени. Кроме того, влияют другие параметры, такие как раз-
мер шага блуждающей частицы и количество частиц в численном эксперименте.
Таким образом, разработка эффективных методов моделирования блуждания
частиц является актуальной задачей.

Ещё одной важной практической задачей является разработка элементов
для хранения атомов водорода в водородной энергетике. В настоящее время
наиболее перспективными для решения этой задачи являются вспененные ма-
териалы палладия и платины [5]. Палладиумная пена выделяется среди дру-
гих материалов качеством цикла перекачки и выделением водорода, что, воз-
можно, связано с наличием экспериментально обнаруженных ферромагнитных
свойств пен из палладия. Палладий сам по себе не является ферромагнети-
ком, но есть признаки того, что его низкоразмерные формы могут проявлять
ферромагнитное поведение. Во второй главе диссертационного исследования
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проводится математическое моделирование пеноподобных структур, таких как
пена палладия, и исследование магнитных свойств полученной модели. Разра-
ботка алгоритмов генерации пеноподобных структур для дальнейшего прове-
дения супер-компьютерного моделирования является актуальной задачей для
водородной энергетики.

Компьютерное моделирование широко применяется и в генетике. Напри-
мер, изучение последствий примешивания разных популяций является важной
задачей. Это может помочь понять, как происходят изменения в генетическом
материале людей после смешения популяций, и как это влияет на адаптацию к
окружающей среде. Обнаружение признаков положительного отбора (positive
selection) в популяциях по всему миру помогает раскрыть эволюционную ис-
торию человека, а также генетическую основу разных заболеваний [6]. Боль-
шинство эволюционных геномных исследований человека было проведено для
Европейского, Африканского и Азиатского населения. Однако население с ко-
ренным американским происхождением не было достаточно изучено [7]. Особый
интерес представляет изучение чилийской популяции после колумбийского об-
мена, потому что именно после открытия Америки Колумбом в генах чилийцев
появляются африканская и европейская составляющая, которые могут давать
новые эволюционные преимущества. В работе с помощью компьютерного мо-
делирования сделана проверка наличия естественного отбора для некоторых
гаплотипов после колумбийского обмена у коренного населения Чили.

Постановка проблемы

С помощью компьютерного моделирования можно решать различные клас-
сы задач во многих областях. В диссертационном исследовании мы решаем три
проблемы:

1. Для двумерного уравнения Лапласа с границей оценить первую поправку
для вероятности первого пересечения. На основе проведенного исследова-
ния предложить более эффективные алгоритмы случайного блуждания на
плоскости, работающие в разы быстрее, без потери точности.

2. Для изучения пеноподобных структур предложить алгоритм генерации пе-
ны на плоскости и в пространстве, а также изучить магнитные свойства
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полученных структур при низких температурах с помощью модели Изин-
га.

3. Используя компьютерное моделирование и реальные данные генотипов чи-
лийцев, проверить, что некоторые гаплотипы связанные с адаптацией к
климатическим условиям и защитой от болезней, появились у чилийцев
в результате естественного отбора после примешивания популяций.

Цель

1. Разработать эффективные методы компьютерного моделирования роста
случайных структур, которые представляют из себя решение двумерного
уравнения Лапласа и оценить влияние конечности шага на результат моде-
лирования.

2. Разработать эффективные методы компьютерного моделирования случай-
ных пеноподобных структур на плоскости и в пространстве. Исследовать
магнитные свойства таких структур при низких температурах, используя
модель Изинга.

3. Подтвердить с помощью компьютерного моделирования наличие признаков
естественного отбора в чилийской популяции после примешивания.

Задачи исследования

1. Разработка эффективного алгоритма для моделирования первого пересе-
чения окружности фиксированного радиуса при случайном блуждании ча-
стицы на плоскости.

2. Оценка влияния конечности шага при случайном блуждании в компьютер-
ном моделировании.

3. Разработка эффективного алгоритма для генерации пеноподобной струк-
туры на плоскости и в пространстве.

4. Изучение магнитных свойств полученной пеноподобной структуры на плос-
кости при низких температурах.
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5. Изучение при помощи компьютерного моделирования особенностей генов
коренных чилийцев после примешивания европейских и африканских генов
в результате колумбийского обмена.

Степень разработанности проблемы

Компьютерное моделирование широко применяется для изучение роста
самоподобных структур. Одним из методов построения фракталов являет-
ся выполнение специальной рекурсивной процедуры. В статье [1] был пред-
ложен алгоритм агрегации ограниченной диффузией DLA (Diffusion Limited
Aggregation). Основная идея алгоритма состоит в том, что рост кластера на
квадратной решетке происходит в результате налипания случайно двигающих-
ся частиц на растущую структуру.

В работе [4] был предложен алгоритм блуждания частицы на плоскости, без
решетки, в котором частица при удалении на какое-то расстояние от растуще-
го кластера не уничтожается, а с определенной вероятность возвращается на
радиус рождения и продолжает блуждать. Вероятность возвращения на ради-
ус рождения выводится из уравнения Лапласа, известна связь между вероят-
ностью первого пересечения поглощающей окружности в процессе случайного
блуждания и распределением электрического потенциала, описываемого урав-
нением Лапласа [4]. В статье также была уточнена фрактальная размерность
получившегося в ходе моделирования объекта. Уход от моделирования на ре-
шетке позволяет получить более точное моделирование, но при этом скорость
моделирования падает. В итоге, чтобы получить более точное значение угла, в
котором частица пересечет окружность заданного радиуса, частице требуется
перемещаться с очень маленьким шагом, поэтому время моделирования быстро
возрастает.

Для изучения свойств и особенностей новых материалов часто применяет-
ся компьютерное моделирование. В современном мире все чаще поднимается
вопрос об альтернативных источниках энергии. В качестве альтернативного
источника энергии рассматривается электроэнергия, вырабатываемая водород-
ными установками. Топливные элементы используются для хранения водорода,
причем в них водород хранится не в газообразном или жидком состоянии, а в
виде химических соединений с другими элементами. Одним из перспективных

5



материалов для топливных элементов является вспененный палладий. В рабо-
те [5] авторы в результате эксперимента получают вспененную структуру из
палладиевых проволочек, с контролируемой плотностью. Также авторы изме-
ряют механические прочностные свойства такой пенной структуры.

В работе [8] проведены измерения дифференциальной проводимости нано-
проводников палладия с целью исследования природы резонансов Фано, об-
наруженных на нано-контактах с такими ферромагнетиками, как, например,
никель. В статье [9] представлен обзор современного понимания механики слу-
чайных волоконных сетей.

Не удалось обнаружить в научной литературе работы по компьютерному мо-
делированию пеноподобных структур и исследованию магнитных свойств таких
структур. Компьютерные исследования ограничены исследованием магнитных
свойств атомных цепочек.

Сейчас стала особенно актуальна тема исследования генома человека. Часто
в таких задач применяются разные математические модели вместе с компью-
терным моделированием. Обнаружение сигнала положительного естественного
отбора (positive selection) в популяциях по всему миру помогает раскрыть эво-
люционную историю человека, а также генетическую основу разных заболева-
ний и иных фенотипических признаков [6]. Большинство эволюционных геном-
ных исследований человека было проведено для Европейского, Африканского и
Азиатского населения. Однако население с коренным американским происхож-
дением не было достаточно изучено [7]. Отчасти это связано с: 1) отсутствием
общедоступных геномов нескольких популяций коренных американцев и их сме-
шанных латиноамериканских потомков; 2) технической сложностью выявления
генетических факторов, специфичных для происхождения, в смешанных попу-
ляциях с различными континентальными предками и сложной демографиче-
ской историей. В отличие от перуанцев, колумбийцев, мексиканцев и пуэртори-
канцев, для которых имеется общедоступное секвенирование всего генома [10],
для чилийцев таких данных нет. Результаты этого исследования могут помочь
лучше понять, как происходят изменения в генетическом материале людей по-
сле смешения популяций и как это влияет на адаптацию к окружающей среде
и защиту от болезней.
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Научная новизна

1. Впервые предложен эффективный алгоритм для моделирования случайно-
го блуждания частицы на плоскости и её прилипания к окружности фик-
сированного радиуса, с переменным шагом частицы.

2. На основании проведенных численных расчетов впервые предложено ана-
литическое выражение для зависимости точности моделирования от шага
частицы.

3. Впервые разработан алгоритм генерации двумерной и трёхмерной пенопо-
добной структуры с типичными свойствами наблюдаемых эксперименталь-
но структур.

4. Впервые предложена и исследована модель магнитных свойств пеноподоб-
ной структуры.

5. Изучены особенности недавно впервые секвенированных генов коренных
чилийцев после примешивания европейских и африканских генов в резуль-
тате колумбийского обмена.

Краткое содержание работы

Введение.
Во введении показана научная новизна проведенного исследования, сфор-

мулированы цели и задачи, представлены положения выносимые на защиту.
Обоснована актуальность и практическая значимость научной работы.
Глава 1. Оптимальный алгоритм случайного блуждания на плоско-
сти для определения первого пересечения.

В главе предлагается новый эффективный алгоритм случайного блуждания
на плоскости и оценка вклада размера шага в погрешность при компьютерном
моделировании блуждания. В науке известна связь между вероятностью перво-
го пересечения поглощающей окружности в процессе случайного блуждания и
распределением электрического потенциала, описываемого уравнением Лапла-
са [1]. Случайное блуждание на плоскости начинается из точки с координатами
(𝑅𝑏, 0). Радиус окружности прилипания - 𝑅, 𝑅𝑏 > 𝑅. Тогда вероятность пер-

7



вого пересечения в результате случайного блуждания под углом 𝜑 выражается
формулой [4]:

𝑃 (𝜑) =
1

2𝜋

𝑥2 − 1

𝑥2 − 2𝑥 cos𝜑+ 1
, (1)

где 𝑥 = 𝑅𝑏/𝑅 > 1. С точки зрения аналитических расчетов, частица блуждает
по плоскости с бесконечно малым шагом, и всегда со стопроцентной вероятно-
стью пересечет окружность прилипания. Для компьютерного моделирования
шаг частицы всегда будет конечным и нельзя моделировать бесконечный про-
цесс блуждания, ожидая, когда частица пересечет окружность. Чтобы ускорить
численное моделирование, вводится дополнительная окружность с радиусом 𝑅𝑟

- радиус возвращения. При переходе за эту окружность частица принудительно
возвращается на радиус рождения 𝑅𝑏, по формуле [4]:

𝜑 = 𝑓(𝑢) = 2 arctan

(︂
𝑥− 1

𝑥+ 1
tan𝑢

𝜋

2

)︂
, (2)

где 𝑥 = 𝑅𝑟/𝑅𝑏 > 1, 𝑢 случайная величина, равномерно распределенная на
интервале [−1, 1].

Моделирование было проведено с параметрами: 𝑅 = 10, 𝑅𝑏 = 20, 𝑅𝑟 = 200.
При моделировании блуждания с разными размерами шага стало ясно, что за-
висимость точности моделирования от размера шага не является линейной и
при дальнейшем уменьшении шага точность перестает пропорционально рас-
ти [11]. На основе анализа зависимости отклонения численного результата от
точного (1) была предложена формула зависимости точности моделирования
от шага, где 𝛿 - размер шага:

𝑃𝑒𝑥𝑝(𝜑) ≈ 𝑃 (𝜑)

(︂
1−

(︂
𝛿

𝑅

)︂𝛼

cos𝜑

)︂
, (3)

где 𝛼 < 1. Второй член можно считать поправкой к точному выражению за
счет дискретизации блуждания. Аналитическое решение пока не найдено.

Для ускорения процесса моделирования, нами были предложены два алго-
ритма изменения шага случайного блуждания. Сравнивались три алгоритма:

1. Шаг частицы неизменен на всем промежутке от окружности рождения до
окружности прилипания.
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2. Шаг частицы меняется при пересечении некоторого выбранного нами ра-
диуса смены размера шага.

3. Шаг частицы линейно зависит от расстояния между частицей и началом
координат.

Для сравнения берется время для моделирования обычным алгоритмом (Алго-
ритм 1) с шагом 0.1. Алгоритм 3 оказался наиболее эффективным, примерно в
27 000 быстрее Алгоритма 1.

Было выявлено, что вклад в статистическую погрешность даёт количество
частиц при моделировании, вклад в систематическую ошибку даёт шаг части-
цы, то есть точность результата моделирования зависит от шага. Наилучший
алгоритм из предложенных - это алгоритм с изменением шага по линейному
закону. Такой алгоритм является самым быстрым и точным из рассмотренных,
и позволяет уточнять решение с заданной точностью за разумное время.
Глава 2. Алгоритм генерации пенной структуры на плоскости и в
пространстве.

В главе рассматривается алгоритм для моделирования пеноподобной струк-
туры на плоскости и в пространстве, а также изучается магнитная модель
Изинга для полученной структуры на плоскости. Двумерную пенную струк-
туру можно представить как хаотично разбросанные отрезки фиксированной
длины. У объекта, сконструированного таким образом, есть некоторые анали-
тически выведенные свойства [12] [13].

В работе [14] рассматриваются свойства для множества случайно располо-
женных бесконечных линий на плоскости, пересекающихся между собой. В ре-
зультате таких пересечений получаются полигоны - замкнутые многоугольни-
ки. В статье представлены аналитические расчеты для среднего периметра и
средней площади таких полигонов, в зависимости от плотности линий. Сред-
ний периметр 𝐸(𝑃𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟) = 2𝜋

𝜏 , средняя площадь 𝐸(𝐴𝑟𝑒𝑎) = 𝜋
𝜏2 , где 𝜏 аналог

плотности. В статье [15] указано, как выразить параметр 𝜏 через новый пара-
метр 𝑘, и как посчитать параметр 𝑘. Параметр 𝑘 определяет плотность слу-
чайных линий, это среднее число линий, пересекающих любой прямой отрезок
единичной длины. Таким образом, 1/𝑘 является «средней свободной длиной»
линии, а 𝜏 = 𝜋𝑘

2 . Для нашей модели мы считали 𝑘 и значения площади полиго-
нов и проверяли, с какой точностью мы получим число 𝜋.
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Для проверки своей модели, мы увеличили длину отрезков в боксе так, что-
бы она была больше размера бокса и исследовали асимптотическую зависи-
мость при увеличение размера отрезков и плотности отрезков в боксе. Было
проверено, что для нашей модели площадь и периметр полигонов в асимптоти-
ке совпадают с рассчитанными в статье, а значит модель может быть исполь-
зована для дальнейшего исследования.

Был предложен алгоритм генерации пеноподобной структуры на плоскости:

1. Зададим размер бокса 𝐿 и размер отрезков 𝑙.

2. Генерируем отрезки на плоскости: для этого случайно генерируем коорди-
наты точки начала (x,y) внутри бокса, и угол 𝜑 ∈ [0, 2𝜋]. Далее от этой
точки под выбранным углом отмеряем длину 𝑙. Отрезок может выходить
за пределы бокса, в таком случае он будет обрезан.

3. При пересечении отрезков друг с другом образуются кластеры. Генерация
отрезков прекращается, когда появляется кластер, имеющий пересечения
со всеми сторонами бокса.

4. Все кластеры, кроме единственного, имеющего пересечения со всеми сторо-
нами бокса, удаляются со всеми вошедшими в них отрезками.

5. У оставшегося кластера удаляются отрезки, имеющие с ним только одно
пересечение. Это «промывание» повторяется, пока не будут удалены все
такие отрезки.

В главе подробно описаны структуры данных, используемые для эффек-
тивного моделирования кластера. Мы использовали предложенный алгоритмом
для изучения свойств пенных структур.

Далее изучены магнитные свойства модели, полученной ранее. Для этого
использована математическая модель статистической физики, которая приме-
няется для описания ферромагнитного материала - модель Изинга.

На каждом отрезке в кластере, на расстоянии 1 друг от друга, расставляем
переменные 𝜎 принимающие значения -1, +1. Энергия системы:

𝐸 = −𝐽
∑︁

{𝑖,𝑗|𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑖,𝑗)≤𝑅}

𝜎𝑖𝜎𝑗, (4)
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где 𝐽 - энергия обменного взаимодействия, 𝑅 - радиус взаимодействия. Сум-
мирование в данном выражении производится по всем парам спинов 𝜎𝑖 и 𝜎𝑗,
расстояние между которыми не превосходит значение 𝑅.

В процессе моделирования мы будем вычислять следующие величины тер-
модинамической системы:

• Намагниченность:
𝑀(𝑡) = 𝑁𝑢𝑝 −𝑁𝑑𝑜𝑤𝑛;

• Теплоемкость:
𝐶 =

⟨𝐸2⟩ − ⟨𝐸⟩2

(𝑘𝑇 )2
;

• Магнитная восприимчивость:

𝜒 =
⟨𝑀 2⟩ − ⟨𝑀⟩2

𝑘𝑇
.

Здесь угловыми скобками обозначается усреднение по времени. В качестве вре-
мени берутся шаги моделирования.

Для моделирования использовано два алгоритма.
Локальный Алгоритм Метрополиса [16]:

1. Считаем энергию всей системы.

2. Выбираем случайный спин.

3. Переворачиваем выбранный спин и пересчитываем энергию системы опти-
мальным способом. Если энергия системы уменьшилась или не изменилась,
то принимаем шаг (меняем знак выбранного спина). Если энергия системы
увеличилась - принимаем шаг с вероятностью 𝑒−(𝐸𝑛𝑒𝑤−𝐸𝑜𝑙𝑑)/𝑇 .

Однокластерный Алгоритм Вольфа [17]:

1. Выбираем случайный спин.

2. Выбираем всех соседей выбранного спина на расстоянии 𝑅, имеющих то же
направление спина. Связь с такими соседями будет существовать с вероят-
ностью 𝑝 = 1− 𝑒−2𝐾 , где 𝐾 = 𝐽

𝑘𝑇 .

11



3. Если связь с соседом существует, выбираем этого соседа, и смотрим его со-
седей (на расстоянии 𝑅, имеющих то же направление спина), строим связи
с вероятностью 𝑝 = 1−𝑒−2𝐾 . Не рассматриваем повторно те спины, которые
уже попали в наш кластер.

4. Повторяем предыдущий шаг до тех пор, пока никаких новых связей не
будет создано.

5. Меняем направление спинов во всем кластере на противоположное.

6. Начинаем алгоритм сначала.

Моделирования проведено для различных значений 𝑅 (радиус взаимодей-
ствия) и 𝑇 (температура). Выяснено, что при низких температурах поведение
намагниченности качественно похожи на экспериментальные результаты для
трёхмерной пены [18]

Также предложен алгоритм для генерации трехмерной пеноподобной струк-
туры.

Экспериментальное изучение магнитных свойств пеноподобных структур
происходит в трехмерном пространстве на реальных материалах. Поэтому осо-
бый интерес представляет алгоритм для генерации структуры в пространстве.
Сложность состоит в том, что если просто случайно генерировать отрезки в
пространстве, они будут пересекаться между собой с пренебрежимо малой ве-
роятностью. Поэтому нужен алгоритм, который позволит получить кластеры
отрезков, имеющих пересечения друг с другом.

Зададим размер бокса LxLxL и размер отрезка 𝑙.

1. Генерируем внутри бокса три координаты (x, y, z) - это координаты нача-
ла отрезка. Генерируем случайное направление отрезка, используя метод
Бокса-Мюллера [19].

2. Генерируем случайную плоскость, проходящую через отрезок, для этого ге-
нерируется угол 𝛼 - угол между плоскостью xOy и плоскостью, содержащей
отрезок.

3. В плоскости из предыдущего шага, с центром в начале отрезка, проводится
окружность с радиусом 𝑙.
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4. Ищутся все точки пересечения отрезков с плоскостью, которые попали
внутрь этой окружности.

5. Находим углы, образованные отрезком и лучами из начала отрезка к этим
точкам.

6. Выбираем минимальный угол по абсолютной величине 𝜓. Поворачиваем
отрезок относительно её начала на этот минимальный угол. В результате
получаем пересечение двух отрезков.

7. Обрезаем отрезок, если какая-то её часть вышла за пределы бокса. Запо-
минаем, какую именно грань затронул отрезок.

8. Если отрезок пересекся с другим - он попадает в уже существующий кла-
стер, если пересечений нет, тогда он создает кластер, в котором находится
он один.

9. Возвращаемся к шагу 1, пока не будет выполнено условие окончания алго-
ритма: наличие кластера отрезков, пересекающего все шесть граней бокса.

Приводятся примеры структур, которые построены по этому алгоритму.
Глава 3. Поиск естественного отбора в чилийской популяции по пред-
сказанию локального происхождения геномов.

В главе исследуется популяция чилийцев Мапуче после открытия Америки
Колумбом (колумбийский обмен). Обнаружено, что у чилийцев есть гаплотипы,
связанные с пигментацией, термогенезом и иммунной защитой от патогенов, ко-
торые подвергались естественному отбору. Эти гаплотипы были приобретены
чилийцами в результате смешения с индейцами, европейцами и африканцами
после колумбийского обмена. По геномам восстанавливается популяционная и
эволюционная история чилийского населения. В результате компьютерного мо-
делирования выявлены признаки PAS (The Post-admixture Selection, отбор по-
сле примешивания) в используемых данных в следующих участках генома: са-
мый сильный сигнал естественного отбора относится к гаплотипу, включающе-
му rs12821256, который регулирует экспрессию на KITLG. rs12821256 является
причиной более светлого цвета волос у северных европейцев, KITLG регулиру-
ет количество пигментов меланина в волосяных фолликулах и в коже, а также
участвует в термогенезе.
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С помощью инструмента моделирования SELAM [20] была сгенерирована
популяция чилийцев с разными пропорциями европейской и африканской
компонент и запущена динамика для 10, 12 и 15 поколений. Было показано,
что выбранные участки генома не могли быть получены в ходе случайного
процесса и имел место естественный отбор.

Заключение. В заключении диссертации сформулированы общие выводы
и основные результаты проведенного исследования.

14



Основные результаты, выносимые на защиту:

1. Разработан эффективный алгоритм с адаптивным шагом для моделирова-
ния случайного блуждания на плоскости с последующим прилипанием к
окружности фиксированного радиуса.

2. Оценена погрешность привносимая размером шага случайно блуждающей
частицы по итогам большого числа компьютерных экспериментов. Предло-
жен возможный вид аналитической формулы поправки первого порядка к
точному результату решения уравнения Лапласа.

3. Разработан алгоритм для генерации пеноподобных структур на плоскости
и в пространстве. Проверено соответствие геометрических характеристик
моделируемых структур с аналитическими расчётами.

4. Полученные при помощи модели Изинга на плоской пеноподобной струк-
туре значения физических величин сравнивались с экспериментальными.
Показано, что значения качественно схожи.

5. Исследована популяция коренных чилийцев после примешивания европей-
ских и африканских генов. Найдены участки генома с признаками есте-
ственного отбора.
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