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Введение

Данная диссертация посвящена изучению функций комплексного и кватернионного
переменного и их применениям — главным образом, в геометрии. Мы рассматриваем
функции как на плоскости и римановых поверхностях, так и на решетках.

В теории функций комплексного переменного, особенно на римановых поверхно-
стях, доказательства существования основных объектов зачастую неконструктивны,
что затрудняет их вычисление на практике. Одним из перспективных подходов к вы-
числениям в этой теории — ее дискретизация и последующий предельный переход.

Различные подходы к дискретизации комплексного анализа на плоских графах,
а затем и римановых поверхностях, были предложены Р.Исааксом, Р.Даффином,
Х.Мерка [19, 17, 31, 32], И.А.Дынниковым-С.П.Новиковым [18], А.Бобенко-Х.Мерка-
Ю.Сурисом[4], А.Бобенко-У.Пинкалем-Б.Шпрингборном [5]. Первая из этих теорий,
так называемая линейная дискретизация комплексного анализа на четырехугольной
решетке, в настоящее время развивается особенно активно. Это связано с ее примене-
ниями в статистической физике (С.Смирнов-Д.Челкак [8]; С.Смирнов, М.Христофо-
ров и соискатель [25]), численных методах (К. Хильдебрандт и соавторы [22]), ком-
бинаторной геометрии (Р.Кеньен [24]). См. обзоры С.Смирнова и Л.Ловаша [29, 46].

Комплексный анализ на графах, как и классический комплексный анализ, связан
с теорией потенциала. Поэтому часто используется физическая терминология: взве-
шенный граф называется цепью постоянного (соответственно, переменного) тока,
если вес каждого ребра положителен (соответственно, имеет положительную действ-
ительную часть).

+

−

ω

Рис. 1: Физическая интерпретация замощений: прямоугольника квадратами, много-
угольника квадратами, квадрата подобными прямоугольниками (слева направо).

Исторически одним из первых применений дискретного комплексного анализа
было применение к задаче о разрезании многоугольника на прямоугольники. Зна-
менитая физическая интерпретация таких разрезаний, принадлежащая Р.Бруксу-
К.Смиту-К.Стоуну-У.Татту [6], использует цепи постоянного тока; смотри Рисунок 1
слева и в центре. Эта интерпретация позволила полностью решить ряд задач о разре-
зании многоугольников на квадраты. В последние годы эта идея переживает новый
пик популярности, благодаря применению к моделям квантовой гравитации, принад-
лежащему С. Шеффельду и соавторам.

Более общая задача о разрезании многоугольника на многоугольники заданной
формы также связана с дискретными функциями комплексного переменного. Для ее
решения требуется дальнейшее развитие теории таких функций.
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Рис. 2: Конструкции из дуг окружностей

Далее, мы рассматриваем функции кватернионного переменного, главным обра-
зом, многочлены и рациональные функции. Мы изучаем их приложения в классифи-
кации поверхностей, через каждую точку которых проходит несколько окружностей,
целиком лежащих на поверхности. Его мотивировкой служат, в частности, потенци-
альные приложения в архитектуре.

В современной архитектуре четко прослеживается курс на конструкции свобод-
ной формы, воплощенный в работах таких знаменитых архитекторов, как Ф.Гери и
З.Хадид. В то время как компьютерное моделирование конструкций свободной фор-
мы доступно стандартными средствами, их реальное воплощение остается трудной
задачей. Для того, чтобы конструкцию свободной формы можно было изготовить на
практике, необходим специальный процесс рационализации [35, 3]. Это означает, что
гладкая поверхность заменяется на некоторую решетку, составленную из отдельных
панелей со специальными свойствами.

Как один из подходов к рационализации, П.Бо и соавторы [3] предложили так
называемые конструкции из дуг окружностей. Конструкция из дуг окружностей -
это граф, ребра которого реализованы в виде дуг окружностей, сходящихся в каждой
вершине под равными углами и имеющих в ней общую касательную плоскость. На
рисунке 2 изображены две конструкции из дуг окружностей, имеющие (локально)
комбинаторику квадратной и треугольной решетки, соответственно. В первом случае
конструкция состоит из двух семейств сплайнов, состоящих из дуг окружностей,
пересекающих друг друга под прямым углом. Во втором случае мы видим 3 семейства
сплайнов, пересекающихся под углом 60 градусов. В последнем случае мы имеем
пример так называемой гексагональной ткани, классического объекта геометрии, см.
рисунок 3 и [1, 50, 51, 40, 38, 39, 41].

Следующая фундаментальная проблема близка к рассматриваемой прикладной
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Рис. 3: Гексагональные ткани из окружностей на циклидах Дарбу: гиперболоид и
его образ при инверсии, циклида Дюпена, поверхность канала, общая циклида с
различными тканями (слева направо).

задаче. Откажемся от требования равенства углов, но потребуем, чтобы конструк-
ция была образована цельными дугами окружностями, а не просто сплайнами из них.
Естественный вопрос состоит в том, какие конструкции можно построить из двух се-
мейств окружностей. Он остается открытым долгое время, несмотря на частичные
продвижения, начиная ещё с работ Дарбу 19го века. Хотя решение данной проблемы
не имеет непосредственных приложений в архитектуре, есть основания полагать, что
разработанные методы окажутся полезными для последующих прикладных исследо-
ваний.

Поставленный вопрос естественным образом приводит к вопросу, когда и в какой
мере разложение кватернионных многочленов двух переменных на множители явля-
ется однозначным. Этот вопрос был изучен ранее для случая одной переменной, а
случай двух переменных не поддавался анализу известными ранее методами.

Дискретизация комплексного анализа

Приведем краткий обзор известных ранее и полученных в диссертации результатов.
Классические методы позволяют построить дискретизацию комплексного анали-

за и доказать ее сходимость к непрерывной теории для квадратной и ромбической
решеток. Например, сходимость решения задачи Дирихле на квадратной решетке,
аппроксимирующей область, к решению задачи Дирихле в этой области была дока-
зана Р.Курантом-К.Фридрихсом-Х.Леви [13], а для случая ромбической решетки -
С.Смирновым-Д.Челкаком [8] и неявно П.Сьярле-П.Равьяром [10]. Для более общих
четырехугольных решеток классические методы не работают (причина этого в том,
что пропадает свойство дискретной аналитичности интеграла дискретной аналити-
ческой функции). Они позволяют получить результаты о сходимости лишь в очень
слабом смысле, не оперирующим решениями краевых задач. Нами были предложены
новые методы, которые позволили доказать сходимость для так называемых орто-
гональных решеток (статья 5 в списке публикаций), а также на триангулированных
римановых поверхностях (статья 6 в списке публикаций). Это решает задачу, постав-
ленную С. Смирновым [46, вопрос 1].

Близкий вопрос о сходимости метода конечных элементов Галеркина изучен до-
сконально; смотри, например, учебник [9]. Однако вопрос о сходимости метода ко-
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нечных элементов для триангуляций Делоне римановых поверхностей до нашей сов-
местной работы с А. Бобенко оставался открытым (статья 6 в списке публикаций).

Исторически одним из первых применений дискретного комплексного анализа бы-
ло применение к задаче о разрезании многоугольника на прямоугольники. О физиче-
ской интерпретации таких разрезаний, принадлежащей Р.Бруксу-К.Смиту-К.Стоуну-
У.Татту [6] можно прочитать в элементарном введении, написанном нами [42, 43]. В
совместной работе с М. Прасоловым (статья 1 в списке публикаций) мы развиваем
новый подход к рассматриваемой задаче, использующий цепи переменного тока и
электро-импедансную томографию [7, 11, 12, 14, 15]; смотри Рисунок 1 справа. В
указанной работе также решена задача Х.Фрайлинга [21] о том, какие невыпуклые
многоугольники можно разрезать на квадраты (решенная ранее Р. Кеньоном [24]
только для случая шестиугольника).

Близкие идеи применяются нами для анализа различных решеточных моделей
(статьи 10 и 9 в списке публикаций), смотри также обзоры [23, 27, 48]. Отметим, что
в статье 9 из списка публикаций используются функции на решетке как с комплекс-
ными, так и кватернионными значениями.

Функции кватернионного переменного и циркулярные поверх-
ности

Приведем краткий обзор известных ранее и полученных в диссертации результатов.
Примеры поверхностей в 3-мерном пространстве, через каждую точку которых

проходит несколько окружностей, целиком лежащих на поверхности, известны с дав-
них пор. Будем для краткости называть такие поверхности циркулярными поверхно-
стями. Г.Дарбу ввел специальный класс поверхностей 4-й степени, который он назвал
циклидами. Циклиды Дарбу включают как частные случаи циклиды Дюпена и квад-
рики. Другие примеры изображены на Рисунке 3 справа. Г.Дарбу показал, что через
каждую точку циклиды проходит до 10 окружностей, целиком лежащих на ней, но он
не различал вещественные и комплексные окружности. Р.Блюм [2] построил пример
циклиды с 6 вещественными окружностями через каждую точку.

Рис. 4: Минимальные поверхности Лагерра: геликоид, циклоида, коноид Плюкера,
общая линейчатая поверхность, общие огибающие семейств конусов (слева направо).

Известно совсем немного общих результатов о классификации циркулярных по-
верхностей. Н.Такеучи показала, что поверхность рода 0 или 1, отличная от сферы,
не может содержать более 6 окружностей через каждую точку. Было известно, что
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поверхность, содержащая 2 косферические или 2 ортогональные окружности через
каждую точку, обязательно является циклидой. Однако существуют циркулярные
поверхности, и отличные от циклиды: например, поверхность, получающаяся при
параллельном переносе одной окружности вдоль другой окружности. Поверхности,
содержащие две коники (соответственно, конику и прямую) через каждую точку,
были классифицированы Й.Шихо [37] (соответственно, Х.Браунером).

В совместной работе с Ф.Ниловым (статья 4 в списке публикаций) были описаны
все поверхности, содержащие конику и прямую через каждую точку.

В совместной работе с Г.Потманом и Л.Ши (статья 3 в списке публикаций) най-
дены все так называемые гексагональные ткани из окружностей на всех циклидах,
отличных от сферы и плоскости; смотри Рисунок 3. С помощью близких методов,
совместно с М.Бартоном, П.Бо, Ф.Гросом и Г.Потманом мы также описали все по-
верхности, содержащие семейство изотропных окружностей и все линейчатые по-
верхности, минимальные в смысле Э.Лагерра (статьи 8 и 2 в списке публикаций,
ср. [26, 28, 33, 34, 36, 49]); смотри Рисунок 4. Главную роль в доказательстве послед-
него результата играли функции комплексного переменного.

Наконец, в совместной работе с Р.Красаускасом (статья 7 в списке публикаций)
задача классификации циркулярных поверхностей была полностью решена с помо-
щью Функций кватернионного переменного.

Более подробные изложения указанных доказательств (чем в опубликованных
статьях 7 и 2 из списка публикаций) приводятся на сервере преринтов https://
arxiv.org/abs/1011.0272v2 и https://arxiv.org/abs/1512.09062v3.

Основные результаты

Приведем точные формулировки основных полученных результатов.
Начнем с результатов о сходимости дискретных аналитических функций.
Четырехугольной решеткой называется граф Q, вложенный в комплексную плос-

кость, ребра которого - прямолинейные отрезки, а грани - четырехугольники (не обя-
зательно выпуклые). В зависимости от формы граней, различают решетки квадрат-
ные, ромбические, ортогональные (последнее означает, что диагонали каждой грани
перпендикулярны).

Функция f , заданная на вершинах четырехугольной решетки и принимающая
комплексные значения, называется дискретной аналитической, если для каждого че-
тырехугольника разностные отношения этой функции вдоль обеих диагоналей равны
друг другу. Иными словами, для каждого четырехугольника ABCD выполнено ра-
венство

f(A)− f(C)

A− C
=

f(B)− f(D)

B −D
,

где точки A,B,C,D плоскости отождествлены с комплексными числами. Действи-
тельная часть дискретной аналитической функции называется дискретной гармони-
ческой функцией. Границей решетки Q называется граница ее внешней грани. Мы
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всегда будем считать, что граф Q - конечный, а его граница состоит из одной за-
мкнутой кривой без самопересений.

Пусть g - произвольная гладкая функция, заданная на комплексной плоскости
и принимающая действительные значения. Задача Дирихле на решетке Q состоит
в том, чтобы найти дискретную гармоническую функцию u = uQ,g, совпадающую с
заданной функцией g на границе решетки Q.

Теорема 1. Задача Дирихле на любой конечной четырехугольной решетке имеет
единственное решение.

Будем говорить, что последовательность решеток {Qn} аппроксимирует область
Ω комплексной плоскости, если при неограниченном возрастании n:

- максимальное расстояние от точки границы решетки Qn до границы области Ω

стремится к нулю;
- максимальное расстояние от точки границы области Ω до границы решетки Qn

стремится к нулю; и
- максимальная длина ребра решетки Qn стремится к нулю.
Будем говорить, что последовательность решеток {Qn} равномерна и невырож-

дена, если существует постоянная const (не зависящая от n), такая что для каждого
члена этой последовательности:

- отношение диагоналей каждого четырехугольника меньше const и угол между
диагоналями больше 1/const; и

- количество вершин решетки в каждом диске радиуса, равного максимальной
длине ребра решетки, меньше const.

Теорема 2. Пусть Ω ⊂ C — ограниченная односвязная область. Пусть g : C → R
— гладкая функция. Возьмем равномерную и невырожденную последовательность
конечных ортогональных решеток {Qn}, аппроксимирующих область Ω. Тогда ре-
шения uQn,g задачи Дирихле на решетках Qn равномерно сходятся к решению uΩ,g

задачи Дирихле в области Ω (с такими же граничными значениями).

Приведем пример применения дискретного комплексного анализа к задачам о
замощениях.

Теорема 3. Для числа c > 0 следующие 2 условия эквиваленты:

• прямоугольник с отношением сторон c можно разрезать на прямоугольники
подобные, но не гомотетичные ему;

• c2 является корнем многочлена с целыми коэффициентами, все остальные
комплексные корни которого суть отрицательные действительные числа.

Перейдем к классификации циркулярных поверхностей.
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Теорема 4. Если через каждую точку аналитической поверхности в R3 проходят
две трансверсальные дуги окружностей, которые лежат на этой поверхности и
аналитически зависят от точки, то некоторой композицией инверсий эту поверх-
ность можно перевести в подмножество одного из следующих множеств:

(E) множество {p+ q : p ∈ α, q ∈ β}, где α и β — две окружности в R3;
(C) множество { 2 p×q

|p+q|2 : p ∈ α, q ∈ β, p + q ̸= 0 }, где α, β— две окружности в
единичной сфере S2;

(D) множество { (x, y, z) : Q(x, y, z, x2 + y2 + z2) = 0 }, где Q ∈ R[x, y, z, t] имеет
степень 2 или 1.

Наметим общий план доказательства этой теоремы. Будем решать задачу в S4

вместо R3. Используя параметризацию Шихо поверхностей, содержащих две дуги
коник через каждую точку, мы сводим задачу к решению уравнения

X2
1 +X2

2 +X2
3 +X2

4 +X2
5 = X2

6

в многочленах X1, X2, ..., X6 из R[u, v] степени не более 2 по каждой из переменных.
Такие "пифагоровы шестерки"многочленов определяют поверхность X1(u, v) : ... :

X6(u, v) в S4, содержащую две (возможно, вырожденные) окружности u = const и
v = const через каждую точку.

Мы решаем это уравнение (т.е. находим простую параметризацию множества ре-
шений), используя разложение кватернионных многочленов на неприводимые мно-
жители с точностью до "преобразования Мебиуса".

Обсудим более частные результаты.

Теорема 5. Если через каждую точку гладкой поверхности в 3-мерном евклидовом
пространстве можно провести одновременно отрезок прямой и дугу окружности,
целиком лежащие на поверхности (и непрерывно зависящие от этой точки), то
рассматриваемая поверхность является либо однополостным гиперболоидом, либо
квадратичным конусом, либо эллиптическим цилиндром, либо плоскостью.

Циклидой называется поверхность в 3-мерном пространстве, заданная уравнени-
ем вида

a(x2 + y2 + z2)2 + (bx+ cy + dz)(x2 + y2 + z2) +Q(x, y, z) = 0,

где a, b, c, d - постоянные, а Q(x, y, z) - многочлен степени не выше 2, не обращающи-
еся в нуль одновременно.

Теорема 6. Пусть гладкая поверхность в 3-мерном евклидовом пространстве го-
меоморфна сфере или тору. Если через каждую точку этой поверхности можно
провести не менее 4 окружности, целиком лежащих на поверхности (и непрерывно
зависящих от этой точки), то она является циклидой.
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Math. 68 (1944), 152–180.

[20] R.P. Feynman, A.R. Hibbs, Quantum mechanics and path integrals, New York,
McGraw-Hill, 1965.

[21] C. Freiling, R. Hunter, C. Turner, and R. Wheeler, Tiling with Squares and
Anti-Squares, Amer. Math. Monthly 107:3 (2000), 195–204.

[22] K. Hildebrandt, K. Polthier, M. Wardetzky, On the convergence of metric and
geometric properties of polyhedral surfaces, Geom. Dedicata 123 (2006), 89–112.

[23] J. Kempe, Quantum random walks: an introductory overview, Contemp. Phys.
50:1 (2009), 339-359.

[24] R. Kenyon, Tilings and discrete Dirichlet problems, Israel J. Math. 105:1 (1998),
61–84.

[25] M. Khristoforov, M. Skopenkov, S. Smirnov, A generalization of Cardy’s and
Schramm’s formulae, preprint (2023), https://arxiv.org/abs/2305.12368.
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[40] W. Schmid, Über Dreicksnetze aus Berührungskegelschnitten einer ebenen Kurve
vierter Ordnung, Monatshefte Phys. Mat. 47 (1938).

[41] A.M. Shelekhov, Classification of regular three-webs formed by pencils of circles,
J. Math. Sciences 143:6 (2007), 3607–3629.

[42] M. Skopenkov, M. Prasolov, S. Dorichenko, Dissections of a metal rectangle, Kvant
3 (2011), 10–16 (in Russian).

[43] M. Skopenkov, O. Malinovskaya, S. Dorichenko, Compose a square, Kvant 2
(2015), 6–11 (in Russian).

[44] M. Skopenkov, V. Smykalov, A. Ustinov, Random walks and electric networks,
Matematicheskoe Prosveschenie 3rd ser. 16 (2012), 25–47, http://www.mccme.
ru/free-books/matprosh.html.

[45] S. Smirnov. Critical percolation in the plane: Conformal invariance, Cardy’s
formula, scaling limits. C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 333:3 (2001), 239-244.

[46] S. Smirnov, Discrete Complex Analysis and Probability, Proc. Intern. Cong. Math.
Hyderabad, India, 2010, http://arxiv.org/abs/1009.6077.

[47] S. Smirnov, B. Bychkov, M. Vasiliev, G. Veprev, E. Neustroeva, M. Skopenkov,
A. Feklina, P. Filippova, M. Khristoforov, G. Chelnokov, S. Shirokovskikh,
How water cuts stone, https://sochisirius.ru/uploads/2021/06/math_iikt_
0521_Kak_voda_kamen’_tochit_tasks.pdf

[48] S.E. Venegas-Andraca, Quantum walks: a comprehensive review, Quantum Inf.
Process. 11 (2012), 1015–1106.

[49] C. Wang, Weierstrass representations of Laguerre minimal surfaces in R3, Results
in Math. 52 (2008), 399-408.
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