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Настоящая диссертация посвящена изучению топологических свойств плоских ал-
гебраических кривых. Большая часть результатов касается вещественных кривых.
Ссылки вида [П1], [П2], . . . , [П10] относятся к статьям, включенным в диссертацию
в качестве ее составных частей.

1. Краткий исторический обзор

Топологическое изучение плоских проективных вещественных алгебраических кри-
вых восходит по крайней мере к работам А. Харнака [18] и Ф. Клейна [20]. Для любой
фиксрованной степени d, с точностью до гомеоморфизма, имеется только конечное
число пар (RP2,RA), где RA – гладкая алгебраическая кривая степени d. Они называ-
ются топологическими расположениями вещественных алгебраических кривых (или
вещественными схемами кривой в соответствии с терминологией, принятой в шко-
ле В. А. Рохлина), и возникает естественный вопрос о том, как их все перечислить.
Эта задача была популяризированна Гильбертом, и в наше время она известна как
16-я проблема Гильберта (точнее, ее первая часть). Она остается одной их немно-
гих нерешенных проблем из его знаменитого списка. Как показано в [18], плоская
вещественная алгебраическая кривая степени d может иметь до 1

2
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кривыми. (Заметим, что g = 1
2
(d − 1)(d − 2) есть род гладкой комплексной кривой

степени d на проективной плоскости.)
Полная топологическая классификация гладких плоских вещественных алгебра-

ических кривых степени 5 немедленно вытекает из неравенства Харнака и из того,
что никакая прямая не может пересекать кривую степени d более, чем в d точках.
Случай кривых степени 6 – это первый нетривиальный случай, и он был отдельно от-
мечен Гильбертом в его 16-й проблеме. Первый результат о кривых 6-й степени был
получен И. Г. Петровским [31]: такая кривая не может иметь 11 овалов, расположен-
ных вне друг друга. Этот результат есть частный случай неравенства Петровского,
справедливого для кривых любой четной степени d:
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где p (соотв. n) есть число четных (соотв. нечетных) овалов, т. е. овалов, охватыва-
емых четным (соотв. нечетным) количеством других овалов.

В дальнейшем Д. А. Гудков [17] завершил классификацию кривых 6-й степени.
Любая классификация такого рода естественным образом разбивается на две части:
построения и ограничения (запреты). Для запретов Гудков применил подход, пред-
ложенный Гильбертом и развитый Рооном и им самим (метод Гильберта –Роона –
Гудкова). В общих чертах он заключается в следующем. Предположим от противно-
го, что некое расположение овалов реализуемо кривой 6-й степени, заданной урав-
нением F = 0. Рассмотрим непрерывное семейство кривых Ft = 0, где Ft = F + tG2,
degG = 3. Тогда область Ft ≥ 0 растет, следовательно, при некотором t должна
появиться особенность. Тогда заменим G другим кубическим многочленом, обраща-
ющимся в нуль в образовавшейся особой точке, и продолжим этот процесс. В резуль-
тате мы придем к кривой с 10 двойными точками. После этого продолжим деформа-
цию уже в некотором нелинейном одномерном семействе кривых. На каждом шаге
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имеется несколько априори возможных мест, где могла бы возникнуть новая особен-
ность. Это приводит к довольно большому дереву возможных вырождений. Для всех
ветвей этого дерева либо находится противоречие с теоремой Безу для вспомогатель-
ных прямых или коник, либо (и в этом заключается основной вклад Гудкова) данное
вырождение исключается с использованием того факта, что какую-то часть особен-
ностей всегда можно поместить в точки общего положения, а это запрещает многие
случаи распадения кривых на неприводимые компоненты. Для построений Гудков
возмущал особые кривые, полученные квадратичными преобразованиями Кремоны
из кривых меньших степеней.

Анализируя доступную информацию, Гудков выдвинул гипотезу, что

p− n ≡ k2 mod 8

для любой M -кривой степени 2k. Эта гипотеза стимулировала существенный про-
гресс в данной области. Ее доказал В. И. Арнольд [2] по модулю 4, а затем В. А. Рох-
лин [32] по модулю 8. При этом были привлечены принципиально новые подходы,
основанные на изучении методами четырехмерной топологии накрытия над CP2, раз-
ветвленного вдоль комплексификации кривой.

Сравнение Гудкова –Рохлина и аналогичное сравнение для (M−1)-кривых немед-
ленно дают все запреты для кривых 6-й степени. Вскоре после этого О.Я. Виро
существенно упростил построения, найдя очень мощный метод – метод склеивания
карт (впоследствии по-английски получивший название patchworking), который стал
одним из истоков тропической геометрии. В частности, этим методом Виро завершил
«построительную» часть классификации для степени 7 (см. [40]). Он же завершил в
[38] и «запретительную» часть для степени 7, применив формулу комплексных ори-
ентаций Рохлина [33] в сочетании с теоремой Т. Фидлера о чередовании комплексных
ориентаций в пучке прямых. С использованием этих и некоторых других методов Ви-
ро также существенно продвинулся в классификации кривых 8-й степени, которая
была в дальнейшем продолжена в работах Е.И. Шустина, А.Б. Корчагина и Б. Ше-
валье более или менее теми же методами. К тому времени, когда я начал работать в
данной области, оставалось 9 открытых случаев для M -кривых степени 8.

На этом я заканчиваю свой краткий исторический экскурс, так как это не об-
зор всей вещественной геометрии, а всего лишь введение к моей диссертации. При
этом я не затронул множество интересных и важных результатов, которые получи-
ли А.И. Дегтярев, И.В. Итенберг, В.В. Никулин, В.М. Харламов, Г. Б. Михалкин,
Г.М. Полотовский, Ж.-И. Вельшенже, В.И. Звонилов и многие другие авторы.

2. Вещественные алгебраические и вещественные
псевдоголоморфные кривые

2.1. Квазиположительные косы и псевдоголоморфные кривые. В [П1] я пред-
ложил новый подход (и потом развил его в [10], [П2], [П3], [П6]) для изучения топо-
логии плоских вещественных алгебраических кривых. Этот подход основан на том
очевидном наблюдении, что граничная коса многозначной алгебраической функции в
диске, не имеющей полюсов, является квазиположительной косой, т. е. произведени-
ем кос, сопряженных стандартным образующим группы кос. Любую алгебраическую
кривую можно рассматривать как график многозначной алгебраической функции,
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коль скоро фиксирован пучок прямых, играющий роль пучка вертикальных пря-
мых, когда речь идет о графиках многозначных функций. С другой стороны, если
алгебраическая функция вещественна и при этом диск содержится в верхней по-
луплоскости, а его граница достаточно близка к вещественной оси (в том смысле,
что диск содержит все точки ветвления, лежащие в верхней полуплоскости), то ино-
гда коса полностью определяется изотопическим типом вложения веществественной
кривой, возможно, с точностью до некоторых неизвестных параметров. Точнее, если
рассматриваемая d-значная функция имеет не менее d − 2 вещественных значений
(с учетом кратностей) в каждой вещественной точке, то коса однозначно задается
послойным расположением кривой относительно пучка вертикальных прямых. Это
так, например, когда центр пучка выбран внутри гнезда из (d−2)/2 вложенных ова-
лов. Если центр пучка выбран внутри (d− 4)/2 вложенных овалов, то коса задана с
точностью до k неизвестных целочисленных параметров, где k – это число отрезков
пучка с четырьмя невещественными пересечениями с кривой.

Поэтому в таких случаях (когда коса полностью определяется топологией кривой)
вопрос о реализуемости послойного расположения вещественной кривой относитель-
но некоторого пучка прямых частично сводится к вопросу о квазиположительности
некоторого набора кос. «Частично», так как квазиположительность является необ-
ходимым, но не достаточным условием алгебраической реализуемости. Однако это
условие является необходимым и достаточным для псевдоголоморфной реализуемо-
сти, обсуждению которой посвящена оставшаяся часть данного раздела.

Пусть X – компактное четырехмерное многообразие, снабженное почти комплекс-
ной структурой J , подчиненной симплектической форме ω, т. е. ω(v,J v) > 0 для лю-
бого ненулевого касательного вектора v. Гладкая вложенная поверхность называется
J -голоморфной кривой (или псевдоголоморфной кривой, когда J не указана), если
все ее касательные плоскости J -инвариантны. Согласно знаменитой теории псевдо-
голоморфных кривых, созданной М. Л. Громовым в [15], такие кривые имеют много
существенных свойств общих с алгебраическими кривыми.

Предположим теперь, что X = CP2, ω есть симплектическая форма Фубини–
Штуди, а J антиинвариантна относительно комплексного сопряжения: conj∗ ◦J =
J −1◦ conj. Будем говорить, что J -голоморфная криваяA вещественна, если conj(A) =
A. В этом случае обозначим RA = A ∩ RP2. Тогда RA является несвязным объеди-
нением вложенных окружностей. В силу теории Громова вещественные псевдоголо-
морфные кривые во многих отношениях очень похожи на вещественные алгебраи-
ческие кривые. В частности, они являются гибкими кривыми в смысле Виро (см.
[39]), из чего следует, что большинство общих ограничений топологической природы
для них выполяется. Виро в [39] формально определил топологические ограничения
как ограничения, верные для гибких кривых. Длинный список таких ограничений
приведен в [40]. В частности, он включает в себя сравнение Гудкова – Рохлина (как
и его аналог для (M − 1)-кривых), неравенства Петровского, неравенства Арноль-
да, формулы комплексных ориентаций Рохлина и Рохлина – Мишачева, а также все
ограничения, основанные на построении двумерных циклов на двулистном накры-
тии.
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Практически все нетопологические ограничения, приведенные в обзоре [40], осно-
ваны либо на теореме Безу, примененной к вспомогательным прямым или коникам,
либо на рассмотрении вспомогательных пучков прямых, возможно, после преобразо-
вания Кремоны. В любом случае, только такие ограничения использовались в клас-
сификации вплоть до степени 9 (а только для этих степеней классификация была
получена или, хотя бы начата). Простое, но важное наблюдение, сделанное в [П2],
состоит в том, что все эти ограничения автоматически распространяются на веще-
ственные псевдоголоморфные кривые.

Таким образом, одна из причин, по которой изучение псевдоголоморфных кривых
крайне полезно в контексте 16-й проблемы Гильберта, – то, что это позволяет очер-
тить границы применимости стандартных методов, обычно используемых в данной
области. А именно, если некая конфигурация овалов реализована псевдоголоморф-
на, никто больше не будет тратить время на попытки запретить ее стандартными
методами.

Однако техника псевдоголоморфных кривых иногда также позволяет продвинуть-
ся в классификационных задачах, причем в обоих направлениях: и в запретах и в
построениях. Причина в обоих случаях в том, что часто гипотетически существую-
щую гладкую кривую можно выродить в особую псевдоголоморфную кривую. Эта
идея применялась в [П2] для запретов и в [27], [28] для построений. Следует, впрочем,
пояснить, в каком смысле псевдоголоморфные кривые применялись для построений.
Формально говоря, они не использовались в [27] и [28]. Даже слово «псевдоголо-
морфная» не встречается в этих статьях. Тем не менее, вряд ли было бы возможно
угадать, какую особую кривую надо возмущать, без знания того, что это одно из
очень малого числа псевдоголоморфно реализуемых глубоких вырождений.

2.2. КлассификацияM-кривых степени 8. Когда я занялся исследованием плос-
ких алгебраических кривых, оставалось 9 открытых случаев реализуемости конфи-
гураций овалов вещественной алгебраической M -кривой степени 8 (см. рис. 1–3, на
которых число n означает n попарно невложенных овалов в соответствующей об-
ласти). Я реализовал алгебраически одно из них в [28]1 и запретил два в [П2]. Все
остальные 6 случаев я реализовал в [П1], [П2] псевдоголоморфно, завершив тем са-
мым классификацию вещественных псевдоголоморфных кривых степени 8 с точно-
стью до изотопии.

Теорема 2.1. (Теорема 1.2 в [П2].) Изотопические типы, изображенные на рис. 2,
не реализуемы вещественными псевдоголоморфными кривыми степени 8. Изотопи-
ческие типы, изображенные на рис. 3, реализуемы вещественными псевдоголоморф-
ными кривыми степени 8.

211 7

Рис. 1. Алгебраическая кривая, построенная в [28]

1Этот результат не влючен в диссертацию по формальным причинам.
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Рис. 2. Псевдоголоморфно нереализуемые конфигурации [П2]
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Рис. 3. Псевдоголоморфные кривые, построенные в [П1], [П2]

Таблица 1. Изотопические типы псевлоголоморфных M -кривых степени 8
p=19, n=3 p=15, n=7 p=11, n=11 p=7, n=15 p=3, n=19

〈18t1〈3〉〉Ha 〈14t1〈7〉〉G 〈10t1〈11〉〉V 〈6t1〈15〉〉V 〈2t1〈19〉〉V

〈17t1〈1〉t1〈2〉〉Ha 〈13t1〈1〉t1〈6〉〉V 〈9t1〈1〉t1〈10〉〉K 〈5t1〈1〉t1〈14〉〉V 〈1t1〈1〉t1〈18〉〉O ∗

〈13t1〈2〉t1〈5〉〉G 〈9t1〈2〉t1〈9〉〉V 〈5t1〈2〉t1〈13〉〉V 〈1t1〈2〉t1〈17〉〉V
〈13t1〈3〉t1〈4〉〉V 〈9t1〈3〉t1〈8〉〉V 〈5t1〈3〉t1〈12〉〉V

〈9t1〈4〉t1〈7〉〉V 〈5t1〈4〉t1〈11〉〉V 〈1t1〈4〉t1〈15〉〉O ∗

〈9t1〈5〉t1〈6〉〉V 〈5t1〈5〉t1〈10〉〉V 〈1t1〈5〉t1〈14〉〉V
〈5t1〈6〉t1〈9〉〉V
〈5t1〈7〉t1〈8〉〉V 〈1t1〈7〉t1〈12〉〉O ∗

〈1t1〈8〉t1〈11〉〉V
〈1t1〈9〉t1〈10〉〉O ∗

〈17t3〈1〉〉W 〈12t2〈1〉t1〈5〉〉V 〈8t1〈1〉t1〈1〉t1〈9〉〉V 〈4t1〈1〉t1〈1〉t1〈13〉〉S 〈1〈1〉t1〈1〉t1〈17〉〉S
〈12t1〈1〉t2〈3〉〉V 〈8t1〈1〉t1〈3〉t1〈7〉〉V 〈4t1〈1〉t1〈3〉t1〈11〉〉S 〈1〈1〉t1〈7〉t1〈11〉〉S

〈8t1〈1〉t1〈5〉t1〈5〉〉V 〈4t1〈1〉t1〈5〉t1〈9〉〉V 〈1〈5〉t1〈7〉t1〈7〉〉S
〈8t1〈3〉t1〈3〉t1〈5〉〉V 〈4t1〈1〉t1〈7〉t1〈7〉〉S

〈4t1〈3〉t1〈5〉t1〈7〉〉V
〈4t1〈5〉t1〈5〉t1〈5〉〉S

〈1t1〈2t1〈17〉〉〉Hi 〈1t1〈6t1〈13〉〉〉V 〈1t1〈10t1〈9〉〉〉V 〈1t1〈14t1〈5〉〉〉Hi 〈1t1〈18t1〈1〉〉〉V
〈2t1〈2t1〈16〉〉〉C 〈2t1〈6t1〈12〉〉〉K 〈2t1〈10t1〈8〉〉〉K 〈2t1〈14t1〈4〉〉〉K
〈3t1〈2t1〈15〉〉〉K 〈3t1〈6t1〈11〉〉〉K 〈3t1〈10t1〈7〉〉〉V 〈3t1〈14t1〈3〉〉〉V
〈4t1〈2t1〈14〉〉〉O ∗ 〈4t1〈6t1〈10〉〉〉K 〈4t1〈10t1〈6〉〉〉K 〈4t1〈14t1〈2〉〉〉K
〈5t1〈2t1〈13〉〉〉C 〈5t1〈6t1〈9〉〉〉V 〈5t1〈10t1〈5〉〉〉V 〈5t1〈14t1〈1〉〉〉Hi

〈6t1〈2t1〈12〉〉〉K 〈6t1〈6t1〈8〉〉〉K 〈6t1〈10t1〈4〉〉〉K
〈7t1〈2t1〈11〉〉〉O 〈7t1〈6t1〈7〉〉〉V 〈7t1〈10t1〈3〉〉〉V
〈8t1〈2t1〈10〉〉〉K 〈8t1〈6t1〈6〉〉〉K 〈8t1〈10t1〈2〉〉〉K
〈9t1〈2t1〈9〉〉〉V 〈9t1〈6t1〈5〉〉〉V 〈9t1〈10t1〈1〉〉〉V Ha=Harnack [18]
〈10t1〈2t1〈8〉〉〉K 〈10t1〈6t1〈4〉〉〉K Hi=Hilbert [19]
〈11t1〈2t1〈7〉〉〉V 〈11t1〈6t1〈3〉〉〉V W=Wiman [43]
〈12t1〈2t1〈6〉〉〉K 〈12t1〈6t1〈2〉〉〉K G=Gudkov [16]
〈13t1〈2t1〈5〉〉〉C 〈13t1〈6t1〈1〉〉〉V K=Korchagin [21, 22]
〈14t1〈2t1〈4〉〉〉O ∗ V=Viro [37, 40]
〈15t1〈2t1〈3〉〉〉K S=Shustin [34, 35]
〈16t1〈2t1〈2〉〉〉C C=Chevallier [5]
〈17t1〈2t1〈1〉〉〉V O=Orevkov [П1, П2],[28]
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Полный список изотопических типов, реализуемых псевдоголоморфными M -кри-
выми степени 8, приведен в таблице 1. Кодировка изотопических типов описана в [39],
[40]. Изотопические типы, вопрос об алгебраической реализуемости которых остается
открытым, помечены звездочкой. Возле кажной вещественной схемы указан автор
ее первой реализации.

2.3. Новые формулы комплексных ориентаций. Вещественная псевдоголоморф-
ная (в частности, вещественная алгебраическая) кривая A называется разбивающей
или типа I, если дополнение A \ RA несвязно. В этом случае A \ RA имеет две
компоненты связности A+ и A−, переводящиеся друг в друга комплексным сопря-
жением, и тогда комплексная ориентация кривой RA определяется как граничная
ориентация, индуцированная с A+ или с A−. Эти ориентации получаются друг из
друга одновременным обращением ориентации всех компонент связности множества
RA.

positive negative

Рис. 4. Положительная и отрицательная инъективные пары

Рохлин [33] доказал следующую формулу для комплексных ориентаций разбива-
ющей кривой четной степени 2k в RP2:

2(Π+ − Π−) = k2 − l,
где l – число овалов и Π+ (соотв. Π−) – число положительных (соотв. отрицатель-
ных) инъективных пар овалов, т. е. таких пар овалов, что один из них лежит внутри
другого и комплексные ориентации такие, как на рис. 4.

Мишачев в [26] обобщил эту формулу на кривые нечетной степени 2k + 1:

2(Π+ − Π−) + Λ+ − Λ− = k2 + k − l,
где Λ+ (соотв. Λ−) – число положительных (соотв. отрицательных) овалов; овал
O называется положительным (соотв. отрицательным), если [O] = −2[J ] (соотв.
[O] = 2[J ]) в H1(M), где M – неориентируемая компонента дополнения RP2 \ O и J
– нестягиваемая компонента множества RA (называемая псевдопрямой); см. рис. 5.

positive negative

Рис. 5. Положительный и отрицательный овалы

Формулы комплексных ориентаций играют одну из ключевых ролей в «запрети-
тельной» части классификации вещественных кривых степени 7 и 8 (см. [38], [П2]).
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В [П1] найдена новая формула комплексных ориентаций для кривых с глубоким
гнездом, т. е. для кривых с гнездом глубины bm/2c, где m – степень кривой. Сфор-
мулируем ее.

Когда овалы O и O′ образуют инъективную пару, положим [O : O′] = 1, если пара
положительна, и [O : O′] = −1, если она отрицательна. Пусть A – псевдоголоморфная
кривая степени m. В случае, когда m положительно и овал O не внешний, назовем
O положительным, если [O : O′] = 1, где O′ – внешний овал, охватывающий O.
В противном случае назовем O отрицательным. При четном m мы будем также
считать, что каждый внешний овал отрицателен по определению.

Предположим, что RA имеет гнездо (O1, . . . , Ok−1) глубины k − 1, где k = [m/2].
Это значит, что Oj охватывает Ok при j < k. Тогда из теоремы Безу следует, что все
остальные овалы пустые.

Теорема 2.2. (Теорема 1.5A в [П1].) Пусть k+ (соотв. k−) – число положительных
(соотв. отрицательных) непустых овалов, λ+ (соотв. λ−) – число положительных
(соотв. отрицательных) пустых овалов, и пусть πSs , S, s ∈ {+,−} – число инъек-
тивных пар (O, o), где o – пустой овал внутри O и (S, s) – знаки овалов (O, o).
Тогда{

π+
− − π+

+ = (k+)2, π−+ − π−− = (k−)2 (m четно);
π+
− − π+

+ = (k+)2, π−+ − π−− + (λ+ − λ−)/2 = (k−)2 + k− (m нечетно).

Эти формулы, как и их непосредственные обобщения, полученные в [42] и в [30],
нашли многочисленные применения, см., например, [8], [9], [29], [П1], [П2].

2.4. Тригональные кривые. На вопрос о реализуемости любого данного изотопи-
ческого типа (необязательно гладкого) вещественной алгебраической тригональной
кривой (т. е. кривой, заданной уравнением F (x, y) = 0, degy F = 3) дан полный от-
вет в [П5]. На подобный вопрос о вещественных псевдоголоморфных кривых ответ
дан в [П7, §6] (см. §4 ниже). Под послойным изотопическим типом мы понимаем
класс эквивалентности гладких кривых на плоскости с конечным числом особых то-
чек (в окрестности которых кривые предполагаются аналитическими), причем две
такие кривые эквивалентны, если они связаны гладкой изотопией плоскости, которая
вертикальные прямые отображает на вертикальные прямые.

Плоской тригональной кривой A, заданной уравнением F (x, y) = 0, мы сопостав-
ляем плоский граф Γ = j−1(RP1) ⊂ CP1, где j(x) есть j-инвариант Вейерштрасса
эллиптической кривой

{(y, z) | F (x, y) = z2}.

Тогда послойный изотопический тип множества RA определяет комбинаторный тип
графа Γ в окрестности RP1, и вопрос о реализуемости данного послойного изотопи-
ческого типа сводится к вопросу о существовании продолжения графа с окрестности
RP1 на всю CP1. Это алгоритмически разрешимая комбинаторная задача.

Результаты и идеи из статьи [П5] нашли многочисленные приложения (эта статья
имеет 34 цитирования согласно базе данных MathSciNet).



9

2.5. Аффинные M-секстики. Гладкая аффинная неприводимая алгебраическая
кривая A в R2 степени d называется аффинной M-кривой, если она имеет макси-
мально возможное число компонент связности, равное g+d, где g = (d−1)(d−2)/2 –
род комплексификации кривой A. Это условие эквивалентно тому, что проективное
замыкание кривой A является M -кривой (т. е. у него g + 1 компонент связности)
и все пересечения с бесконечно удаленной прямой вещественны, трансверсальны и
лежат на одной и той же компоненте замыкания кривой A.

Классификация аффинныхM -секстик с точностью до изотопии была начата в [23]
и завершена в [П1], [П3], [П6], [П9]. В [[П1]] была получена классификация веществен-
ных псевдоголоморфных M -секстик. Эти классификации не совпадают. Приведем
их.

Обозначения изотопических типов аффинных M -секстик, представленных в виде
пар, состоящих из проективной секстики и прямой в RP 2 (прямая на бесконечности)
показаны на рис. 6, где a, b, c – числа попарно невложенных овалов в соответствую-
щих областях.

2
A  (a,b,c)A  (a,b)1

a

b

c

a

b

3
A  (a,b,c)

c
ba

2
C  (a,b,c)

a

b

c

3
B  (a,b,c)

b

ac

1
C  (a,b,c)

c

b a

2
B  (a,b,c)4

A  (a,b,c)

c

b

a

B  (a,b)1

b
ca

b

a

Рис. 6. Кодировка изотопических типов аффинных M -секстик
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Теорема 2.3. (a). (Теорема 1 и раздел 7.2 в [П1].) Изотопический тип реализуем
аффинной алгебраической M-секстикой тогда и только тогда, когда он принадле-
жит следующему списку:

A1(a, b), (a, b) = (1, 8), (5, 4),

A2(a, b, c), (a, b, c) = (1, 8, 1), (8, 1, 1), (0, 5, 5), (1, 4, 5),

(4, 1, 5), (5, 0, 5), (0, 1, 9), (1, 0, 9),

A3(a, b, c), (a, b, c) = (4, 5, 1), (7, 2, 1), (2, 3, 5), (4, 1, 5), (0, 1, 9),

(0, 5, 5),

A4(a, b, c), (a, b, c) = (1, 8, 1), (5, 4, 1),

B1(a, b), (a, b) = (1, 8), (5, 4),

B2(a, b, c), (a, b, c) = (1, 8, 1), (0, 5, 5), (5, 0, 5), (0, 1, 9), (1, 0, 9),

B3(a, b, c), (a, b, c) = (3, 6, 1), (1, 4, 5), (2, 3, 5),

C1(a, b, c), (a, b, c) = (0, 9, 1), (7, 2, 1), (0, 5, 5), (3, 2, 5), (0, 1, 9),

C2(a, b, c), (a, b, c) = (1, 7, 2), (5, 3, 2)

(b) (Теорема 5 в [П3], теорема 1 в [П9] и теорема 1.1 в [П6]соответственно.) Следующие
изотопические типы реализуемы псевдоголоморфно, но не алгебраически:

A4(1, 4, 5), B2(1, 4, 5), C2(1, 3, 6) . (1)

3. Об алгебраической нереализуемости изотопических типов,
реализуемых вещественными псевдоголоморфными кривыми

Как сказано выше, вещественные псевдоголоморфные кривые обладают многи-
ми топологическими свойствами вещественных алгебраических кривых. Поэтому в
случаях, когда изотопический тип реализуем псевдоголоморфно, нужны существен-
но новые методы для того, чтобы доказать его алгебраическую нереализуемость. В
этом разделе мы представим некоторые методы, разработанные и/или примененные
автором для этой цели.

3.1. Метод Гильберта –Роона – Гудкова (совместно с Е.И.Шустиным). В
разделе 1 мы уже вкратце изложили этот метод. Он был развит и успешно применен
Гудковым для классификации вещественных алгебраических кривых степени 6. В
последствии появились топологические методы, и результаты Гудкова о веществен-
ных алгебраических секстиках стали частным случаем более общих топологических
фактов, касающихся кривых любой четной степени. Поэтому появилось впечатле-
ние, что метод Гильберта –Роона –Гудкова больше ни для чего не нужен. Однако
обнаружение алгебраически не реализуемых псевдоголоморфных кривых дало ему
новую жизнь.

В серии совместных статей с Е.И.Шустиным, начатой с [П3], [П6], этот метод при-
менен для запрета трех аффинных алгебраических секстик, упомянутых в теореме
2.3(b), а также для доказательства алгебраической нереализуемости некоторых кри-
вых на квадратичном конусе. Для применимости метода Гильберта –Роона –Гудкова
в наших задачах мы нашли и доказали новые достаточные условия для существо-
ваня однопараметрических эквисингулярных деформаций кривых с особенностями
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типа An, проходящих через некоторые фиксированные точки, и таких, что некоторая
величина монотонно убывает. Последнее условие гарантирует, что данное семейство
кривых сходится к некоторой более вырожденной кривой.

3.2. Тригональные кривые. Результаты работы [П5] (см. раздел 2.4) дают алго-
ритм, чтобы установить, реализуемо ли данное послойное расположение алгебраиче-
ской тригональной кривой данной бистепени. Например, послойное расположение на
рис. 7 не реализуемо вещественной алгебраической кривой бистепени (3, 15) на по-
верхности Хирцебруха Σ5. Множество вещественных точек RΣ5 – бутылка Клейна,
изображенная на рис. 7 в виде прямоугольника с отождествленными протвополож-
ными сторонами. Горизонтальные стороны представляют исключительное сечение
(индекс самопересечения которого равен −5), а вертикальные стороны представля-
ют слой проекции Σ5 → P1.

Рис. 7. Послойное расположение, не реализуемое вещественной алгеб-
раической кривой бистепени (3, 15) на поверхности Хирцебруха Σ5, но
реализуемое вещественной псевдоголоморфной кривой из того же го-
мологического класса

Алгебраическая нереализуемость кривой на рис. 7 используется на заключитель-
ном шаге доказательства в [П9] алгебраической нереализуемости аффинной секстики
B2(1, 4, 5) (см. (1) в разделе 2.5 выше). Заметим, что это расположение реализуемо
псевдоголоморфно. Чтобы в этом убедиться, достаточно проверить, что квазиполо-
жительна коса

b := σ−4
2 σ1σ

−1
2 σ−4

1 σ2σ
−1
1 σ−4

2 σ1σ
−1
2 ∆3

(здесь ∆ – элемент Гарсайда σ1σ2σ1). В самом деле, легко проверить, что

b = (σ−3
2 σ1σ

3
2)(σ−2

1 σ2σ
2
1)(σ−1

2 σ−3
1 σ2σ

3
1σ2).

3.3. Кубическая резольвента квадригональной кривой. Пусть A – веществен-
ная алгебраическая квадригональная кривая, т. е. кривая, задаваемая уравнением
F (x, y) = 0, degy F = 4. Бирациональной заменой переменных вопрос о реализуемо-
сти некоторого данного расположения такой кривой сводится к вопросу о реализуе-
мости некоторого другого расположения кривой вида

y4 + a2(x)y2 + a1(x)y + a0(x) = 0.

Послойный изотопический тип такой кривой определяет послойный изотопический
тип ее кубической резольвенты R(x, y) = 0 относительно переменной y, а также ее
расположение относительно прямой y = 0. Напомним, что кубическая резольвента
многочлена

y4 + a2y
2 + a1y + a0 = (y − y1)(y − y2)(y − y3)(y − y4)
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– это многочлен (y − z1)(y − z2)(y − z3), где
z1 = (y1 + y2)(y3 + y4), z2 = (y1 + y3)(y2 + y4), z3 = (y1 + y4)(y2 + y3).

Поскольку R = 0 – это тригональная кривая, задача о ее алгебраической реализуе-
мости алгоритмически разрешима (см. раздел 2.4). Более того, даже если требуемый
послойный изотопичекий тип кривой R(x, y) = 0 алгебраически реализуем, иногда
удается доказать, что послойный изотопичекий тип кривой yR(x, y) не реализуем
даже псевдоголоморфно, что влечет алгебраическую нереализуемость исходного по-
слойного расположения квадригональной кривой.

Этот метод был успешно применен в работах [П6], [П9] для доказательства алгеб-
раической нереализуемости аффинных секстик (1) (см. раздел 2.5).

3.4. Разбивающие морфизмы и теорема Абеля. Напомним, что под невырож-
денной вещественной алгебраической кривой в RP2 мы понимаем невырожденную
алгебраическую кривую в CP2, инвариантную относительно комплексного сопряже-
ния (x : y : z) 7→ (x̄ : ȳ : z̄). Если такая кривая обозначена через A, то множество ее
вещественных точек мы будем обозначать через RA. Кривая A называется разбиваю-
щей (или типа I ), если A\RA несвязно. В этом случае A\RA имеет две компоненты
связности и граничная ориентация, индуцированная комплексной ориентацией лю-
бой из этих компонент, называется комплексной ориентацией на RA. Она определена
с точностью до одновременного обращения ориентации каждой компоненты связно-
сти множества RA.

Основным результатом работы [П10] является некоторое неравенство для изото-
пического типа плоской неособой вещественной алгебраической кривой, снабженного
комплексными ориентациями (т. е. для ее комплексной схемы согласно терминологии,
введенной Рохлиным в [33]), из которого, в частности, следует, что ориентированный
изотописеский тип, изображенный на рис. 8, т. е. комплексная схема

J t 9− t 1−〈1+〈1−〉〉 (2)

(в обозначениях Виро [39]) не реализуема вещественной алгебраической кривой сте-
пени 9 в RP2. Поскольку эту комплексную схему легко реализовать вещественной
псевдоголоморфной кривой, это дает первый пример комплексной схемы неособой
плоской проективной кривой, которая не реализуема псевдоголоморфно, но реали-
зуема алгебраически. В [П10] также построены аналогичные примеры для любой
степени, сравнимой с 9 по модулю 12.

. . .︸ ︷︷ ︸
9 отриц. овалов

Рис. 8. Комплексная схема (2)

Пусть A – неособая разбивающая вещественная алгебраическая кривая в RP2

нечетной степениm = 2k+1. Фиксируем комплексную ориентацию на RA. Обозначим
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через r число компонент связности множества RA. Тогда l = r − 1 – число овалов
(компонент с несвязным дополнением в RP2). Компоненту со связным дополнени-
ем, называемую псевдопрямой, обозначим через J . Напомним, что овал называется
четным (соотв. нечетным), если он лежит внутри четного (соотв. нечетного) чис-
ла других овалов. Овал O называется положительным, если [O] = −2[J ] в H1(M),
где M – замыкание неориентируемой компоненты множества RP2 \ O. В противном
случае он называется отрицательным. Традиционно число четных (соотв. нечет-
ных) овалов обозначается через p (соотв. через n), а число положительных (соотв.
отрицательных) овалов обозначается через Λ+ (соотв. Λ−). Обозначим:

Λp
+ = число четных положительных овалов,

Λp
− = число четных отрицательных овалов,

Λn
+ = число нечетных положительных овалов,

Λn
− = число нечетных отрицательных овалов.

Теорема 3.1. (Теорема 1.1 в [П10].) Если k > 0, то

Λp
+ + Λn

− + 1 ≥ l − k2 + 2k

2
и Λn

+ + Λp
− ≥

l − k2 + 2k

2
. (3)

Полагая l = g − 2s, можно эквивалентно переписать (3) в виде

Λp
+ + Λn

− + 1 ≥ k2 + k

2
− s и Λn

+ + Λp
− ≥

k2 + k

2
− s. (4)

Для комплексной схемы (2) мы имеем l = 12 и Λp
+ = Λn

− = 0, тем самым левое
неравенство в (3) не выполнено при k = 4. Таким образом, мы получаем:

Следствие 3.1. (Следствие 1.2 в [П10].) Комплексная схема (2) не реализуема ве-
щественной алгебраической кривой степени 9.

c)

b)

a)

Рис. 9. Псевдоголоморфная реализация комплексной схемы (2)

Основной интерес следствия 3.1 в том, что комплексная схема (2) допускает очень
простую реализацию вещественной псевдоголоморфной кривой степени 9. В самом
деле, пусть C = {f = 0} – вещественная кубика с овалом и пусть L = {l = 0} –
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объединение трех прямых, каждая из которых пересекает псевдопрямую кривой C
в трех вещественных точках. Пусть Asing = {fg = 0}, где g = (f + εl)(f − εl) и
0 < ε� 1. Тогда Asing – приводимая вещественная алгебраическая кривая степени 9,
имеющая 9 тройных точек. Множество ее вещественных точек состоит из трех вло-
женных овалов и объединения трех псевдопрямых, расположенных, как показано на
рис. 9(a). В классе вещественных псевдоголоморфных кривых ее можно возмутить,
как показано на рис. 9(b). Если рассматривать f и l не как однородные многочлены,
а как сечения линейного расслоения OCP2(3), то такое возмущение можно получить,
заменяя f на f + h, где h есть C1-малое гладкое (не аналитическое) инвариантное
относительно комплексного сопряжения сечение, аналитическое в некоторой окрест-
ности тройных точек. Если h достаточно мало, полученная кривая аналитична возле
всех образовавшихся двойных точек. Наконец, возмутим двойные точки, прибавляя
к (f + h)g еще меньшее инвариантное относительно сопряжения сечение расслоения
OCP2(9), знаки которого в двойных точках выбраны так, что множеством веществен-
ных точек получившейся кривой A является объединение трех вложенных овалов с
кривой, изображенной на рис. 9(c). Если комплексные ориентации кубических кри-
вых выбраны так, как показано на рис. 9(a), а возмущения с ними согласованы (см.
рис. 10), то получится разбивающая кривая степени 9 с комплексной схемой (2). Неа-
налитичная часть кривой A близка к Asing, следовательно, A симплектична, а значит,
будучи гладкой, псевдоголоморфна.

Рис. 10. Возмущение трансверсального пересечения в соответствии с
комплексными ориентациями

Заметим, что, поскольку комплексная схема (2) алгебраически не реализуема,
нереализуема также и промежуточная нодальная кривая. Этот факт, однако, на-
много проще: он мгновенно следует и теоремы Абеля, примененной к дивизорам,
высекаемым на одной из кубик двумя другими кубиками. Это наблюдение послужи-
ло первоначальной подсказкой к тому, что комплексная схема (2) алгебраически не
реализуема и что доказательство этого факта должно использовать теорему Абеля.

Доказательство теоремы 3.1 действительно основано на теореме Абеля в сочета-
нии со следующим результатом Габара [11]. Пусть A – вещественная алгебраическая
кривая, т. е. компактная риманова поверхность, снабженная антиголоморфной ин-
волюцией. Пусть g – род кривой A и r – число компонент связности множества RA.
Тогда существует вещественный морфизм f : A→ P1 степени не выше (r + g + 1)/2,
который является разбивающим, т. е. f−1(RP1) = RA.

Если одно из неравенств (3) не выполнено, то, используя вычеты Пуанкаре, можно
построить голоморфную 1-форму, противоречащую теореме Абеля, примененной к
дивизору морфизма f , рассматриваемого как мероморфная функция на A.

4. Алгоритмическое распознавание квазиположительных кос

Как было отмечено в разделе 2.1, псевдоголоморфная реализуемость послойного
изотопического типа сводится к вопросу о квазиположительности некоторых кос.
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В общем случае алгоритмическая проблема установить, является ли данная коса
квазиположительной, открыта и она представляется чрезвычайно трудной. Однако
в [П7]она решена в некоторых частных случаях с использованием теории Гарсайда
(начало которой было положено в [12] и которая получила дальнейшее развитие в
[3], [6], [7], [13] и во многих других работах различных авторов).

Обозначим через Bn группу кос из n нитей. Пусть e : Bn → Z – гомоморфизм,
такой, что σi 7→ 1 для всех i. Тогда e(b) – это алгебраическая длина косы b (называемая
также суммой показателей косы b).

4.1. Проблема квазиположительности для кос из трех нитей. Группа кос B2

изоморфна Z, поэтому распознавание кос с двумя нитями очевидно. Для кос с тремя
нитями алгоритмическое решение проблемы квазиположительности дано в [П7, §6].
Оно заключается в следующем. Любую косу можно представить в виде

b = ∆−px1 . . . xn, xi ∈ {σ1, σ2}, (5)

где ∆ = σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2.

Теорема 4.1. Коса b, заданная в (5), квазиположительна тогда и только тогда,
когда при удалении некоторых букв из слова x1 . . . xn получается слово, представ-
ляющее косу ∆p.

Эта теорема дает алгоритм сложности O(ne(b)+c) где c есть константа, равная 1, 2
или 3 в зависимости от точного определения сложности. Заметим, что в приложени-
ях к вещественным алгебраическим или вещественным псевдоголоморфным кривым
с большим количеством овалов (случай, по традиции считающийся наиболее инте-
ресным) алгебраическая длина возникающих кос мала.

Данный алгоритм улучшен в [П7, §6] с использованием некого варианта метода
ветвей и границ. Получившийся алгоритм по прежнему экспоненциален относитель-
но e(b), но основание экспоненты существенно уменьшено. Этот алгоритм реализован
в [П7, §6] программой на языке Си.

4.2. Проблема квазиположительности для кос алгебраической длины 2.
Начнем с того, что введем некоторые определения и обозначения из теории Гарсайда,
нужные для формулировки наших результатов, следуя работе [14]. Для элементов
a, b группы G положим ab = b−1ab, aG = {ab | b ∈ G} и a ∼ b⇔ b ∈ aG.

Гарсайдова структура на группе G – это тройка (G,P ,∆), где P – подмоноид
группы G такой, что P ∩ P−1 = {1} (моноид положительных элементов), и ∆ ∈ P
– специальный элемент (называемый элементом Гарсайда), и при этом выполнены
следующие условия:
(G1) G с частичным порядком 4, заданным как a 4 b⇔ a−1b ∈ P , является решет-

кой. Это значит, что для любых a, b ∈ G существуют и единственны наиболь-
ший общий делитель a ∧ b и наименьшее общее частное a ∨ b для 4.

(G2) Множество [1,∆] = {a ∈ G | 1 4 a 4 ∆}, называемое множеством простых
элементов, порождает G.

(G3) Сопряжение элементом ∆ сохраняет P , т. е. (X ∈ P)⇒ (X∆ ∈ P).
(G4) Для любого X ∈ P \ {1} имеет место:

‖X‖ = sup{k | ∃a1, . . . , ak ∈ P \ {1} такие, что X = a1 . . . ak} <∞.
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Аналогично порядку 4 определим порядок < как a < b⇔ ab−1 ∈ P . Скажем, что
(G,P ,∆) – гарсайдова структура конечного типа, если множество простых элемен-
тов [1,∆] конечно. Элемент a ∈ P\{1} называется атомом, если ‖a‖ = 1. Множество
атомов будем обозначать через A.

Следующие три определения были даны в [П7]. Гарсайдова структура (G,P ,∆)
называется однородной, если для любых X, Y ∈ P выполнено ‖XY ‖ = ‖X‖ + ‖Y ‖.
Она называется симметричной, если для любых простых элементов u, v имеет место
u 4 v ⇔ v < u, и она называется свободной от квадратов, если не существует
элементов U, V ∈ P и x ∈ A таких, что Ux2V ∈ [1,∆].

Разложение X = ∆p ·A1 · · · · ·An, Ai ∈ [1,∆] \ {1,∆}, называется левой нормальной
формой, если Ai = ∆ ∧ Ai . . . An для всех i.

В этом случае инфимум, супремум и каноническая длина элемента X определе-
ны как inf X = p, supX = p + n, `(X) = n соответственно. Начальный и конеч-
ный множитель элемента X – это ι(X) = ∆pA1∆−p и ϕ(X) = An соответственно.
Саммит-длина и суперсаммит-множество элемента X определяются как

`s(X) = min
Y ∈XG

`(Y ), SSS(X) = {Y ∈ XG | `(Y ) = `s(X)}

соответственно.Циклический сдвиг (cycling) и циклическое скольжение (cyclic sliding)
s : G→ G и c : G→ G определим как

c(X) = X ι(X), s(X) = Xp(X), p(X) = ι(X) ∧ (ϕ(X)−1∆).

Ультрасаммит-множество и множество циклического скольжения (set of sliding
circuits) элемента X определяются как

SC(X) = {Y ∈ SSS(X) | ∃k > 0 такое, что sk(Y ) = Y },
USS(X) = {Y ∈ SSS(X) | ∃k > 0 такое, что ck(Y ) = Y }.

Известно (см. [14]), что SC(X) ⊂ USS(X). Для X ∈ USS(X) определим его c-орбиту
(cycling orbit) как {ck(X) | k > 0}.
Теорема 4.2. (Теорема 1 в [П7].) Пусть (G,P , δ) – симметричная однородная сво-
бодная от квадратов гарсайдова структура конечного типа с множеством атомов
A. Пусть x, y ∈ A и k > 0, l ≥ 0 – целые числа. Предположим, что X ∈ (xk)G(yl)G.
Тогда либо X ∈ (xk1y

l
1)G, либо любая c-орбита в SC(X) содержит элемент, у кото-

рого левая нормальная форма имеет вид

δ−n · An · · · · · A1 · xk1 ·B1 · · · · ·Bn · yl1,
где n ≥ 1, x1 ∈ xG ∩ A, y1 ∈ yG ∩ A и Ai, Bi – простые элементы такие, что
Aiδ

i−1Bi = δi.

В частности, эта теорема дает алгоритм решения проблемы квазиположительности
для кос алгебраической длины ≤ 2. Действительно, гарсайдова структура Бирман –
Ко –Ли (Bm,P , δ) (см. [3]) удовлетворяет требуемым свойствам, т. е. она симметрич-
на, однородна и свободна от квадратов. Эта гарсайдова структура задается следую-
щим образом. Пусть σi,j, 1 ≤ i < j ≤ m, – ленточные образующие σi,j = a−1σj−1a,
a = σj−1 . . . σi. Тогда A = {σi,j | 1 ≤ i < j ≤ m}, P – моноид, порожденный множе-
ством A, и δ = σm−1 . . . σ2σ1. Алгоритмы вычисления всех объектов, используемых в
теореме 4.2, имеются в [3].
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5. Плоские комплексные кривые с малыми числами Бетти

5.1. Рациональные каспидальные кривые. В [П4] изучаются рациональные кас-
пидальные кривые, т. е. рациональные комплексные алгебраические кривые в CP2,
гомеоморфные двумерной сфере. Слово «каспидальные» в данном контексте означа-
ет, все особенности аналитически неприводимые (каспы). С использованием логариф-
мического неравенства Богомолова –Мияоки –Яо, теории Фуджиты о разложениях
Зарисского аффинных поверхностей и вычислений с графами разрешений (точнее,
со сплайс-диаграммами Эйзенбуда – Неймана) в работе [П4] доказаны следующие
результаты. Напомним, что логарифмическая размерность Кодаиры κ̄(V ) аффинной
комплексной агебраического многообразия V – это (KV + D)-размерность многооб-
разия X, где D – дивизор с простыми нормальными пересечениями на компактном
алгебраическом многообразии X, таком, что X \D = V .

Пусть α = (3+
√

5)/2. Обозначим через φ0, φ1, . . . числа Фибоначчи: φ0 = 0, φ1 = 1,
φk+2 = φk + φk+1.

Теорема 5.1. (Теоремы A и B в [П4].) Пусть C – рациональная каспидальная кривая
степени d в CP 2. Пусть m – максимальная кратность ее особенностей. Пусть κ̄
– логарифмическая размерность Кодаиры дополнения CP 2 \ C. Тогда:

1. d < α(m+ 1) + 1/
√

5;
2. если κ̄ = −∞, то d < αm;
3. κ̄ 6= 0;
4. если κ̄ = 2, то d < α(m+ 1)− 1/

√
5.

В той же статье (теорема C в [П4]) также показано что эти оценки точны в том
смысле, что не существуют константы α′ и β′ такие, что α′ < α и неравенство
d ≤ α′m + β′ выполнено для всех рациональных каспидальных кривых. А именно,
для любого j > 0, j 6≡ 2 mod 4, построена рациональная каспидпльная кривая Cj
степени dj = φj+2, имеющая единственный касп кратности mj = φj, таким образом,
limj→∞ dj/mj = α.

5.2. Гипотеза Лина – Зайденберга. Лин и Зайденберг [24, 25] (см. также [1, §5])
поставили следующие вопросы.

(Q1) Существует ли связь между топологией плоской аффинной комплексной ал-
гебраической кривой и числом ее неприводимых особенностей? (Q2) Верно ли, напри-
мер, что число неприводимых особенностей такой кривой A не превосходит 1+2b1(A),
где b1(A) – первое число Бетти кривой A?

Гипотетически ответы на оба вопроса положительны. Первый и наиболее впечат-
ляющий частный случай этой гипотезы был доказан самими Лином и Зайденбергом
[45]: если b1(A) = 0, то некоторый автоморфизм C2 преобразует A в xp = yq, в част-
ности, A имеет не более одной особой точки. Бородзик и Золандек [4] доказали, что
ответ на вопрос (Q2) положителен еще в одном частном случае. А именно, если A
гомеоморфно кольцу, то A имеет не более трех особых точек.

При переходе от кривой A к ее замыканию в CP2 число особых точек может только
увеличиться, в товемя как первое число Бетти может только уменьшиться. Поэтому
положительный ответ на вопрос (Q1) следует из аналогичной гипотезы для плоских
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комплексных алгебраических проективных кривых. Частный случай проективной
версии гипотезы был доказан в [46]: если проективно жесткая кривая в CP2 гомео-
морфна сфере, то она имеет не более, чем 9 особых точек. В дальнейшем Тоно [36]
доказал намного более сильный результат: если кривая в CP2 гомеоморфна римано-
вой поверхности рода g, то она имеет не более, чем (21g + 17)/2 особых точек (тем
самым не более, чем 8, когда g = 0).

В статье [П8] рассуждения Тоно распространены на случай произвольных плоских
проективных кривых и получено доказательство проективного аналога положитель-
ного ответа на вопрос (Q1).

Приведем точные формулировки. Пусть C – алгебраическая кривая в CP2. Особую
точку кривой C назовем каспом, если C имеет в ней единственную локальную ветвь.
Пусть s – число всех особых точек кривой C, и пусть c – число ее каспов. Через
bi = bi(C) обозначим i-ое число Бетти кривой C. Так, b2 – число неприводимых
компонент. Пусть g = g(C) – полный род кривой C, т. е. сумма родов нормализаций
всех ее неприводимых компонент.

Теорема 5.2. Если κ̄(CP2 \ C) = 2 (согласно [41], это так, например, когда одна из
неприводимых компонент кривой C имеет≥ 3 особых точек), то c ≤ 9

2
b1+ 3

2
g−6b2+ 29

2
,

s ≤ 11
2
b1 − 1

2
g − 5b2 + 27

2
.

Следствие 5.1. Если кривая C неприводима, то c ≤ 9
2
b1 + 3

2
g + 17

2
≤ 21

4
b1 + 17

2
,

s ≤ 11
2
b1 − 1

2
g + 17

2
≤ 11

2
b1 + 17

2
.

Обозначим через Caff пересечение кривой C с некоторой фиксированной аффинной
картой и положим baff

i = bi(C
aff). Обозначим число особых точек, число каспов и

число точек на бесконечности кривой Caff через saff , caff и p соответственно.

Следствие 5.2. Если κ̄(CP2 \ C) = 2, то caff ≤ 9
2
(baff

1 − baff
0 − p) + 3

2
(g − b2) + 19,

saff ≤ 11
2

(baff
1 − baff

0 − p) + 1
2
(b2 − g) + 19.

Следствие 5.3. Если C неприводима, то caff ≤ 9
2
(baff

1 − p) + 3
2
g+ 13 ≤ 9

2
baff

1 + 3
2
g+ 17

2
,

saff ≤ 11
2

(baff
1 − p)− 1

2
g + 14 ≤ 11

2
baff

1 − 1
2
g + 17

2
.

В [П8] также сделано наблюдение, что из результатов статьи [36] легко следует
гипотеза Зайденберга о конечности числа графов (с точностью до гомеоморфизма),
реализуемых двойственными графами на бесконечности минимальных компактифи-
каций Q-ацикличных афинных поверхностей общего типа.

А именно, пусть D = D1 +· · ·+Dn – приведенная кривая с простыми нормальными
пересечениями на гладкой алгебраической поверхности V , и пусть Γ – двойственный
граф кривой D. Положим β(Di) = Di(D − Di) (степень соответствующей вершины
графа Γ).Если β(Di) = 1, скажем, назовем Di концом (tip) кривой D. Предположим,
что D не содержит рациональных (−1)-кривых Di при β(Di) ≤ 2. Зайденберг [44,
стр. 16] выдвинул гипотезу, что только конечное число попарно негомеоморфных
графов Γ может быть так реализовано при условии, что κ̄(V \D) = 2 и bi(V \D) = 0
при i > 0.

Предложение 5.1. (Замечание 3 в [П8].) Число концов кривой D не превосходит
17, а значит, гипотеза Зайденберга верна.
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[П9] S. Fiedler-LeTouzé, S. Orevkov, E. Shustin, Corrigendum to the paper “A flexible affine M-sextic
which is algebraically unrealizable" (Исправление к статье “Гибкая аффинная M -секстика, ко-
торая не реализуема алгебраически”), J. Alg. Geom., 29, (2020), 109–121.

[П10] S. Yu. Orevkov, Algebraically unrealizable complex orientations of plane real pseudoholomorphic
curves (Алгебраически нереализуемые комплексные ориентации плоских вещественных псев-
доголоморфных кривых ), GAFA – Geom. and Funct. Anal., 31 (2021), 930–947.

Список литературы
[1] S. S. Abhyankar and A. Sathaye, Uniqueness of plane embeddings of special curves, Proc. Amer.

Math. Soc. 124 (1996), 1061–1069.
[2] В.И. Арнольд, О расположении овалов вещественных плоских алгебраических кривых, инво-

люциях четырехмерных гладких многообразий и арифметике целочисленных квадратичных
форм, Функц. анализ и его прил., 5:3 (1971), 1–9.

[3] J. Birman, K.-H. Ko, S.-J. Lee, A new approach to the word and conjugacy problems in the braid
groups, Adv. Math. 139 (1998), 322–353.

[4] M. Borodzik and H. Zo la̧dek, Number of singular points of an annulus in C2, Ann. Inst. Fourier 61
(2011), 1539–1555.

[5] Б. Шевалье, Четыре M -кривые степени 8, Функц. анализ и его прил., 36:1 (2002), 90–93.
[6] P. Dehornoy, Groupes de Garside, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 35 (2002),267–306
[7] P. Dehornoy, L. Paris Gaussian groups and Garside groups, two generalizations of Artin Groups,

Proc. London Math. Soc. (3) 79 (1999),569–604
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