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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Èññëåäîâàíèå íàïðàâëåíî íà èçó÷åíèå íåëèåâñêèõ àëãåáð ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçó-

þùèõ, îïèñàíèå èõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

ýòèõ àëãåáð.

Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â äàííîé ðàáîòå îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ äâà âîïðîñà.

Âî-ïåðâûõ, êàê ïîñòðîèòü êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð ñ íåëèåâñêèìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Âî-âòîðûõ,

êàê ñâÿçàòü ýòè êâàíòîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ íåêîòîðûìè êëàññè÷åñêèìè ñèìïëåêòè-

÷åñêèìè ëèñòàìè â ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ

óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, êîãåðåíòíûìè ñîñòîÿ-

íèÿìè è âîçíèêàþùèìè ïðè èõ ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãëàâíîé çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àë-

ãåáð, âîçíèêàþùèõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì (êàê àëãåáðû ñèììåòðèé) â ðàçëè÷íûõ

êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ è êîãåðåíòíûå ñîñòî-

ÿíèÿ ýòèõ àëãåáð èãðàþò ðåøàþùóþ ðîëü â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå êâàíòîâûõ çàäà÷.

Ïîïóòíîé çàäà÷åé çäåñü ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà, ñîñòîÿùåãî â

ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ îïåðàòîðíîãî óñðåäíåíèÿ è êîãåðåíòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ñòàíîâèòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâûõ ìîäå-

ëåé ñ ñèëüíûì âûðîæäåíèåì ñïåêòðà ñòàðøåé ÷àñòè îïåðàòîðà (íàïðèìåð, çà ñ÷åò

ðåçîíàíñà), ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé çäåñü íå ðàáîòàåò.

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ àëãåáð ñ íåëèåâñêèìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ïðåæ-

äå âñåãî îñíîâàí íà ïðèìåðàõ òåîðèè q-äåôîðìàöèé è êâàíòîâîé îáðàòíîé çàäà÷è

ðàññåÿíèÿ; ñì. [1, 2, 3, 4, 5, 6] è íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ïðèìåðû â [7]. Äðóãîé âåñüìà

îáùèé ñïîñîá âîçíèêíîâåíèÿ íåëèåâñêèõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé � ýòî êâàí-

òîâàÿ âåðñèÿ ðåäóêöèè Ìàðñäåíà - Âàéíøòåéíà - Ëè - Êàðòàíà; ñì., íàïðèìåð, â

[8, 9, 10] è áîëåå ïîäðîáíî â [11].

Ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå êâàíòîâûõ àëãåáð ñ íåëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

áûëî íà÷àòî øêîëàìè Â.Ï. Ìàñëîâà è Ë.Ä. Ôàääååâà [7, 12, 13, 14, 6, 15, 3, 11] â

70�80õ ãîäàõ, õîòÿ ïåðâûå ïîïûòêè èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ àëãåáð äåëàëèñü ôèçèêàìè

íàìíîãî ðàíüøå.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé èçó÷åíèÿ íåëèåâñêèõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîò-

íîøåíèé è êâàíòîâàíèÿ îáùèõ íåëèíåéíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà. Ïåðâîå íàïðàâëåíèå

ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ â îáåðòûâàþùåé àëãåáðå ÷åðåç îïåðàòîðû ðåãó-

ëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (èëè ÷åðåç îïåðàòîðû îáîáùåííîãî ñäâèãà Äåëüñàðòà);

îñíîâíûå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðàõ îáîáùåííîãî ñäâèãà ñîäåðæàòñÿ â [17], íåêîòî-

ðûå îáùèå ôîðìóëû äëÿ ïðèëîæåíèé ê íåëèåâñêèì ñîîòíîøåíèÿì ñì. â [18, 19] è
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îáçîð ïî ýòîé òåìå â êíèãå [11]. Ýòîò ïîäõîä ñâÿçàí ñ íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèåé

À. Êîííà [20].

Âòîðîå íàïðàâëåíèå îñíîâàíî íà òåîðèè äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ, ïðåäëî-

æåííîãî â [21, 22]. Îíî ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îñíîâîé äëÿ òåîðèè êâàíòîâûõ

ãðóïï, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà è êâàäðàòè÷íûìè àëãåáðàìè

Ôàääååâà�Çàìîëîä÷èêîâà; ñì. [23, 19, 24, 25].

Òðåòüå íàïðàâëåíèå èçó÷åíèÿ � ýòî êâàçèêëàññè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿ-

åò ïîëó÷èòü âñå îñíîâíûå êâàíòîâûå îáúåêòû, ñâÿçàííûå ñ íåëèåâñêîé àëãåáðîé, ïðè-

áëèæåííî, ñ òî÷íîñòüþ O(ℏ∞) îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ℏ → 0; ñì. [18, 14, 26]

è ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà â [11]. Ýòî òåîðèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ.

×åòâåðòîå íàïðàâëåíèå îñíîâàíî íà ïîíÿòèè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ââåäåííîì

íà çàðå êâàíòîâîé ìåõàíèêè Ý. Øð¼äèíãåðîì [27] è Â. Ãåéçåíáåðãîì [28], çàòåì â

îïòèêå Ð. Ãëàóáåðîì [29, 30] (èì âïåðâûå áûëî ââåäåíî íàçâàíèå �êîãåðåíòíûå ñîñòî-

ÿíèÿ�) è îïðåäåëåííîì â îáùåì âèäå Äæ. Êëàóäåðîì [31, 32] è Ô. Áåðåçèíûì [33].

Ôàêòè÷åñêè, âåðñèÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé áûëà òàêæå ðàçðàáîòàíà â òåîðèè ãîëî-

ìîðôíûõ ôóíêöèé ïîä íàçâàíèåì `âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà�, ñì. [34, 35, 36].

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, îñíîâíûì ñâîéñòâîì êîãåðåíòíûõ ñîñòî-

ÿíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàäàâàòü íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå äàííîé àëãåáðû

ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-

ðîâ ñîñòîÿíèé. Äëÿ àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà ýòîò ôàêò áûë ïîíÿò óæå Ô. À. Ôîêîì

[37] è Ï. Äèðàêîì [38] è çàòåì áûë îáîáùåí íà øèðîêèé êëàññ àëãåáð Ëè [39, 40] è

íåêîòîðûå q-àíàëîãè (ñì., íàïðèìåð, â [41]). Â ðàìêàõ îáùåãî ïðîöåññà êâàíòîâàíèÿ

êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ âïåðâûå áûëè èñïîëüçîâàíû â [33, 42, 32] è áûëè ãëóáîêî âî-

âëå÷åíû â ýòó òåîðèþ [43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53] îñîáåííî â êîíòåêñòå

ôóíäàìåíòàëüíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ïî Á. Êîñòàíòó è Æ.-Ì. Ñóðèî è

òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé [54, 55, 56, 57, 58, 8, 59, 60, 61, 62]. Ýòîò ñïèñîê ëèòåðàòóðû

äàëåêî íå ïîëíûé, íî îí ïîêàçûâàåò ðàçíîîáðàçèå ïîäõîäîâ â ýòîé îáëàñòè. Ïîä÷åðê-

íåì, ÷òî ìíîãèå âàæíûå âîïðîñû â ýòîé òåîðèè âñå åùå îñòàþòñÿ îòêðûòûìè ñ 70-õ

ãîäîâ.

Äîëãîå âðåìÿ ñïèñîê ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ àëãåáðû ñ íåëèíåéíûìè ñîîò-

íîøåíèÿìè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðà è äèíàìèêè, ñâîäèëñÿ

ê áåñêîíå÷íîìåðíûì ïîëåâûì ñèñòåìàì è ñïèíîâûì öåïî÷êàì; ñì. ññûëêè íà ëèòå-

ðàòóðó â [15]. Ïðèìåðû íåëèåâñêèõ àëãåáð ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ, ñâîéñòâà

êîòîðûõ ïðîÿâëÿþòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíûõ ýôôåêòàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ýôôåê-

òû Çååìàíà è Çååìàíà�Øòàðêà), áûëè îáíàðóæåíû è ïîäðîáíî èçó÷åíû â ðàáîòàõ

[63, 9, 64, 65]. Ýòè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè, ò.å. äåôîðìàöèÿìè íåêîòîðûõ

êëàññè÷åñêèõ ïóàññîíîâûõ àëãåáð (ñ ïîëèíîìèàëüíûì ïóàññîíîâûì òåíçîðîì).
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Äðóãàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ � ýòî �ðåçîíàíñíûå àëãåáðû�, îòâå÷àþùèå ìíîãî÷àñòîò-

íîìó êâàíòîâîìó îñöèëëÿòîðó. Îíè áûëè íàéäåíû â [66, 67] è ïîäðîáíî èçó÷åíû â

[68, 69, 70, 71]. Ýòè íåëèåâñêèå àëãåáðû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ òîæå îò-

íîñÿòñÿ ê êëàññó êâàíòîâûõ àëãåáð è äëÿ íèõ òîæå âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ïîëíîé

òåîðèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðèìåíåíèå ðåçîíàíñíûõ àëãåáð îõâàòûâàåò

øèðîêèé êðóã áàçîâûõ ìîäåëåé âîëíîâîé îïòèêè è êâàíòîâîé ôèçèêè, ïîñêîëüêó â

íèõ ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðàþò ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè óñòîé÷èâîãî

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷àñòü òàêèõ ìîäåëåé � �îñöèëëÿòîð� � çàäàåò

ãëàâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâèæåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê àíãàðìîíè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâ-

ëÿåò âîçìóùåíèå. Ïîñëå ïðîöåäóðû êâàíòîâîãî óñðåäíåíèÿ ýòî âîçìóùåíèå íà÷èíàåò

êîììóòèðîâàòü ñ ãàðìîíè÷åñêîé ÷àñòüþ, ò. å. çàäàåò ýëåìåíò èç åå àëãåáðû ñèììåò-

ðèé. Åñëè ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêîé ÷àñòè íàõîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå, òî àëãåáðà ñèììåòðèé

íåêîììóòàòèâíà. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî àëãåáðà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîììóòàöèîííûìè

ñîîòíîøåíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñîâðåìåííàÿ êâàíòîâàÿ ôèçèêà è êâàíòîâàÿ ìàòåìàòèêà äåìîí-

ñòðèðóþò âàæíîñòü àëãåáð ñ íåëèíåéíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

×òî êàñàåòñÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, òî èíòåðåñ ê èõ èçó÷åíèþ â ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêå è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå íåóêëîííî ðàñòåò. Ïðèëîæåíèÿ, â êîòîðûõ èñïîëü-

çóþòñÿ êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âàðüèðóþòñÿ îò êâàíòîâàíèÿ äî îáðàáîòêè ñèãíàëîâ

è èçîáðàæåíèé. Çà ïðîøåäøèå ïî÷òè ñòî ëåò (ñ 1926 ãîäà, êîãäà êîãåðåíòíûå ñîñòî-

ÿíèÿ áûëè ââåäåíû Ý. Øðåäèíãåðîì â [27]) âîçíèêëè íå òîëüêî èõ ìíîãî÷èñëåííûå

îáîáùåíèÿ è ìîäèôèêàöèè (ñì., íàïðèìåð, [40, 72, 73, 76, 77]), íî è ñóùåñòâåííûå èç-

ìåíåíèÿ â ñàìîì îïðåäåëåíèè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé; ñì. îá ýòîì ðàáîòó [74]. Åñëè

âíà÷àëå îïðåäåëÿþùèì äëÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé áûëî èõ ñâîéñòâî ìèíèìèçèðî-

âàòü ïðîèçâåäåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé â ñîîòíîøåíèè Ãåéçåíáåðãà, òî â äàëüíåéøåì

ýòî ñâîéñòâî îêàçàëîñü âîâñå íåîáÿçàòåëüíûì.

Ñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé îñíîâàíî íà ÷åòûðåõ àêñèîìàõ

Ãàçî-Êëàóäåðà [78]. Ïåðâûå äâå îñíîâíûå àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ îáùèìè è îáÿçàòåëüíû-

ìè äëÿ âñåõ òèïîâ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Îíè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Äæ. Êëàóäå-

ðîì â [79] â 1963 ãîäó è ïåðåïèñàíû ïî÷òè ñîðîê ëåò ñïóñòÿ â [74]. Â íèõ ïîñòóëèðóþò-

ñÿ ïîëíîòà ñåìåéñòâà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ïåðåêðûòèÿ
1 ïî ïàðàìåòðàì. Äâå äðóãèå (ñïåöèàëüíûå) àêñèîìû îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ,

êîãäà êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñòðîÿòñÿ äëÿ çàäàííîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ãëàâíîå çäåñü

- ñâîéñòâî âðåìåííîé ñòàáèëüíîñòè: ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè êàæäîãî êîãåðåíòíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ âñåãäà îñòàåòñÿ êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèåì. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé îáû÷íî àññîöèèðîâàíû ñ êîîðäèíàòàìè â ñîîòâåòñòâóþùåì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, è èõ ýâîëþöèÿ äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü êëàññè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ýòèõ

êîîðäèíàò. Ýòè ñâîéñòâà íóæíû äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé; ñì, íàïðèìåð, [75].

1Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò ïåðåïîëíåííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå; èõ ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ, íóìåðèðóþùèõ âåêòîðû ýòîãî

ñåìåéñòâà, è îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ ïåðåêðûòèÿ.
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Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîòàõ [16, 68, 70, 71] êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñòðîÿòñÿ íå

äëÿ çàäàííîãî ãàìèëüòîíèàíà, à äëÿ çàäàííîé àëãåáðû. Òàêèå êîãåðåíòíûå ñîñòî-

ÿíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà

îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû â ïðîñòðàíñòâî äðóãîãî åå ïðåäñòàâëåíèÿ. Çäåñü ãëàâ-

íûì ñòàíîâèòñÿ ñâîéñòâî êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ñïëåòàòü ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû â

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãåáð, â òîì ÷èñëå ñ íåëèíåéíûìè

êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè ñâîéñòâàìè êîãåðåíòíûõ ñîñòî-

ÿíèé ÿâëÿþòñÿ èõ ïîëíîòà, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ïåðåêðûòèÿ ïî ïàðàìåòðàì è

ñïëåòàþùåå ñâîéñòâî.

Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î êîíñòðóêöèè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ àëãåáð ñ íåëè-

åâñêèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Îí ðåøåí ëèøü äëÿ

íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ íåëèåâñêèõ àëãåáð è íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ

íåëèåâñêèõ àëãåáð.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà â ðàçðàáîòêó ïðîáëåìû

Â ðàáîòàõ àâòîðà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ âûäåëåíû íåñêîëüêî êëàññîâ íåëè-

åâñêèõ àëãåáð, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå ïîëíîé òåîðèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-

íèé. Äëÿ ýòèõ àëãåáð íàéäåíû ýëåìåíòû Êàçèìèðà, ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîãå-

ðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû; óñòàíîâëåíû ñî-

îòâåòñòâèÿ ïîñòðîåííûõ êâàíòîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ êëàññè÷åñêèìè ñèìïëåêòè÷åñêè-

ìè ëèñòàìè â ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè, íà íèõ ïîñòðîåíû êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû;

âûÿâëåíà ñâÿçü ìåæäó íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, êîãåðåíòíûìè ñîñòîÿíèÿ-

ìè è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè èëè ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Äëÿ íåêîòîðûõ áàçîâûõ êâàíòîâûõ ìîäåëåé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ àòîìà âîäîðîäà

è äëÿ ìîíîïîëÿ Äèðàêà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì è íåîäíîðîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷å-

ñêîì ïîëÿõ, äëÿ ëîâóøåê Ïåííèíãà ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé) âûäåëåíû è ïîäðîá-

íî èññëåäîâàíû íåëèåâñêèå àëãåáðû ñèììåòðèé. Äëÿ íèõ ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ è ñåìåéñòâà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå äàëåå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíûõ çà-

äà÷.

Áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíà â ñîâìåñòíûõ

ðàáîòàõ ñ Ì. Â. Êàðàñåâûì (ñì. íèæå ñïèñîê îïóáëèêîâàííûõ ñòàòåé ñ ðåçóëüòàòàìè

äèññåðòàöèè); íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñîàâòîðñòâå ñ Å. Â. Âûáîðíûì

è Î. Â. Áëàãîäûðåâîé (ñì. òîò æå ñïèñîê). Ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ñîàâòîðàì,

íàïðèìåð, ôîðìóëû Ì. Â. Êàðàñåâà äëÿ âåéëåâñêîãî è âèêîâñêîãî ïðîèçâåäåíèé,

ôîðìóëû Å. Â. Âûáîðíîãî äëÿ òóííåëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ñïåêòðà, íå âõîäÿò â ïå-

ðå÷åíü ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ïðåäëîæåííûå

Ì. Â. Êàðàñåâûì ïîñòàíîâêè çàäà÷, ñâÿçàííûå ñ ôèçè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, èññëåäóå-
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ìûìè â äàííûõ ðàáîòàõ, èäåÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êâàíòîâîãî óñðåäíåíèÿ

è êîãåðåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå èäåÿ ðåäóêöèè (óñðåäíåíèÿ) êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, â ÷àñòíîñòè, êîíñòðóêöèè êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàò àâòîðó.

Îïèñàíèå ìåòîäîëîãèè èññëåäîâàíèÿ

Îäíèì èç ãëàâíûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü êâàíòîâûå íåèíòåãðèðóåìûå

ñèñòåìû âáëèçè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èëè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðíîå óñðåäíåíèå ñ ïîñëåäóþùåé ðåäóêöèåé â àëãåáðó èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

ìîäåëüíîé ñòàðøåé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà.

Ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå êâàíòîâûå ìîäåëè õàðàêòåðèçóþò-

ñÿ íàëè÷èåì ó ñòàðøåé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà áîãàòîé àëãåáðû ñèììåòðèé. Ïðè÷åì

ñîîòíîøåíèÿ â íåé îáû÷íî íåòðèâèàëüíûå. Ýòà àëãåáðà èìååò íåëèåâñêèé òèï, ò.å

íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè; åå åñòåñòâåííûå ãåíå-

ðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò íåëèíåéíûì (íàïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíûì) êîììóòàöèîííûì

ñîîòíîøåíèÿì. Äëÿ àíàëèçà òàêîãî òèïà àëãåáð â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàçðàáàòû-

âàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ íîâûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí â

âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (â ïðîñòðàíñòâå àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íàä

ñîîòâåòñòâóþùèì ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèñòîì). Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ðàññìàòðè-

âàåìûõ êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ âûðîæäåíèå ñïåêòðà ãëàâíîãî ÷ëåíà ãàìèëüòîíèàíà íå

ñíèìàåòñÿ ïîëíîñòüþ â ñóáãëàâíîì ÷ëåíå òåîðèè âîçìóùåíèé, è òîãäà ïðèõîäèòñÿ

ðàññìàòðèâàòü åùå è âòîðè÷íóþ àëãåáðó ñèììåòðèé òîæå íåëèåâñêîãî òèïà, äëÿ êî-

òîðîé ñíîâà ñëåäóåò ïîñòðîèòü âñå íåîáõîäèìûå îáúåêòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé.

Àíàëèç ðåäóöèðîâàííûõ ãàìèëüòîíèàíîâ íà äàííîé àëãåáðå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ êîãåðåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä êâàíòîâûì ëèñòîì èëè ãåîìåòðè÷åñêèõ êîãå-

ðåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â ëèñòå. Ïîñëåäíèé

ìåòîä äàåò ãåîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

â ïðîñòðàíñòâàõ ñ îáùåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ò.å. îáîáùàåò èçâåñòíûé ìå-

òîä êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà [80, 81, 82].

Êâàíòîâûå ìåòîäû, íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ äàííîå èññëåäîâàíèå, âî ìíîãîì ñëåäó-

þò êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì ìåõàíèêè, ñâÿçàííûì ñ íîðìàëüíûìè ôîðìàìè è óñðåä-

íåíèåì; ñì. [83, 84, 85]. Èñïîëüçóåìûå êîíöåïöèè íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð è òåîðèè

êâàíòîâàíèÿ ñëåäóþò ìåòîäàì, èçëàãàåìûì, íàïðèìåð, â êíèãàõ [15, 11]. Â äàííîì

èññëåäîâàíèè àëãåáðàè÷åñêàÿ òåõíèêà óñðåäíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàáîòû â êîì-

ìóòàòîðíûõ àëãåáðàõ ñ íåëèåâñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïðè ýòîì âñå âû÷èñëåíèÿ âû-

ïîëíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî êàê â êâàíòîâîì âàðèàíòå, òàê è â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæå-

íèè (íà óðîâíå ñêîáîê Ïóàññîíà âìåñòî êîììóòàòîðîâ). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ
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ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíèìîñòè ê ðåäóöèðîâàííûì ãàìèëüòî-

íèàíàì êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äëÿ ñèñòåì ñ ìíîãî÷àñòîòíûì ðåçîíàíñîì â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä

ê âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêðó-

÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ñèìâîëîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ

ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ è êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ íåëèåâñêèõ àëãåáð ñèì-

ìåòðèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé àñèìïòîòèêè ñïåê-

òðà è ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåê-

òû (êýëåðîâó ôîðìó, âîñïðîèçâîäÿùóþ ìåðó, òðàåêòîðèè óñðåäíåííîé èëè äâàæäû

óñðåäíåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà êâàíòîâûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ).

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå òàêæå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñïåêòðàëü-

íûõ çàäà÷ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè êîãåðåíòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíòåãðàëüíûì ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íå îáû÷íûå êîãåðåíòíûå

ñîñòîÿíèÿ, à êîãåðåíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, îáëàäàþùèå âñåìè êëþ÷åâûìè ñâîéñòâàìè

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, íî íå èìåþùèå êîíå÷íîé íîðìû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Äëÿ ñïåöèàëüíîãî �áàçîâîãî� êëàññà àëãåáð, ïîðîæäåííûõ íåëèåâñêèìè ïåðåñòà-

íîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè è îáëàäàþùèìè ñòðóêòóðîé �ðîæäåíèå�óíè÷òîæåíèå�,

ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé (â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé), êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé è âîñ-

ïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé óñòàíîâëå-

íî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êâàíòîâîé àëãåáðû è ñèì-

ïëåêòè÷åñêèìè ëèñòàìè ïóàññîíîâîé àëãåáðû. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåïðè-

âîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

2. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé è âîñ-

ïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð ðàçðàáîòàí òàêæå äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé áàçî-

âîãî êëàññà àëãåáð ñ íåëèåâñêèìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Îáîáùåíèÿ

êàñàþòñÿ óñëîæíåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ãå-

íåðàòîðîâ àëãåáðû.

3. Âûäåëåí è èññëåäîâàí êëàññ íåëèåâñêèõ àëãåáð, ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðîì èëè òîðîì. Äëÿ òàêèõ àëãåáð ïîñòðîåíû êîãåðåíòíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ è íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûì ñòðóê-

òóðàì íà öèëèíäðå è òîðå. Âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòî-

ðûõ ðåàëèçóþòñÿ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, è ñàìè êîãåðåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç òýòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà è åå ìîäèôèêàöèè. Íàéäåíû ñîîòâåòñòâó-

þùèå âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû.
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4. Âûäåëåí êëàññ íåëèåâñêèõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, äîïóñêàþùèõ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ òî÷å÷íûìè îïåðàòîðàìè (ò.å. îïåðàòîðàìè, èíòåãðàëüíûå ÿäðà êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ñ òî÷å÷íûìè íîñèòåëÿìè). Äëÿ òàêèõ ñîîòíîøå-

íèé ïîñòðîåíû âñå îïåðàòîðíî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.Îíè ðåàëèçîâàíû òî-

÷å÷íûìè îïåðàòîðàìè â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåî-

ìåòðè÷åñêèå ðÿäû, òýòà-ôóíêöèþ, à òàêæå èõ ìîäèôèêàöèè. Ïîñòðîåíû êîãåðåíòíûå

ñîñòîÿíèÿ, ñïëåòàþùèå àáñòðàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòíîøåíèé ñ íåïðèâîäèìûìè.

5. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé ïðèìåíåíû ê ðÿäó èçâåñòíûõ àëãåáð: ïðîñòåéøèì àëãåáðàì Ëè, êâàä-

ðàòè÷íûì àëãåáðàì ýôôåêòà Çååìàíà è âûðîæäåííîé àëãåáðå Ñêëÿíèíà-Ôàääååâà.

Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîãî ìåòîäà ðåäóêöèè âû÷èñëåíû êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ âîñüìè-

ìåðíîé êâàäðàòè÷íîé àëãåáðû, âîçíèêàþùåé ïðè ñïèíîðíîé ðåãóëÿðèçàöèè Êóñòà-

àíõåéìî çàäà÷è îá àòîìå âîäîðîäà.

6. Âûäåëåíû è èçó÷åíû àëãåáðû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîò-

íîøåíèÿìè äëÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ. À èìåí-

íî, èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå êâàíòîâûå ìîäåëè: çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â ïîëå Êóëîíà-

Äèðàêà, ýôôåêò Çååìàíà â ïîëå Êóëîíà-Äèðàêà, ýôôåêò Çååìàíà-Øòàðêà äëÿ àòîìà

âîäîðîäà. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïðîâåäåíî êâàíòîâîå óñðåäíåíèå ñ ïîñëåäóþùåé ðåäóêöè-

åé â ïîëèíîìèàëüíóþ àëãåáðó ñèììåòðèé ãëàâíîé èëè ñóáãëàâíîé ÷àñòè ãàìèëüòîíè-

àíà è èññëåäîâàíèå óñðåäíåííûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Íàéäåíû àñèìïòîòèêè ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé è àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

7. Âûäåëåíû è èññëåäîâàíû �ðåçîíàíñíûå� àëãåáðû, îïèñûâàþùèå íåïðèâîäèìûé

(ñ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûìè ÷àñòîòàìè) ýëëèïòè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äëÿ íèõ íàéäåí

êîíå÷íûé íàáîð ãåíåðàòîðîâ, ïîä÷èíåííûõ ïîëèíîìèàëüíûì êîììóòàöèîííûì ñî-

îòíîøåíèÿì, è ïîñòðîåíû âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ è îòâå÷àþùèå èì êîãå-

ðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, à òàêæå âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû.

8. Ïîñòðîåíà ïîëíàÿ òåîðèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ñåìåéñòâà êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà è âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû äëÿ àëãåáð, îïèñû-

âàþùèõ òðåõ÷àñòîòíûé ïðèâîäèìûé ðåçîíàíñ â ýëëèïòè÷åñêîì è ãèïåðáîëè÷åñêîì

ñëó÷àÿõ ðåçîíàíñà.

9. Âûäåëåíû è èçó÷åíû ðåçîíàíñíûå àëãåáðû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîììóòàöèîí-

íûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ êâàíòîâûõ ìîäåëåé ñ ðåçîíàíñîì â ñòàðøåé ÷àñòè ãàìèëü-

òîíèàíà. À èìåííî, èññëåäîâàíû ëîâóøêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ÷àñòè÷íûì (äâóõ÷à-

ñòîòíûì) è ïîëíûì (òðåõ÷àñòîòíûì) ãèïåðáîëè÷åñêèì ðåçîíàíñîì: êóáè÷åñêàÿ ëî-

âóøêà Ïåííèíãà-Èîôôå è ïëàíàðíûå ëîâóøêè Ïåííèíãà è Ïåííèíãà-Èîôôå ñ êðóã-

ëûìè è ïðÿìîóãîëüíûìè ýëåêòðîäàìè. Äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ñèñòåì ïðîâåäåíî êâàí-

òîâîå óñðåäíåíèå ñ ïîñëåäóþùåé ðåäóêöèåé â àëãåáðó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðåçîíàíñà è

èññëåäîâàíèå óñðåäíåííûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Íàéäåíû àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé è àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.
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10. Ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê ïðîöåäóðå êâàíòîâîãî óñðåäíåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

ðåçîíàíñíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, âîçìóùåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì îïå-

ðàòîðîì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíåí ê ñïåêòðàëü-

íîé çàäà÷å äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ëîâóøêè Ïåííèíãà.

11. Ïîñòðîåíî êîãåðåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èíòåãðàëüíûì ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿ-

åòñÿ ñåìåéñòâî êîãåðåíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Øâàðöà àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà. Ýòî ïðå-

îáðàçîâàíèå ïðèìåíåíî ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å î ïåðåâåðíóòîì îñöèëëÿòîðå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû áàçîâûå è àáñîëþòíî íîâûå êîíñòðóêöèè íåïðè-

âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé íåêîòîðûõ êëàññîâ àëãåáð ñ íåëè-

åâñêèìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, èìåþùèìè ñòðóêòóðó �ðîæäåíèå-óíè÷-

òîæåíèå�, à òàêæå íåêîòîðûõ îáîáùåíèé ýòèõ êëàññîâ àëãåáð.

Ïîëó÷åíû íîâûå îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îáùèõ ñâîéñòâ íåëèåâ-

ñêèõ ðåçîíàíñíûõ àëãåáð ñèììåòðèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ÷àñòîòíûõ ðåçîíàíñàõ â ýë-

ëèïòè÷åñêîì è ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.

Ðàçðàáîòàí ñîâåðøåííî íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ðåçîíàíñíûõ àëãåáð.

Ðàçâèò ìåòîä óñðåäíåíèÿ ñ ïîñëåäóþùåé ðåäóêöèåé â àëãåáðó ñèììåòðèé ñòàðøåé

÷àñòè îïåðàòîðà ñèñòåìû è äàëüíåéøèì èññëåäîâàíèåì ðåäóöèðîâàííîãî îïåðàòîðà

ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð ñ íåëèåâñêèìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè

ñîîòíîøåíèÿìè.

Âïåðâûå âûäåëåíû àëãåáðû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿ-

ìè, âîçíèêàþùèå, êàê àëãåáðû ñèììåòðèé, â áàçîâûõ ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-

êè, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå Êóëîíà èëè Êóëîíà-Äèðàêà

è ñëàáûõ âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé.

Äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå Êóëîíà èëè Êóëîíà-Äèðàêà è ñëàáûõ âíåøíèõ

ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ (ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé) âïåðâûå ïîëó÷åí è

èññëåäîâàí óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå ôóíêöèè îò ãåíåðà-

òîðîâ àëãåáðû ñèììåòðèé ñòàðøåé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà. Ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòèêè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, çàïèñàííûõ â âèäå

èíòåãðàëîâ îò êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, òàêæå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Àíàëîãè÷íûå íîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ

ñ ðåçîíàíñíûìè ëîâóøêàìè Ïåííèíãà è Ïåííèíãà-Èîôôå. Ýòè áàçîâûå êâàíòîâûå

íàíîñèñòåìû ëîâóøå÷íîãî òèïà íå ïîääàþòñÿ òðàäèöèîííûì ïîäõîäàì èç-çà áåñêî-

íå÷íîãî âûðîæäåíèÿ ñïåêòðà ñòàðøåé ÷àñòè. Äëÿ ýòèõ ìîäåëåé âïåðâûå âûäåëåíû

ðåçîíàíñíûå àëãåáðû ñèììåòðèé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøå-

íèÿìè. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ óñðåäíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ÷åðåç ãåíåðàòîðû ýòèõ

àëãåáð. Âûâåäåíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è àñèìï-

òîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ÷åðåç êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ðåçîíàíñíûõ àëãåáð.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â ñîçäàíèè íîâûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâà-

íèþ àëãåáð íåëèåâñêîãî òèïà, ðàçðàáîòêå äëÿ íèõ íîâûõ êîíñòðóêöèé íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé è êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçðàáîòàííóþ òåõíèêó íåïðèâîäè-

ìûõ ïðåäñòàâëåíèé è êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, à òàêæå ðàçâèòóþ òåõíèêó êâàíòîâîãî

óñðåäíåíèÿ, ìîæíî ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòü ê èññëåäîâàíèþ êâàíòîâûõ ìîäåëåé ñ ñèëü-

íûì âûðîæäåíèåì ñïåêòðà ñòàðøåé ÷àñòè îïåðàòîðà, êîãäà ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû íå

ðàáîòàþò.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè

Âñå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó, èçëîæåíû ñ ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëü-

ñòâàìè â 30 ñòàòüÿõ, èç êîòîðûõ

� 2 ñòàòüè â êíèãàõ ñåðèè AMS Translations èçäàòåëüñòâà Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè-

÷åñêãî îáùåñòâà,

� 21 ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, öèòèðóåìûõ â áàçàõ WoS è

Scopus, â òîì ÷èñëå 11 ñòàòåé � â êâàðòèëÿõ Q1-Q2,

� 7 ñòàòåé â æóðíàëå èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñïèñîê ñòàòåé ñ ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè

Ñïèñîê îïóáëèêîâàííûõ òðèäöàòè ñòàòåé, â êîòîðûõ îòðàæåíû îñíîâíûå íàó÷íûå

ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ðàçáèò íà äâå ÷àñòè.

Îñíîâíîé ñïèñîê ñòàòåé ñ ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè

1a. M.V. Karasev, E.M. Novikova

Non-Lie permutation representations, coherent states, and quantum embedding.

In: �Coherent transform, Quantization, and Poisson Geometry (M.V. Karasev editor)�,

AMS Translations, AMS, Providence, 1998, 187, 1�202.

2a. M.V. Karasev, E.M. Novikova

Algebras with polynomial commutation relations for a quantum particle in electric

and magnetic �elds.

In: �Quantum Algebras and Poisson Geometry in Mathematical Physics (M.V. Karasev

editor)�. Advances in Modern Mathematics. AMS, Providence, 2005, 216, 19�135.

3a. E.M. Novikova

Minimal basis of the symmetry algebra for three-frequency resonance.

Russian Journal of Mathematical Physics, 2009,16(4), 518�528.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îïèñàíû öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè

ïðîáëåìû, îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, óêàçàí ëè÷íûé âêëàä

àâòîðà â ðàçðàáîòêó ïðîáëåìû, îïèñàíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåî-

ðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Âî ââåäåíèè òàêæå ñîäåðæèòñÿ ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâ-

òîðà ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ.

Ãëàâà 1 äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç âîñüìè ðàçäåëîâ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ

íåëèíåéíûå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñî ñòðóêòóðîé �ðîæäåíèå�óíè÷òîæåíèå�.

Â ðàçäåëå 1.1 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü I) èññëåäóþòñÿ �áàçîâûå� íåëèíåéíûå ïåðåñòà-

íîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñ îäíèì îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ B è îäíèì îïåðàòîðîì óíè-

÷òîæåíèÿ C:

[C,B] = f(A), CA = φ(A)C, AB = Bφ(A),

[Aµ,Aν ] = 0 (µ, ν = 1, . . . , k).
(1)

Còðóêòóðíûå ôóíêöèè f : Rk → R è φµ : Rk → R (µ = 1, . . . , k), äëÿ ïðîñòîòû,

ñ÷èòàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (1) (ñ ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðíûìè

ïîëèíîìàìè) îïèñûâàþò àëãåáðû ñèììåòðèé â çàäà÷àõ îá àòîìå âîäîðîäà è î ìîíî-

ïîëå Äèðàêà â ñëàáûõ âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ è èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ êâàíòîâûõ ìîäåëåé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå (â ãëàâå 3).

Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà íèõ ïîäðîáíåå, ÷åì íà îñòàëüíûõ èññëåäîâàííûõ â ãëàâå 1

êëàññàõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé.

Äëÿ àëãåáðû (1) ïîñòðîåíû âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ) íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ýðìèòîâîñòè

B∗ = C, A∗
µ = Aµ (µ = 1, . . . , k) (2)

â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñ âàêóóì-

íûì âåêòîðîì

CP0 = 0, AµP0 = aµP0 (µ = 1, . . . , k); ∥P0∥ = 1; (3)

ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé; íàéäåíû îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â ïðî-

ñòðàíñòâàõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è îïðåäåëåíû êîãåðåíòíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ñïëåòàþùèå àáñòðàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ íåïðèâîäèìûìè.
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Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ êîíñòðóêöèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå áàçîâûå ôóíê-

öèè:

Aa(n)
def
= φ

(
. . .

(
φ
(
φ︸ ︷︷ ︸

n

(a)
)))

, Fa(n)
def
=

1

n+ 1

n∑
j=0

f
(
Aa(j)

)
. (4)

Òåîðåìà 1. (a) Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæå-

ñòâîì íåïðèâîäèìûõ ýðìèòîâûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû (1), îáëàäàþùèõ âàêóóì-

íûì âåêòîðîì (3), è ñëåäóþùèì ïîäìíîæåñòâîì R ⊂ Rk:

a ∈ R ⇔ {Fa(n) > 0 ïðè n ∈ Z+

èëè ∃N ∈ Z+ : Fa(n) > 0 ïðè 0 ≤ n < N è Fa(N) = 0 (óñëîâèå (*))}.
(5)

Ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå a ∈ R, êîíå÷íîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî N = Na, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (*) â (5); â ýòîì

ñëó÷àå ÷èñëî N + 1 ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ.

(b) Ïóñòü a ∈ R. Ïóñòü ôóíêöèè Ba è Ca ôàêòîðèçóþò áàçîâóþ ôóíêöèþ Fa:

Fa(n) = Ba(n)Ca(n), n ≥ 0, (6)

ïðè÷åì Ba(N) = 0 ïðè óñëîâèè (*) â (5). Òîãäà îïåðàòîðû

◦
B = z Ba

(
z
d

dz

)
,

◦
C = Ca

(
z
d

dz

) d

dz
,

◦
A = Aa

(
z
d

dz

)
(7)

çàäàþò ýðìèòîâî ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû (1) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå àíòè-

ãîëîìîðôíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ðÿäîâ g(z) =
∑∞

n=0 gnz
n,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(g, g′)Ps(a)

def
=

∞∑
n=0

sn(a) gn g′n, (8)

ãäå
s0(a) = 1,

sn(a) =
n!Fa(n− 1) . . .Fa(0)

|Ba(n− 1)|2 . . . |Ba(0)|2
ïðè 1 ≤ n ≤ N,

sn(a) = ∞ ïðè n ≥ N + 1.

Ïðåäñòàâëåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì è îáëàäàåò âàêóóìíûì âåêòîðîì 1 â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Ps(a).

(c) Ïðåäñòàâëåíèÿ (7), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì âåêòîðàì a ∈ R, íå ÿâëÿ-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, íî äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî a ∈ R ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ôàêòîðèçàöèÿì (6), ýêâèâàëåíòíû.
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(d) Àáñòðàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû (1), (2) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ha ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì P0 = P0(a), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (3) äëÿ íåêî-

òîðîãî a ∈ Rk, ìîæåò áûòü ñïëåòåíî ñ ïðåäñòàâëåíèåì (7) ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ

îáîáùåííûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé:

Pz = Po +
∑
n≥1

1

n! Ca(n− 1) . . . Ca(0)
(zB)nP0. (9)

Îáîáùåííîå �âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî�, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèÿì (9)

Ks(a)(z, w) = (Pz,Pw)Ha , (10)

ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà â Ps(a) è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì

íàä R2 × R2:

Ks(a)(z, w) =
∑
n≥0

(zw)n

sn(a)
. (11)

(g) Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû{
zn√
sn(a)

∣∣∣n ≥ 0

}
â Ps(a) è {P0} ∪

{
1√

sn(a)Ba(n− 1) . . .Ba(0)
BnP0

∣∣∣n ≥ 1

}
â Ha

ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ïðè êîãåðåíòíîì ïðåîáðàçîâàíèè

j : g 7→ p, (p, p′)Ha =
(
g, (p′,P)Ha

)
Ps(a)

, ∀ p′ ∈ Ha,

j−1 : p 7→ g, g = (p,P)Ha

è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè áàçèñàìè êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ
◦
A1, . . . ,

◦
Ak,

◦
B

◦
C

(â ïðîñòðàíñòâå Ps(a)) èëè A1, . . . ,Ak,BC (â ïðîñòðàíñòâå Ha); ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû (Aa)1(n), . . . , (Aa)k(n), nFa(n), 0 ≤ n ≤ N .

Äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (1) â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå òàêæå óêàçàíû

ýëåìåíòû Êàçèìèðà äâóõ òèïîâ. Åñëè ôóíêöèÿ κ íà Rk ñîõðàíÿåòñÿ ïðè îòîáðàæå-

íèè φ, òî κ(A) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Êàçèìèðà àëãåáðû (1); åñëè ôóíêöèÿ ρ íà Rk

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ρ
(
φ(A)

)
− ρ(A) = f(A), A ∈ Rk, (12)

òî

K = BC− ρ(A) (13)

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Êàçèìèðà àëãåáðû (1).
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Â ðàçäåëå 1.2 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü I) èññëåäîâàíî �Ôëîêå-îáîáùåíèå�

CB = Bω(A)C+ f(A),

CA = φ(A)C+ ψ(A), AB = Bφ(A) + ψ(A),

[Aµ,Aν ] = 0 (µ, ν = 1, . . . , k),

B∗ = C, A∗
µ = Aµ (µ = 1, . . . , k)

(14)

áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé (1), (2) c âåùåñòâåííûìè ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè

ω : Rk → R, f : Rk → R, φ : Rk → Rk, ψ : Rk → Rk, óäîâëåòâîðÿþùèìè îáîá-

ùåííûì òîæäåñòâàì ßêîáè (ñì. [7, 13] èëè [11])

(a)
(
φµ(A)− Aµ

)
ψν(A) =

(
φν(A)− Aν

)
ψµ(A),

(b) ψµ
(
φ(A)

)
= ω(A) ⟨ψ(A), δφµ

(
φ(A), A

)
⟩,

ãäå âåêòîðíîçíà÷íîå ðàçíîñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå δ îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå

δF (A,A′)
def
=

∫ 1

0
∂F/∂A

(
τA + (1 − τ)A′) dτ, à ⟨·, ·⟩ îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå âåêòîðîâ â Rk.

Äëÿ ñîîòíîøåíèé (14), êàê è äëÿ áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé (1), (2), ïîñòðîåíû âñå

íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíê-

öèé ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâî-

äÿùèå ÿäðà, à òàêæå óêàçàíû ýëåìåíòû Êàçèìèðà.

Â ðàçäåëå 1.3 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü I) äëÿ áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé (1), (2) ñôîðìó-

ëèðîâàíû óñëîâèÿ íà ñòðóêòóðíûå ïîëèíîìû f è φµ (µ = 1, . . . , k), ïðè êîòîðûõ ñî-

îòíîøåíèÿ (1) äîïóñêàþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè (à íå

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè) îïåðàòîðàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è

âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïàðàìåòðàìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëóæàò

êîðíè áàçîâîé ôóíêöèé Fa (4).

Â òîì æå ðàçäåëå 1.3 ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ íà ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè áàçî-

âûõ ñîîòíîøåíèé (1), (2), à òàêæå íà ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè èõ Ôëîêå-îáîáùåíèÿ

(14), ïðè êîòîðûõ ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîïóñêàþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ q-äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, ò.å. ïîëèíîìàìè îò îïåðàòîðîâ q-äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ è q−1-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî

êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðèâîäèìûì

ïðåäñòàâëåíèÿì q-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç q-ãèïåðãåî-

ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû q-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñâÿçà-

íû ñ êîðíÿìè áàçîâîé ôóíêöèè Fa (4).
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Â ðàçäåëå 1.4 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü I) èç áàçîâîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé

(1) âûäåëåí ïîäêëàññ �ðåãóëÿðíûõ� ñîîòíîøåíèé

[C,B] = ρ
(
φℏ(A)

)
− ρ(A), CA = φℏ(A)C, AB = Bφℏ(A). (15)

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòíîøåíèÿìè (1), çäåñü, âî-ïåðâûõ, ââåäåí êâàçèêëàññè÷åñêèé ïà-

ðàìåòð ℏ; âî-âòîðûõ, îòîáðàæåíèå φℏ îïðåäåëåíî êàê ñäâèã çà âðåìÿ ℏ âäîëü òðàåê-

òîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ v =
∑k

µ=1 vµ(A) ∂/∂Aµ íà Rk, ðàññëàèâàþùèõ Rk; â-òðåòüèõ,

èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå (12). Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñîîòíîøåíèé (15) (ïîìèìî îñíîâíûõ)

ïîëó÷åí ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îïèøåì ãëàâíûé èç íèõ � êîíñòðóêöèþ

âîñïðîèçâîäÿùåé ìåðû äëÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (7).

Äëÿ ñîîòíîøåíèé (15) áàçîâûå ôóíêöèè (4) èìåþò âèä Aa(n) = Aa(ℏn),
Fa(n) = ρ

(
Aa(ℏn)

)
−ρ(a), ãäå ÷åðåç AA(t) îáîçíà÷åíà òðàåêòîðèÿ ïîëÿ v, âûïóùåííàÿ

èç òî÷êè A ∈ Rk:
d

dt
AA = v(AA), AA

∣∣∣
t=0

= A.

Ïîýòîìó ìíîæèòåëè Ba è Ca, ôàêòîðèçóþùèå â (6) áàçîâóþ ôóíêöèþ Fa, ìîæíî

âûáðàòü â âèäå Ba(n) = Da(Aa(ℏ(n + 1))), Ca(n) = Ea(Aa(ℏ(n + 1)))/(n + 1), ãäå

Da(A) Ea(A) = ρ(A)− ρ(a), Ea(a) = 0, Da

(
Aa(ℏ(N + 1))

)
= 0

(÷èñëî N îïðåäåëåíî â (5)). Ïðè ýòîì âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî (11) çàïèøåòñÿ òàê:

K(z, w) = 1 +
N∑
n=1

(zw)n

H(ℏn) . . .H(ℏ)
, ãäå H(t)

def
=

Ea(Aa(t))

Da(Aa(t))
.

Çàìåòèì, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà ìíîæèòåëåé Da è Ea ìîæíî îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íî

áûñòðûé ðîñò ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè H(ℏn), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çàäàíû êî-

ýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà äëÿ K(z, w). Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ K(z, w) àíàëèòè÷íà ïî z è w íà âñåé ïëîñêîñòè C.

Òåîðåìà 2. (a) Ïóñòü ℓ � ãëàäêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

H
(
− ℏx

d

dx

)
ℓ(x) = xℓ(x), x > 0,

òàêîå, ÷òî
∫∞
0
xn|ℓ(x)| dx < ∞ ïðè 0 ≤ n ≤ N . Íîðìèðóåì ℓ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:

1
ℏ

∫∞
0
ℓ(x) dx = 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé g, g′ ∈ P ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå (8) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

(g, g′)Ps(a)
=

1

2πℏ

∫
C
g(z) g′(z) ℓ(|z|2) dzdz,

ãäå dzdz = dxdφ è z =
√
x exp{iφ}. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû èç P

ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè L2-ôóíêöèÿìè íà ïëîñêîñòè.
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(b) Åñëè ôóíêöèÿ ℓ èç ïóíêòà (a) ñóùåñòâóåò, òî äëÿ âîñïðîèçâîäÿùåãî ÿäðà

K(z, w) âûïîëíåíî âîñïðîèçâîäÿùåå ñâîéñòâî:

1

2πℏ

∫
C
K(z, z′)K(z′, z) ℓ(|z′|2)dz′dz′ = K(z, z),

ò.å. èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå åäèíèöû

1

2πℏ

∫
Ω

K(z, z′)K(z′, z)

K(z, z)K(z′, z′)
dm(z′, z′) = 1

ñ âîñïðîèçâîäÿùåé ìåðîé dm(z, z) =M(|z|2)dzdz, ãäå M(x)
def
= k(x)ℓ(x).

Äàëåå, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñîîòíîøåíèé (15) ñóùåñòâó-

åò ýëåìåíò Êàçèìèðà K (13), à òàêæå ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû Êàçèìè-

ðà κ1(A), . . . , κk−1(A) (ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìûå âåùåñòâåííûå ãëàäêèå

ôóíêöèè κ1, . . . , κk−1 íà Rk, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè φℏ). Â íåïðè-

âîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè (7) îïåðàòîðû Êàçèìèðà ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè. Òî÷íåå, èç

óñëîâèé (3) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

K = −ρ(a) · I, κj(A) = κj(a) · I (j = 1, . . . , k − 1).

Èñïîëüçóÿ ýðìèòîâû îáðàçóþùèå S1 = (B+C)/2, S2 = i(B−C)/2, ýòè ðàâåíñòâà

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

S2
1 + S2

2 =
1

2

(
ρ(A) + ρ

(
φℏ(A)

))
− ρ(a) · I, κj(A) = κj(a) · I (j = 1, . . . , k − 1)

è èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ëèñòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåïðè-

âîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ (7), àññîöèèðîâàííîìó ñ a ∈ R. Ýòîò ëèñò ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ (âðàùåíèÿ), âëîæåííîé â ïðîñòðàíñòâî Rk+2 ñ êëàññè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè

S1, S2, A1, . . . , Ak.

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñîîòíîøåíèé (15) óñòàíîâëåíî ñîîòâåñòâèå ìåæäó êâàíòîâûìè

îáúåêòàìè (íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, êîãåðåíòíûìè ñîñòîÿíèÿìè è âîñïðî-

èçâîäÿùèìè ÿäðàìè) è êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè (ñèìïëåêòè÷åñêèìè ëèñòàìè ñî-

îòâåòñòâóþùåé ïóàññîíîâîé àëãåáðû). Ïîêàçàíî, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû, îò-

âå÷àþùèå ïîñòðîåííûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì (3),

ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè âðàùåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû îïå-

ðàòîðû êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, à òàêæå âû÷èñëåíû êâàçèêëàññè÷åñêèå àñèìïòîòèêè

êâàíòîâîãî êýëåðîâà ïîòåíöèàëà è ïëîòíîñòè âîñïðîèçâîäÿùèõ ìåð.
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Â ðàçäåëàõ 1.5 è 1.6 èçó÷àþòñÿ îáîáùåíèÿ ñîîòíîøåíèé (1) è (14) íà ñëó÷àé

íåñêîëüêèõ ïàð îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ:

CqBp =
∑
r,s

Brω
qr
sp(A)Cs + f qp (A) (p, q = 1, . . . , d),

CpA = φp(A)Cp, ABp = Bpφp(A) (p = 1, . . . , d),

[Aµ,Aν ] = 0 (µ, ν = 1, . . . , k),

[Bp,Bq] = 0, [Cp,Cq] = 0 (p, q = 1, . . . , d),

B∗
p = Cp (p = 1, . . . , d), A∗

µ = Aµ (µ = 1, . . . , k).

(16)

Çäåñü ôóíêöèè φp âåêòîðíîçíà÷íûå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè

âåùåñòâåííû è óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåííûì óñëîâèÿì ßêîáè:

(a) φp
(
φq(A)

)
= φq

(
φp(A)

)
,

(b) f qp (A)
(
φp(A)− φq(A)

)
= 0,

(c) ωqrsp(A)
(
φq

(
φr(A)

)
− φp

(
φs(A)

) )
= 0,

(d)
d∑
s=1

ωqrsp(A)f
s
t (A) + δrt f

q
p

(
φt(A)

)
=

d∑
s=1

ωqrst (A)f
s
p (A) + δrpf

q
t

(
φp(A)

)
,

(e)
d∑
s=1

ωqrsp
(
φt(A)

)
ωstuv(A) +

d∑
s=1

ωqtsp
(
φr(A)

)
ωsruv(A)

=
d∑
s=1

ωqrsv
(
φt(A)

)
ωstup(A) +

d∑
s=1

ωqtsv
(
φr(A)

)
ωsrup(A).

(17)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå ωqrsp, f
q
p è φp ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè.

Èç òîæäåñòâ (17b), (17c) ñëåäóåò, ÷òî (ïóòåì ïåðåíóìåðàöèè îáðàçóþùèõ B è

ñèíõðîííîé ïåðåíóìåðàöèè îáðàçóþùèõ C) ìàòðèöó F = ((f rs )) è ìàòðèöû Ωq
p = ((ωqrsp))

ìîæíî ïðèâåñòè ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó:

f rs = 0 ïðè φr ̸= φs; ωqrsp = 0 ïðè φp = φq, φr ̸= φs.

Â ðàçäåëå 1.5 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé äâóõ îäíîìåðíûõ áëîêîâ (ò.å. d = 2, φ1 ̸= φ2):

C1B1 = B1α
1
1(A)C1 +B2α

2
1(A)C2 + f 1

1 (A),

C2B2 = B2α
2
2(A)C2 +B1α

1
2(A)C1 + f 2

2 (A),

C1B2 = B2θ(A)C1, C2B1 = B1θ(A)C2,

C1A = φ1(A)C1, AB1 = B1φ1(A),

C2A = φ2(A)C2, AB2 = B2φ2(A),

[Aµ,Aν ] = 0, [B1,B2] = 0, [C1,C2] = 0,

B∗
1 = C1, B∗

2 = C2, A∗
µ = Aµ (µ = 1, . . . , k).

(16′)
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Äëÿ ñîîòíîøåíèé (16′) â ðàáîòå ïîñòðîåíû âñå íåïðèâîäèìûå ýðìèòîâû ïðåäñòàâëå-

íèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ) â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðô-

íûõ ôóíêöèé íàä R4 ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì, ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîãåðåíò-

íûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà ïðîñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé;

íàéäåíû îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

è îïðåäåëåíû êîãåðåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïëåòàþùèå àáñòðàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ñ íåïðèâîäèìûìè. Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, â êîíñòðóêöèè èñïîëüçóþòñÿ íåêî-

òîðûå áàçîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå çàäàþòñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè ÷åðåç ñòðóêòóðíûå

ôóíêöèè ñîîòíîøåíèé (16′). Íî, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, çäåñü òðåáóþòñÿ

íå äâå, à øåñòü áàçîâûõ ôóíêöèé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòíîøåíèÿ (16′) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, äëÿ íèõ íàéäåíû ýëå-

ìåíòû Êàçèìèðà. Â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ýòè ýëåìåíòû ñêàëÿðíû è çàäàþò

óðàâíåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïîñòðîåííûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ÿâëÿþòñÿ 4õ-ìåðíûìè ïî-

âåðõíîñòÿìè áèâðàùåíèÿ, ò.å. ýòî 4õ-ìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rk+4, ðàññëîåííûå

òîðàìè.

Â ðàçäåëå 1.6 ñîîòíîøåíèÿ (16) ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëó÷àå îäíîãî ìíî-

ãîìåðíîãî áëîêà (ò.å. â ñëó÷àå d ≥ 2, φ1 = · · · = φk) ïðè óñëîâèè ω
qr
sp = ω · δqs · δrp:

CqBp = Bpω(A)C
q + f qp (A),

CpA = φ(A)Cp, ABp = Bpφ(A),

[Aµ,Aν ] = 0, [Bp,Bq] = 0, [Cp,Cq] = 0,

B∗
p = Cp, A∗

µ = Aµ (p, q = 1, . . . , d, µ, ν = 1, . . . , k).

(16′′)

ãäå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ω, φ âåùåñòâåííîçíà÷íûå, ìàòðèöà

F (A) =
((
f qp (A)

))
= F ∗(A) ýðìèòîâà, φ : Rk → Rk � îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå, è

âûïîëíåíî òîæäåñòâî ßêîáè: F
(
φ(A)

)
= ω(A) · F (A).

Äëÿ ñîîòíîøåíèé (16′′) â ðàáîòå îïèñàíû ýëåìåíòû Êàçèìèðà. Â ðåãóëÿðíîì ñëó-

÷àå àëãåáðå (16′′) ñîîòâåòñòâóþò ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû Ω = Ω2d, âëîæåííûå â Rk+2d

êàê ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Åñëè ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ω íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî àëãåáðó (16′′) ìîæíî ñâåñòè

ê àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà. Ïîýòîìó íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ω èìååò

íóëè íà Rk.

Åñëè d = 2, òî ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû ÷åòûðåõìåðíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíû

âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ) íåïðèâîäèìûå ýðìèòîâû ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòíî-

øåíèé (16′′) â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé

íàä R4 ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì, ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ,

âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà ïðîñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è îðòîíîðìèðî-

âàííûå áàçèñû â íèõ, à òàêæå îïðåäåëåíû êîãåðåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïëåòàþùèå

àáñòðàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ íåïðèâîäèìûìè.
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Â êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåòñÿ áàçîâàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé

÷åðåç ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ñîîòíîøåíèé (16′′). Âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ââåäåííóþ â ðàáîòå ôóíêöèþ, îáîáùàþùóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà

ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè â ðàçäåëå 1.6 ââåäåíî

ïîíÿòèå ìàòðè÷íîãî ôàêòîðèàëà, îáîáùàþùåãî ãàììó-ôóíêöèþ íà ñëó÷àé ìàòðèö.

Â êîíöå ðàçäåëà 1.6 ñîîòíîøåíèÿ (16) ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëó÷àå îäíîãî äâóìåð-

íîãî áëîêà, êîãäà ìàòðèöà ωqp íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé:

d = 2, φp(A) = φ(A), ωqrsp(A) = δrp · δqs · ωqp(A) (p, q, r, s = 1, 2).

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (16) ïðèíèìàþò âèä

CqBp = Bp ω
q
p(A)Cq + f qp (A),

CpA = φ(A)Cp, ABp = Bpφ(A),

[Aµ,Aν ] = 0, [Bp,Bq] = 0, [Cp,Cq] = 0,

B∗
p = Cp, A∗

µ = Aµ (p, q = 1, 2, µ, ν = 1, . . . , k)

(16′′′)

ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè ßêîáè íà ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè:

φ = φ, ωqp = ωqp = ωpq , f qp = fpq ,

ωqp
(
φ(A)

)
ωqt (A) = ωqt

(
φ(A)

)
ωqp(A),

f qp
(
φ(A)

)
= ωqt (A) · f qp (A), t ̸= p,

ω1
1 ̸= ω2

2 =⇒ f 1
2 = f 2

1 = 0.

Äëÿ ñîîòíîøåíèé (16′′′) îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ ýðìèòîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ âàêóóì-

íûì âåêòîðîì è ïîëó÷åíà èíòåðåñíàÿ ôîðìóëà äëÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîé

ôîðìóëå ê âàêóììíîìó âåêòîðó ïðèìåíÿåòñÿ ýêñïîíåíòà îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ Bp, à êîýôôèöèåíòàìè ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñëóæàò

íåêîòîðûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå ïî êîìïëåêñíûì ïàðàìåò-

ðàì ñåìåéñòâà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé íà åäèíè÷íóþ ôóíêöèþ.

Â óïîìÿíóòûõ ðàçäåëàõ 1.1 � 1.4 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ ñïåêòð îïåðàòîðà BC ñîäåðæèò íóëåâîå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ âàêóóìíûì.

À â ðàçäåëå 1.7 (ñòàòüÿ [15b]) èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íè îïåðàòîð BC, íè îïå-

ðàòîð CB íå èìåþò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëåêòè-

÷åñêèå ëèñòû ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðîì èëè òîðîì.
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Òî÷íåå, â ðàçäåëå 1.7 äëÿ ñîîòíîøåíèé

C ·B = φ0
ℏ(BC,A), C ·A = φℏ(BC,A) ·C, Aj ·Al = Al ·Aj,

B∗ = C, A∗
j = Aj (j, l = 1, . . . , k)

(17)

íàéäåíû ýëåìåíòû Êàçèìèðà, ïîñòðîåíû âñå îïåðàòîðíî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ, â êîòîðûõ îïåðàòîðû BC è CB íå èìåþò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íàé-

äåíû êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà öèëèíäðå è òîðå, ïîëó÷åíû êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (áåç âàêóóìíîãî âåêòîðà) è âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, à

òàêæå íàéäåíû âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèå

ÿäðà çäåñü âûðàæåíû ÷åðåç òýòà-ôóíêöèþ.

Â ðàçäåëå 1.8 (ñòàòüÿ [16b]) âûäåëåí ñïåöèàëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðåñòàíî-

âî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (14):

CB = qBC+Q(A1, . . . ,Ak),

AµB = B (qµAµ +Qµ(Aµ+1, . . . ,Ak)),

CAµ = (qµAµ +Qµ(Aµ+1, . . . ,Ak))C,

AµAν = AνAµ,

B∗ = C, A∗
µ = Aµ (µ, ν ∈ {1, . . . , k}),

(18)

â êîòîðûõ q, qµ ∈ R � íåíóëåâûå êîíñòàíòû, Q : Rk → R, Qµ : Rk−µ → R � ïîëèíîìû,

ïðè÷åì Qk = const.

Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: êàæäîå

îïåðàòîðíî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì êîììóòàòèâíàÿ ïîäëãåáðà

BC, A1, . . . ,Ak èìååò íåïóñòîé òî÷å÷íîé ñïåêòð, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé òî÷å÷íûìè îïåðàòîðàìè, à íå

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ. (Ëèíåéíûé èíòåãðàëü-

íûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íûì, åñëè åãî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé

ñ òî÷å÷íûì íîñèòåëåì.) Â ðàáîòå êëàññèôèöèðîâàíû è îïèñàíû âñå âîçìîæíûå ñå-

ðèè òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé è ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è

âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû,

òýòà-ôóíêöèþ, à òàêæå èõ ìîäèôèêàöèè.

Ãëàâà 2 äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ñåìè ðàçäåëîâ, â êîòîðûõ ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû

ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïðèìåíÿþòñÿ ê

ðÿäó èçâåñòíûõ àëãåáð: ïðîñòåéøèì àëãåáðàì Ëè, êâàäðàòè÷íîé àëãåáðå ýôôåêòà

Çååìàíà è âûðîæäåííîé àëãåáðå Ñêëÿíèíà-Ôàääååâà. Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîãî ìåòîäà

ðåäóêöèè ïîñòðîåíû êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ âîñüìèìåðíîé êâàäðàòè÷íîé àëãåáðû,

âîçíèêàþùåé ïðè ñïèíîðíîé ðåãóëÿðèçàöèè Êóñòààíõåéìî çàäà÷è îá àòîìå âîäîðîäà.
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Â ðàçäåëå 2.1 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü II) ïîêàçàíî, êàê ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ðàáî-

òàþò â ñëó÷àå àëãåáð Ëè su(2):

[S1,S2] = iℏS3, [S2,S3] = iℏS1, [S3,S1] = iℏS2, S∗
j = Sj (j = 1, 2, 3) (19)

è su(1,1):

[S1,S2] = iℏS3, [S2,S3] = −iℏS1, [S3,S1] = −iℏS2, S∗
j = Sj (j = 1, 2, 3). (20)

Ïðåäâàðèòåëüíî âìåñòî ýðìèòîâûõ îáðàçóþùèõ â íèõ îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû ðîæ-

äåíèÿ B = S1−iS2, óíè÷òîæåíèÿ C = S1+iS2 è îïåðàòîðA = S3. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ

(19) è (20) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (1), (2), è äàëåå äëÿ íèõ èñïîëüçóþòñÿ êîíñòðóêöèè,

îïèñàííûå â ãëàâå 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, êî-

ãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû, êîãåðåíòíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïåðàòîðû êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.

Èíòåðåñíî, ÷òî îïèñàííûì ñïîñîáîì äëÿ àëãåáðû su(1,1) óäàåòñÿ ïîñòðîèòü äâà

(ýêâèâàëåíòíûõ) âàðèàíòà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äèôôåðåíöèàëüíûìè îïå-

ðàòîðàìè: ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è äðóãîå ïðåä-

ñòàâëåíèå, â êîòîðîì îïåðàòîð ðîæäåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, à îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî, âîñïðîèçâî-

äÿùàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ îïåðàòîðà A íà

âàêóóìíîì âåêòîðå. Â ðàáîòå òàêæå ïîñòðîåíî êîãåðåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñïëåòà-

þùåå äâà âàðèàíòà ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû su(1,1).

Â ðàçäåëå 2.2 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü II; ñòàòüÿ [14b]) èññëåäóåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ

àëãåáðà, ñâÿçàííàÿ ñ ýôôåêòîì Çååìàíà. Ýòà àëãåáðà áûëà îáíàðóæåíà â [63]. Îíà

îïðåäåëÿåòñÿ êàê àëãåáðà îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ îäíîâðåìåííî ñ ðåãóëÿðèçî-

âàííûì ãàìèëüòîíèàíîì àòîìà âîäîðîäà

S0 = |q|
(1
4
+ p2

)
, ãäå q = q, p = −iℏ ∂

∂q
, q ∈ R3

è ñ êîììóòèðóþùåé ñ íèì êîìïîíåíòîéM3 ìîìåíòà èìïóëüñàM = q×p. Ýòè îïåðà-

òîðû ñàìîñîïðÿæåíû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2
−(R3) ñ íîðìîé

∥φ∥− =
(
(π/4)

∫
R3 |φ(q)|2dq/|q|

)1/2
.

Àëãåáðà èõ ñîâìåñòíûõ ñèììåòðèé îáðàçîâàíà ÷åòûðüìÿ ãåíåðàòîðàìè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèìè ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì [63]

[T1,T2] = iℏT0T3, [T0,T1] = 2iℏT2,

[T2,T3] = −iℏ
2

(
T0T1 +T1T0

)
, [T0,T2] = −2iℏT1,

[T3,T1] = −iℏ
2

(
T0T2 +T2T0

)
, [T0,T3] = 0.

T∗
j = Tj (j = 0, 1, 2, 3).

(21)
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Â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ýòîé àëãåáðû áûëè ðàññìîòðåíû òå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ

Êàçèìèðà, êîòîðûå ðåàëèçóþñÿ â äàííîé êâàíòîâîé ìîäåëè. Äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé â

ðàáîòå [14b] áûëè ïîñòðîåíû íå òîëüêî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîãåðåíòíûå

ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà è âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû â ïðîñòðàíñòâàõ àíòè-

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, íî è ïðåäñòàâëåíèÿ è êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ íàä ëàãðàí-

æåâûìè êðèâûìè íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ. Îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òàêèõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé èìåþò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë (ñì.

ïðåäëîæåíèå 3.1 â [14b]), áëàãîäàðÿ ÷åìó, èõ î÷åíü óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé àñèìòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

ãàìèëüòîíèàíà.

Â ðàáîòå [1a] äëÿ àëãåáðû (21) èçó÷åíû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ Êàçè-

ìèðà, îòâå÷àþùèå ïðåäñòàâëåíèÿì ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì (à íå òîëüêî òå çíà÷åíèÿ,

êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè). Äëÿ ýòîãî â àëãåá-

ðå (21) ââåäåíà ñòðóêòóðà �ðîæäåíèå�óíè÷òîæåíèå� B = T1 − iT2, C = T1 + iT2,

A1 = −T0, A2 = T3, è àëãåáðà (21) ïðåäñòàâëåíà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû (1)

ñ k = 2, f(A) = −2ℏA1A2, φ1(A) = A1 + 2ℏ, φ2(A) = A2 − ℏA1 − ℏ2. Ïîñòðîåíû
âñå íåïðèâîäèìûå ýðìèòîâû ïðåäñòàâëåíèÿ ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâàõ

àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ Êà-

çèìèðà âûïèñàíû âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû (ýêâèâàëåíòíûõ) ïðåäñòàâëåíèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè (à íå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè) îïåðàòîðàìè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòðîåíû êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, à òàêæå

èññëåäîâàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âîñïðîèçâîäÿùåé ìåðû è, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

ýòî âîçìîæíî, ìåðà òîæå ïîëó÷åíà. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà

è ìåðû çäåñü âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ àëãåáðà è äàíî ïîëíîå

îïèñàíèå åå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ, à òàêæå êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà ñèìïëåêòè-

÷åñêèõ ëèñòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì.

Â ðàçäåëå 2.3 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü II) èññëåäóåòñÿ âûðîæäåííûé ñëó÷àé àëãåá-

ðû Ôàääååâà�Ñêëÿíèíà. Ýòî àëãåáðà ñ ÷åòûðüìÿ îáðàçóþùèìè S0, S1, S2 è S3 ñ

êâàäðàòè÷íûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[S0,S1] = iµ(S2S3 + S3S2), [S1,S2] = iℏ(S0S3 + S3S0),

[S0,S2] = −iµ(S1S3 + S3S1), [S2,S3] = iµ(S0S1 + S1S0),

[S0,S3] = 0, [S3,S1] = iµ(S0S2 + S2S0),

S∗
j = Sj, j = 0, 1, 2, 3.

(22)

Çäåñü µ è ℏ ïàðàìåòðû, 1 > µ > 0, ℏ > 0. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (22) íå ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè.
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Â àëãåáðå (22) ââåäåíà ñòðóêòóðà �ðîæäåíèå�óíè÷òîæåíèå� B = S1 − iS2,

C = S1 + iS2, A1 = S3 + S0, A2 = S3 − S0, è ñîîòíîøåíèÿ (22) ïðèâåäåíû ê âèäó

(1), (2) c k = 2, f(A) = ℏ(A2
1−A2

2), φ1(A) = qA1, φ2(A) = A2/q, ãäå q = (1−µ)/(1+µ)

� íîâûé ïàðàìåòð, 0 < q < 1.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì S0 è S3. Äëÿ òàêèõ

ïðåäñòàâëåíèé ñóùåñòâóåò âàêóóìíûé âåêòîð (3). Ïîýòîìó òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæ-

íî èñêàòü, èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííóþ ñõåìó.

Äëÿ àëãåáðû (22) íàéäåíû ýëåìåíòû Êàçèìèðà è ïîñòðîåíû âñå íåïðèâîäèìûå

ýðìèòîâû ïðåäñòàâëåíèÿ ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ Êàçèìèðà âûïèñàíû

òðè âàðèàíòà (ýêâèâàëåíòíûõ) ïðåäñòàâëåíèé q-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòðîåíû êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâî-

äÿùèå ÿäðà, âûïèñàíû îïåðàòîðû êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, è äëÿ îäíîãî èç ðàññìîò-

ðåííûõ òðåõ âàðèàíòîâ íàéäåíû âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è

âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà çäåñü âûðàæåíû ÷åðåç q-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû.

Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ àëãåáðà è äàíî ïîëíîå

îïèñàíèå åå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ, à òàêæå êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà ñèìïëåêòè-

÷åñêèõ ëèñòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì.

Â ðàçäåëå 2.4 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü II) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëàáî íåëèíåéíûå êîììó-

òàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[Cq,Bp] =
ℓ∑

α=1

fαqpRα + f qp (A),

[Rα,Bp] =
d∑
r=1

Brψα
r
p, [Cq,Rα] =

d∑
r=1

ψα
q
rC

r,

ABp = Bpφ(A), CpA = φ(A)Cp,

[Rα,Rβ] =
ℓ∑

γ=1

χγαβRγ, [Aµ,Rα] = 0,

[Aµ,Aν ] = 0, [Bp,Bq] = 0, [Cp,Cq] = 0,

B∗
p = Cp, R∗

α = Rα, A∗
µ = Aµ

p, q = 1, . . . , d, µ, ν = 1, . . . , k, α, β = 1, . . . , ℓ.

(23)

ãäå Fα = ((fαqp)), Ψα = ((ψα
q
p)), X

α = ((χαβγ)) � ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ëèáî

ïîñòîÿííû, ëèáî ÿâëÿþòñÿ φ-èíâàðèàíòíûìè ôóíêöèÿìè îò A, ò.å.

fαqp
(
φ(A)

)
= fαqp(A), ψα

q
p

(
φ(A)

)
= ψα

q
p(A), χαβγ

(
φ(A)

)
= χαβγ(A).
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïàð îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ d > 1, è ÷òî

ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû è ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè â (23) ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì ýð-

ìèòîâîñòè φ = φ, F = F ∗, Fα = (Fα)∗, Ψα = Ψ∗
α, Xα = −Xα = (Xα)∗, ãäå

F = ((f qp )), à òàêæå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îáîáùåííûå óñëîâèÿ ßêîáè:

ℓ∑
ε=1

(χεαβχ
δ
εγ + χεβγχ

δ
εα + χεγαχ

δ
εβ) = 0 (α, β, γ, δ = 1, . . . , ℓ);

[Ψα,Ψβ] =
∑
γ

χγαβΨγ (α, β = 1, . . . , ℓ);

ℓ∑
α=1

(fαqrψα
s
p − fαqpψα

r
s) = δsr

(
f qp (φ(A))− f qp (A)

)
− δsp

(
f qr (φ(A))− f qr (A)

)
(p, q, r, s = 1, . . . , d);

[Fα,Ψβ] =
ℓ∑

γ=1

χαβγF
γ (α, β = 1, . . . , ℓ);

[F (A),Ψα] = 0 (α = 1, . . . , ℓ).

Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ñîîòíîøåíèé (23) ïîñòðîåíû ïðåäñòàâëåíèÿ â

ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé (îò d êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ) ñ âàêó-

óìíûì âåêòîðîì P0, ïîä÷èíåííûì óñëîâèÿì

AµP0 = aµP0 (µ = 1, . . . , k), RαP0 = 0 (α = 1, . . . , ℓ),

CqP0 = 0 (q = 1, . . . , d), ∥P0∥ = 1.
(24)

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, ñïëåòàþùèå àáñòðàêòíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì ñ ïîñòðîåííûìè àíòèãîëîìîðôíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâà ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì èìååòñÿ âòîðîé âàêóóìíûé âåêòîð, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèÿì (24). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ àëãåáðû (23) ñòðîÿòñÿ êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

ñ äâóìÿ âàêóóìíûìè âåêòîðàìè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñ-

êëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ïîðîæäàåòñÿ èç ñâîåãî âàêóóìíîãî âåêòîðà.

Â ðàçäåëå 2.5 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü II) ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà ñ âîñåìüþ ãåíåðà-

òîðàìè, ïîä÷èíåííûìè ñëåäóþùèì êâàäðàòè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[ρp,ρq] = 0, [ρp,σq] = −iℏ (δpqρ2 − ρpρq), [σp,σq] = −iℏ (σpρq − σqρp),

ρ∗
p = ρp, σ∗

p = σp (p, q = 0, 1, 2, 3).
(25)

Çäåñü ρ2
def
=

∑3
p=0 ρ

2
p, ℏ > 0. Óñëîâèÿ ßêîáè äëÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûïîëíåíû àâòî-

ìàòè÷åñêè.
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Â àëãåáðå (25) èìåþòñÿ äâà ýëåìåíòà ÊàçèìèðàK1 = ρ2,K2 =
(〈
ρ,σ

〉
+
〈
σ,ρ

〉)
/2,

ãäå
〈
ρ, σ

〉 def
=

∑3
p=0 ρpσp. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû

(25), â êîòîðîì K1 = I, K2 = 0. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèìàòü, êàê óðàâíåíèÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêîãî ëèñòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòíîøåíèé

(25), ò.å. êàê óðàâíåíèÿ {ρ2 = 1,
〈
ρ, σ

〉
= 0} ïîâåðõíîñòè, âëîæåííîé â ïðîñòðàíñòâî

R8 ñ êëàññè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ρ, σ. Ýòà ïîâåðõíîñòü äèôôåîìîðôíà T ∗S3.

Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (25)ïðèâåäåíû ê

ñëàáî íåëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì (23), â êîòîðûõ d = 3, k = 1, f rqp = −2iℏ εpqr,
f qp (A) = 2ℏ δqpA, ψ r

pq = iℏ εpqr, χ r
pq = iℏ εpqr, φ(A) = A + ℏ, è äëÿ òàêèõ ñîîòíîøåíèé

(ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè èç ðàçäåëà 2.4) ïîñòðîåíî àíòèãîëîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå

ñ äâóìÿ âàêóóìíûìè âåêòîðàìè, à òàêæå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùåå

ÿäðî è âîñïðîèçâîäÿùàÿ ìåðà. Îòìåòèì, ÷òî êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâî-

äÿùåå ÿäðî çäåñü âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèþ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, à ïëîòíîñòü

âîñïðîèçâîäÿùåé ìåðû � ÷åðåç ôóíêöèþ Ìàêäîíàëüäà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Çàòåì ñ

ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûâåäåíî àíòèãîëîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå, êî-

ãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî è âîñïðîèçâîäÿùàÿ ìåðà äëÿ èñõîäíîé

êâàäðàòè÷íîé àëãåáðû (25).

Â ðàçäåëå 2.6 (ñòàòüÿ [1a], ÷àñòü II) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ðåäóêöèè êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé ïî ãðóïïå ñèììåòðèé. Ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [8]. Èìåí-

íî ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïîäõîäà áûëè ñíà÷àëà ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ

àëãåáð (21) è (25), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ â ðàáîòàõ [63],

[64], [9], [10].

Ðåäóêöèÿ ñòàðòóåò ñ îáû÷íîé àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà è ñòàíäàðòíûõ ãàóññîâûõ êî-

ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé íàä Rn. Ïðè ýòîì âîçìîæíà ðåäóêöèÿ äâóõ òèïîâ.

Ðåäóêöèÿ ïåðâîãî òèïà âûïîëíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ îïåðàòîðíîé àëãåáðû. Ïðè òàêîé ðåäóêöèè êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ äàííîé àë-

ãåáðû ïðîåêòèðóþòñÿ íà ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî íåêîòîðîãî åå ýëåìåíòà (íàçûâà-

åìîãî ãåíåðàòîðîì ðåäóêöèè). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîå íîâîå ñåìåéñòâî

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäàëãåáðå îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ

ãåíåðàòîðîì ðåäóêöèè.

Ðåäóêöèÿ âòîðîãî òèïà âûïîëíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ êîãåðåíòíûõ ñî-

ñòîÿíèé, òî÷íåå, â ïðîñòðàíñòâå àíòèãîëîìîðôíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðíîé àë-

ãåáðû. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãåíåðàòîð ðåäóêöèè, òàê è åãî ñèìâîë, êîòî-

ðûé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñîîòâåòñòâóþùåé ïóàññîíîâîé àëãåáðû. �Íîâûå� êîãåðåíò-

íûå ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç �ñòàðûõ� êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïóòåì óñðåäíåíèÿ (ïî

ïàðàìåòðàì) âäîëü òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ ýòîãî ñèìâîëà.
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Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà ðåäóêöèè èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð òèïà �äåéñòâèå�. Ýòîò îïå-

ðàòîð, äåëåííûé íà êâàçèêëàññè÷åñêèé ïàðàìåòð ℏ, èìååò öåëî÷èñëåííûé ñïåêòð, à

åãî ñèìâîë çàäàåò 2π-ïåðèîäè÷åñêèé ãàìèëüòîíîâ ïîòîê. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ðåäóê-

öèÿ (ïåðâîãî òèïà) êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ýêâèâàëåíòíà ðåäóêöèè (âòîðîãî òèïà) ïî ïàðàìåòðàì. Óäîáíî èìåòü â âèäó

îáà ýòèõ òèïà ðåäóêöèè è îäíè ñâîéñòâà èçó÷àòü, èñïîëüçóÿ ïåðâûé âèä ðåäóêöèè, à

äðóãèå, èñïîëüçóÿ ðåäóêöèþ âòîðîãî òèïà.

Îïèñàííûå äâà òèïà ðåäóêöèè â ðàçäåëå 2.6 ïðèìåíÿþòñÿ ê ãàóññîâûì êîãåðåíò-

íûì ñîñòîÿíèÿì àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà äëÿ ðàçìåðíîñòè n = 4. Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà

ðåäóêöèè áåðåòñÿ îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñî ñïèíîðíîé ðåãóëÿðèçàöèè Êóñòààíõåéìî. Â

ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè ïîëó÷àþòñÿ îïåðàòîðû àíòèãîëîìîðôíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êî-

ãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî è âîñïðîèçâîäÿùàÿ ìåðà äëÿ àëãåáðû

(25). Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ïîñòðîåííûì êâàíòîâûì îáúåêòàì ñîîòâåòñòâóåò

ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò àëãåáðû (25), äèôôåîìîðôíûé T ∗S3.

Îïèñàííûé â ðàçäåëå 2.6 ìåòîä ðåäóêöèè ïðèìåíÿåòñÿ â ãëàâå 4 ïðè âû÷èñëåíèè

âîñïðîèçâîäÿùèõ ìåð äëÿ àëãåáð ñèììåòðèé ìíîãî÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà.

Â ðàçäåëå 2.7 (ñòàòüÿ [15b]) ïðèâîäÿòñÿ äâà ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé è êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ öèëèíäðó è òîðó. Çäåñü

ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìà èç ðàçäåëà 1.7.

Ïåðâûé ïðèìåð � ýòî àëãåáðà su(1, 1). Â ðàçäåëå 2.1 äëÿ íåå ïîñòðîåíû ïðåä-

ñòàâëåíèÿ, ñîîòâåñòâóþùèå ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèñòàì, äèôôåîìîðôíûì ïëîñêîñòè;

â ïðîñòðàíñòâå êàæäîãî òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååòñÿ âàêóóìíûé âåêòîð, àííóëèðó-

åìûé îïåðàòîðîì óíè÷òîæåíèÿ. À â ðàçäåëå 2.7 äëÿ ýòîé àëãåáðû ñòðîÿòñÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèñòàì, äèôôåîìîðôíûì öèëèíäðó; ýòî

ïðåäñòàâëåíèÿ áåç âàêóóìíîãî âåêòîðà. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèå

ÿäðà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òýòà-ôóíêöèþ.

Âòîðîé ïðèìåð � ýòî âûðîæäåííàÿ àëãåáðà Ñêëÿíèíà-Ôàääååâà

[S1,S2] = i(S0S3 + S3S0), [S0,S1] = −iµ2(S2S3 + S3S2),

[S2,S3] = i(S0S1 + S1S0), [S0,S2] = iµ2(S3S1 + S1S3),

[S3,S1] = i(S0S2 + S2S0), [S0,S3] = 0,

(26)

ãäå µ > 0 (ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ýòîé àëãåáðû îòëè÷àþòñÿ îò ñòðóêòóðíûõ êîí-

ñòàíò àëãåáðû (22)).

Ïóòåì çàìåíû ñòðóêòóðíîé êîíñòàíòû µ íà íîâóþ êîíñòàíòó

q =
1 + iµ

1− iµ
= eiφ, ãäå µ = tg

φ

2
, (27)

è ââåäåíèÿ íîâûõ ãåíåðàòîðîâ A =
√
µS3 + iS0/

√
µ B = S1 − iS2, C = S1 + iS2

(çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé èñïîëüçîâàí íåýðìèòîâ ãåíåðàòîð A âìåñòî åãî
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âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé A = A1 + iA2) àëãåáðà (26) ïðèâåäåíà ê àëãåáðå

[C,B] = −i
(
A2 − (A∗)2

)
, [A,A∗] = 0,

CA = qAC, AB = qBA, B∗ = C

òèïà (17), ãäå ℏ = 1 è

φ0
t (A0, A) = A0 +

q(q2t − 1)A2 + q(q2t − 1)A
2

i(q − q)
, φt(A0, A) = qtA.

Äëÿ ýòîé àëãåáðû ïî ñõåìå èç ðàçäåëà 1.7 ïîñòðîåíû âñå îïåðàòîðíî íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ, êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà è âîñïðîèçâîäÿùèå

ìåðû. Ñîîòâåñòâóþùèå ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû âëîæåíû â R4 êàê òîð.

Îòäåëüíî èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà q (27) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

N -îé ñòåïåíè èç 1. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîìèìî �êëàññè÷åñêèõ� ýëåìåíòîâ Êàçèìèðà

K = BC− qA2 + q(A∗)2

i(q − q)
, κ = AA∗,

èìåþòñÿ �íåêëàññè÷åñêèå� ýëåìåíòû Êàçèìèðà: BN , CN , AN è (A∗)N . Ñîîòâåòñòâó-

þùèå îïåðàòîðíî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîìåðíû.

Åñëè æå qN ̸= 1 íè äëÿ êàêîãîN ∈ N, òî îïåðàòîðíî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
áåñêîíå÷íîìåðíû (õîòÿ ñîîòâåòñòâóþò êîìïàêòíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèñòàì).

Ãëàâà 3 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò èç øåñòè ðàçäåëîâ è ñîäåðæèò îïèñàíèå

ñåðèè ðàáîò [2a], [14b], [17b], [18b], [19b] î äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå

Êóëîíà-Äèðàêà, êîòîðîå âîçìóùåíî ýëåêòðè÷åñêèì è (èëè) îäíîðîäíûì ìàãíèòíûì

ïîëÿìè.

Ïåðâûå òðè ðàçäåëà ãëàâû 3 íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð.

Ðàçäåë 3.1 (ñòàòüè [2a], [17b]) ñîäåðæèò îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíèàíà H0 ÷àñòèöû

â ïîëå Êóëîíà-Äèðàêà, ðåãóëÿðèçàöèþ ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà, ò.å. ïðèâåäåíèå åãî ê

îïåðàòîðó S0 ñ ýêâèäèñòàíòíûì ñïåêòðîì, ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ S0 (íà

îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ñïåêòðà), à òàêæå îïèñàíèå àëãåáðû Fquant êâàíòîâûõ èíòåãðà-

ëîâ äâèæåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî îïåðàòîðà S0.

Â ðàçäåëå 3.2 (ñòàòüè [2a], [14b], [17b]) äëÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà S0 + εS1,

ãäå S0 - îïåðàòîð ñ ýêâèäèñòàíòíûì ñïåêòðîì, ε � ìàëûé ïàðàìåòð, ïðèâåäåíà ñõå-

ìà êâàíòîâîãî ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ñ ðåäóêöèåé â àëãåáðó Fquant ñèììåòðèé ñòàðøåé

÷àñòè S0. Äåéñòâóÿ ïî ïðèâåäåííîé ñõåìå, ìîæíî íàéòè óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå,

ïðèâîäÿùåå îïåðàòîð S0 + εS1 ê âèäó S0 + εT, ãäå íîâûé âîçìóùàþùèé îïåðàòîð

T = εS1 + ε2S2 + . . . (îí íàçûâàåòñÿ óñðåäíåííûì) êîììóòèðóåò (âî âñåõ ïîðÿäêàõ

ïî ε) ñî ñòàðøåé ÷àñòüþ S0, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì àëãåáðû Fquant åãî ñèììåòðèé.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè îáà îïåðàòîðà S0 è S1 êîììóòèðóþò ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì

G, òî óñðåäíåíûé îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäàëãåáðû Gquant ñèììåòðèé G â

àëãåáðå Fquant.

Â ðàçäåëå 3.3 (ñòàòüè [2a], [14b], [17b]) îïèñàí ìåòîä êîãåðåíòíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ïîçâîëÿþùèé çàïèñàòü óñðåäíåííîå âîçìóùåíèå T â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè àëãåáðû Fquant (èëè åå ïîäàëãåáðû Gquant) â âèäå íåêîòîðîãî îïåðàòîðà
◦
T â

ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óñðåä-

íåííîãî âîçìóùåíèÿ T ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå èíòåãðàëà îò ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

îïåðàòîðà
◦
T è êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé àëãåáðû Fquant (èëè åå ïîäàëãåáðû Gquant).

Ñëåäóþùèå òðè ðàçäåëà ñîäåðæàò ðåøåíèÿ òðåõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.

Â ðàçäåëå 3.4 (ñòàòüè [2a], [17b]) èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ÷àñòèöå â àêñèàëüíî-

âîçìóùåííîì ïîëå Êóëîíà-Äèðàêà. Íàëè÷èå àêñèàëüíîé ñèììåòðèè ïðèâîäèò ê ñó-

ùåñòâîâàíèþ òàêîãî îïåðàòîðà G (ýòî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ìîìåíòà èì-

ïóëüñà), êîòîðûé êîììóòèðóåò è ñî ñòàðøåé ÷àñòüþ � ðåãóëÿðèçîâàííûì ãàìèëü-

òîíèàíîì S0 ÷àñòèöû â ïîëå Êóëîíà-Äèðàêà, è ñ âîçìóùåíèåì S1, îïèñûâàþùèì

âíåøíèé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Â àëãåáðå Fquant ñèììåòðèé S0 ïîäàëãåáðà Gquant
ñèììåòðèé îïåðàòîðàG çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[B1,B2] = iℏ(B0B3 + µB4), [B0,B1] = 2iℏB2,

[B2,B3] = −iℏ
2

(
B0B1 +B1B0

)
, [B0,B2] = −2iℏB1,

[B3,B1] = −iℏ
2

(
B0B2 +B2B0

)
, [B0,B3] = 0,

[B4,B0] = [B4,B1] = [B4,B2] = [B4,B3] = 0.

Äëÿ ýòîé ïîäàëãåáðû â ðàáîòå ïîñòðîåíû âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ (ñîîò-

âåòñòâóþùèå âîçìîæíûì â äàííîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ Êà-

çèìèðà), êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà è âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû.

Óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí ÿâíî âûðàæåí â âèäå ôóíêöèè îò îáðàçóþùèõ ïîäàëãåá-

ðû Gquant, è åãî ñòàðøèé (ïî âåëè÷èíå âíåøíåãî ïîëÿ) ÷ëåí çàïèñàí â íåïðèâîäèìîì
ïðåäñòàâëåíèè â âèäå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Õåéíà (Ãîéíà)

[96]. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èñõîäíîé çàäà÷è ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ÷åðåç ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Õåéíà è êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

ïîäàëãåáðû Gquant.

Â ðàçäåëå 3.5 (ñòàòüè [2a], [18b]) äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå Êóëîíà-Äèðàêà, âîçìó-

ùåííîì îäíîðîäíûì ìàãíèòíûì ïîëåì, ïîêàçàíî, ÷òî âûðîæäåíèå ñòàðøåé ÷àñòè

ñïåêòðà ìîæåò áûòü ñíÿòî òîëüêî â äàëåêèõ (êâàäðàòè÷íûõ èëè âûøå) ÷ëåíàõ òåî-

ðèè âîçìóùåíèé ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ.
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Ñíÿòèå âûðîæäåíèÿ êîíòðîëèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêîé àëãåáðîé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè

ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[Ai,Aj] = 0, [C,B] = f(A1,A2,A3,A4),

A1B = B(A1 − rℏ), CA1 = (A1 − rℏ)C,

A2B = B(A2 + lℏ), CA2 = (A2 + lℏ)C,

A3B = B(A3 + 2rℏA1 − r2ℏ2), CA3 = (A3 + 2rℏA1 − r2ℏ2)C,

A4B = B(A4 − 2lℏA2 − l2ℏ2), CA4 = (A4 − 2lℏA2 − l2ℏ2)C,

(28)

ãäå ïîëèíîì f îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëåí ôîðìóëîé

f(A1, A2, A3, A4)
def
= ℏ

(
r
l−1∏
q=0

(
A4 + (2q + 1)ℏA2 − q(q + 1)ℏ2

)
×

r−1∑
j=0

(
2A1 + (r − 1− 2j)ℏ

) j−1∏
p=j+1−r

(
A3 + (2p+ 1)ℏA1 − p(p+ 1)ℏ2

)
− l

r−1∏
p=0

(
A3 + (2p+ 1)ℏA1 − p(p+ 1)ℏ2

)
×

l−1∑
j=0

(
2A2 + (l − 1− 2j)ℏ

) j−1∏
q=j+1−l

(
A4 + (2q + 1)ℏA2 − q(q + 1)ℏ2

))
.

Ñòðóêòóðà àëãåáðû (28) îïðåäåëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîïîðöèåé

n+ 1 + |k|
2
+ k

2

n+ 1 + |k|
2
− k

2

=
l

r

ìåæäó ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n è êâàíòîâûì ÷èñëîì k ìàãíèòíîãî çàðÿäà.

Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé àëãåáðû ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

ïîëèíîìîâ è çàäàþò ìîäåëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè

ðåøåíèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

â ýôôåêòå Çååìàíà.

Â ðàçäåëå 3.6 (ñòàòüè [2a], [19b]) èññëåäóåòñÿ ýôôåêò Çååìàíà-Øòàðêà â àòîìå

âîäîðîäà (äîïîëíèòåëüíî ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü íåîäíîðîäíûé ýëåêòðè÷åñêèé ïî-

òåíöèàë). Ïîêàçàíî, ÷òî â ñïåêòðå àòîìà âîäîðîäà, êîòîðûé ïîìåùåí â ñêðåùåííûå

ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ (âåëè÷èíû ε), âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ðåçîíàíñíûõ

êëàñòåðîâ, â êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàñïîëîæåíû äðóã îò äðóãà íà ðàññòî-

ÿíèè O(ε2). Â îñòàëüíûõ (íåðåçîíàíñíûõ) êëàñòåðàõ òî÷êè ñïåêòðà îòñòîÿò äðóã îò

äðóãà íà ðàññòîÿíèå O(ε). Â ðàçäåëå 3.6 ïðèâåäåíû ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êàê â ðåçîíàíñíûõ, òàê è â íåðåçîíàíñíûõ

êëàñòåðàõ. Ðåçîíàíñíûå êëàñòåðû êîíòðîëèðóþòñÿ àëãåáðàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè

ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (28), âîçíèêàþùèìè òàêæå â çàäà÷å î ìîíîïîëå
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Äèðàêà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Íî ïàðàìåòðû l è r ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé

àëãåáðû (28) îïðåäåëÿþòñÿ çäåñü èç ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ

|H − 3nE|
|H + 3nE|

=
l

r

ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîëÿìè E è H.

Â ðàáîòå ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (28) (ñîîòâåòñòâóþùèå

âîçìîæíûì â äàííîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà) äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè ïî îäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå åå ãè-

ïåðãåîìåòðè÷åñêèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîñòîÿíèé ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è âûðàæåíû ÷åðåç ðåøåíèÿ ìîäåëüíîãî îáûêíîâåííîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Â ãëàâå 4 (ñòàòüè [3a], [4a], [9a], [10a]) èññëåäóåòñÿ àëãåáðà ñèììåòðèé êâàíòî-

âîãî ðåçîíàíñíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (äëÿ êðàòêîñòè îíà íàçâàíà �ðåçî-

íàíñíîé�) â ñëó÷àå òðåõ è áîëåå ÷àñòîò. Ýòà àëãåáðà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè

èññëåäîâàíèè äèíàìèêè è ñïåêòðà ìíîãîìåðíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, êîãäà èçó÷àþòñÿ

ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðåçîíàíñíàÿ

àëãåáðà îïèñàíà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îáðàçóþùèõ è ïîëèíîìèàëüíûõ ñîîò-

íîøåíèé. Äëÿ êëàññè÷åñêîé âåðñèè ýòîé àëãåáðû èçó÷åíû ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû è

êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà íèõ, à äëÿ êâàíòîâîé âåðñèè ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ, êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà è âîñïðîèçâîäÿùèå

ìåðû.

Â ðàçäåëàõ 4.1 � 4.7 (ñòàòüè [3a], [4a]) èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîãî �íåïðè-

âîäèìîãî� ðåçîíàíñà, êîãäà ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-

ñòûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ðàçäåëå 4.8 (ñòàòüÿ [9a]) îïèñûâàåòñÿ ðåäóê-

öèÿ ñëó÷àÿ �ïðèâîäèìîãî� ýëëèïòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, êîãäà ÷àñòîòû íå îáÿçàòåëü-

íî ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, ê ñëó÷àþ íåïðèâîäèìîãî ðåçîíàíñà. À â ïîñëåäíåì

ðàçäåëå 4.9 (ñòàòüÿ [10a]) èññëåäóåòñÿ òðåõ÷àñòîòíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ðåçîíàíñ,

êîãäà äâå ÷àñòîòû ïîëîæèòåëüíû, à òðåòüÿ îòðèöàòåëüíà.

Â ðàçäåëå 4.1 (ñòàòüè [3a], [4a]) â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn) ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàìèëü-

òîíèàí

Ĥ[f ] =
1

2

n∑
j=1

(
− ℏ2

∂2

∂q2j
+ f 2

j q
2
j − ℏfj

)
(29)

êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ íàòóðàëüíûìè ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûìè

÷àñòîòàìè f1, . . . , fn. Åãî ñèììåòðèè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Ŝj
def
= ẑ∗j ẑj (j = 1, . . . , n), Âρ

def
= ẑ∗ρ+ ẑρ− (ρ ∈ R). (30)
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Çäåñü ẑj = (ℏ∂/∂qj + fjqj)/
√

2fj � îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ; R = {ρ ∈ Zn | ⟨f, ρ⟩ = 0}
� ìíîæåñòâî �ðåçîíàíñíûõ� âåêòîðîâ; è äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ρ ∈ Zn îïðåäåëåíû

ñëåäóþùèå äâå îïåðàöèè:

(ρ+)j
def
=

ρj, ρj ≥ 0,

0, ρj ≤ 0,
, (ρ−)j

def
=

0, ρj ≥ 0,

−ρj, ρj ≤ 0
(j = 1, . . . , n). (31)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Âρ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî âîçíèêàåò çàäà÷à î âû-

äåëåíèè ìèíèìàëüíîãî áàçèñà èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òàêèõ ãåíåðàòîðîâ; ýòà

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îá îïèñàíèè ìíîæåñòâà M ⊂ Zn âåêòîðîâ ρ, íóìåðóþùèõ
ãåíåðàòîðû Âρ. Â ðàáîòå [97] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî M êîíå÷íî è ñîñòîèò

èç �ìèíèìàëüíûõ� ðåçîíàíñíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü ñëîæåíèåì äâóõ

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èç ïåðåñå÷åíèÿ ðåçîíàíñíîé ðåøåòêè R ñ îäíèì èç äåêàðòîâûõ

êâàäðàíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé ðåçîíàíñíûé âåêòîð ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó ìèíèìàëüíûõ ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè:

σ =
∑

κ∈Mσ

nσκ · κ, nσκ ∈ Z+, Mσ ⊂ M. (32)

Çäåñü Mσ � ýòî ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ âåêòîðîâ â òîì äåêàðòîâîì êâàäðàíòå,

êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âåêòîð σ.

Â äâóõ÷àñòîòíîì ñëó÷àå n = 2 îïèñàíèå ìíîæåñòâàM òðèâèàëüíî. Â òðåõ÷àñòîò-

íîì ñëó÷àå n = 3 çàäà÷à î ÿâíîì îïèñàíèè ìíîæåñòâàM ìèíèìàëüíûõ ðåçîíàíñíûõ

âåêòîðîâ áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [3a].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n = 3, è ÷àñòîòû f1, f2, f3 � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü ïàðà öåëûõ ÷èñåë µ è ν ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèîôàíòîâà

óðàâíåíèÿ µf1 + νf2 + f3 = 0 ñ óñëîâèåì 0 ≤ ν ≤ f1 − 1.

Òîãäà ìíîæåñòâî M ìèíèìàëüíûõ âåêòîðîâ â ðåçîíàíñíîé ðåøåòêå R ÿâëÿåò-

ñÿ îáúåäèíåíèåì ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ: M = M23∪M31∪M12∪M1∪M2∪M3.

Åñëè f1 = 1, òî M23 ñîñòîèò èç äâóõ âåêòîðîâ: (−f3, 0, f1) è (−f2, f1, 0).
Åñëè f1 ≥ 2, òî êðîìå ýòèõ äâóõ âåêòîðîâ ïîäìíîæåñòââî M23 ñîäåðæèò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ
(
− (lf3 + ν(l)f2)/f1, lν (modf1), l

)
, l = 1, . . . , f1 − 1,

ïðè÷åì, âåêòîð ñ íîìåðîì l ñîõðàíÿåòñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîëüêî ïðè

óñëîâèè, ÷òî ν(l) < ν(j) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , l − 1.

Ìèíèìàëüíûå âåêòîðû ïîäìíîæåñòâ M31 è M12 ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùåãî

îïèñàíèÿ âåêòîðîâ â M23 öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ 1, 2, 3.

Ìèíèìàëüíûå âåêòîðû â ïîäìíîæåñòâå Mj èìåþò âèä (−σ), ãäå σ ýòî ìèíè-

ìàëüíûé âåêòîð â ïîäìíîæåñòâå Mkl, k è l � íîìåðà, äîïîëíÿþùèå íîìåð j äî

òðîéêè èíäåêñîâ 1, 2, 3.
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Â ðàçäåëå 4.2 (ñòàòüÿ [4a]) ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïóàññîíîâîé àëãåáðû ñèììåò-

ðèé ðåçîíàíñíîãî îñöèëëÿòîðà ñ âåùåñòâåííûìè îáðàçóþùèìè Sk (k = 1, . . . , n) è

êîìïëåêñíûìè îáðàçóþùèìè Aρ (ρ ∈ M), ïîä÷èíåííûìè ñâÿçÿì ýðìèòîâà, êîì-

ìóòàòèâíîãî è íåêîììóòàòèâíîãî òèïîâ, à òàêæå ïîëèíîìèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì

îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà.

Â ðàçäåëå 4.3 (ñòàòüÿ [4a]) îïèñûâàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû Ω ýòîé àëãåáðû.

Çäåñü æå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåçîíàíñíîãî áàçèñà. Ýòî íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ìèíèìàëüíûõ ðåçîíàíñíûõ âåêòîðîâ ρ(1), . . . , ρ(n−1) ∈ M òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðå-

çîíàíñíîãî âåêòîðà σ ∈ R êîýôôèöèåíòû åãî ðàçëîæåíèÿ ïî âåêòîðàì ρ(k) � ýòî

öåëûå ÷èñëà:

σ =
n−1∑
k=1

N (k)
σ ρ(k), N (k)

σ ∈ Z. (33)

Êàæäîìó ðåçîíàíñíîìó áàçèñó ñîïîñòàâëåíû ëîêàëüíûå êîìïëåêñíûå êîîðäèíà-

òû íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå: wk = A−ρ(k)/S
ρ
(k)
− (k = 1, . . . , n − 1). Îïèñàí àòëàñ

êàðò, ïîêðûâàþùèõ ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû; â êàæäîé êàðòå ñîîòâåòñòâóþùèå êîîð-

äèíàòíûå ôóíêöèè w1, . . . , wn−1 íå èìåþò îñîáåííîñòåé; ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé êàðòû

â äðóãóþ, ò.å. îò ðåçîíàíñíîãî áàçèñà {ρ(j)} ê äðóãîìó ðåçîíàíñíîìó áàçèñó {ρ̃(j)},
ýòè êîîðäèíàòû èçìåíÿþòñÿ w → w̃ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó. Êðîìå òîãî, ââåäåíû êî-

îðäèíàòû Äàðáó, à òàêæå âû÷èñëåí êýëåðîâ ïîòåíöèàë.

Â ðàçäåëå 4.4 (ñòàòüÿ [4a]) äëÿ êàæîãî ÷èñëà M ∈ Z+ îïðåäåëåí äèîôàíòîâ

îñòîâ ∆[M ]
def
= {k ∈ Zn+ | ⟨f, k⟩ = M}, ðàññìîòðåí âîïðîñ î êîëè÷åñòâå d[M ] òî÷åê â

íåì (ò.å. âîïðîñ î êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ℏM ãàìèëüòîíèàíà îñöèëëÿòîðà

(29)) è ââåäåíî ïîíÿòèå âåðøèíû r ∈ ∆[M ] äèîôàíòîâà îñòîâà.

Òî÷êà r ∈ ∆[M ] íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé äèîôàíòîâà îñòîâà ∆[M ], åñëè ñóùåñòâó-

åò ðåçîíàíñíûé áàçèñ òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ l ∈ ∆[M ] âñå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

âåêòîðà l− r ïî âåêòîðàì áàçèñà íåîòðèöàòåëüíû. Âåðøèíà r è îòâå÷àþùèé åé ðåçî-

íàíñíûé áàçèñ {ρ} ñîñòàâëÿþò ðåïåð R = (r, {ρ}) äèîôàíòîâà îñòîâà ∆[M ]; ðåïåðû

R íóìåðóþò êàðòû â àòëàñå.

Â ðàçäåëå 4.5 (ñòàòüÿ [4a]) äëÿ êàæäîãî ÷èñëàM ∈ Z+ òàêîãî, ÷òî d(M) ̸= 0, ïî-

ñòðîåíî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L(Ω) àíòèãîëîìîðôíûõ ïîëèíîìîâ ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì

(φ, ψ) =
1

(2πℏ)n−1

∫
Cn−1

φψJR dw dw. (34)

Çäåñü w � ëîêàëüíûå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû â êàðòå ñ íîìåðîì R (ãäå R � ðåïåð

äèîôàíòîâà îñòîâà ∆[M ]); M = ⟨f, r⟩; ïëîòíîñòü JR ìåðû çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

JR =
Sr−Σρ

r!ℏ|r|
Q[M ](S), Q[M ](s)

def
=
s1 . . . sn

ℏ

∫ ∞

0

yM+|f |−1 exp

{
− 1

ℏ

n−1∑
j=1

sjy
fj

}
dy,

â êîòîðîé
∑
ρ =

∑n−1
j=1 ρ

(j).
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Â ðàáîòå âû÷èñëåíî âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî K ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ëîêàëüíûõ

êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ w â êàðòå ñ íîìåðîì R îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì

KR =
∑
σ∈Rr

r!

ℏ|σ+|−|σ−|(r + σ)!
wNσwNσ . (35)

Çäåñü ïîäìíîæåñòâî Rr ⊂ R çàäàíî óñëîâèåì σ ∈ Rr ⇐⇒ (r + σ) ∈ ∆[M ], à

âåêòîðû Nσ ∈ Zn−1
+ îïðåäåëåíû ðàçëîæåíèåì (33) âåêòîðîâ σ ïî ðåçîíàíñíîìó áàçèñó

èç ðåïåðà R ñ âåðøèíîé r.

Â ðàçäåëå 4.6 (ñòàòüÿ [4a]) îïèñàíà êâàíòîâàÿ ðåçîíàíñíàÿ àëãåáðà A. Äëÿ ýòîãî
ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëåíû îáîáùåííûå ñèìâîëû Ïîõãàììåðà (s)ρ

def
= (s1)ρ1 . . . (sn)ρn ,

ãäå äëÿ ëþáûõ a ∈ R, m ∈ Z

(a)m
def
=


(a+ ℏ) . . . (a+mℏ) ïðè m ≥ 1,

1 ïðè m = 0,

a(a− ℏ) . . . (a− ℏ(|m| − 1)) ïðè m ≤ −1.

Êðîìå òîãî, íà ðåøåòêå Zn ââåäåíû ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàöèè (èíäåêñ

j ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ 1, . . . , n):

α, β → α · β, (α · β)j
def
= αjβj,

α, β → [α|β], [α|β]j
def
= min{(α−)j, (β+)j} −min{(β−)j, (α+)j},

α, β → [α, β], [α, β]
def
= α+ · β− − α− · β+,

ãäå îïåðàöèè α → α± çàäàíû â (31). Âåêòîðû α, β ðåøåòêè ñ÷èòàþòñÿ êîììóòèðóþ-

ùèìè, åñëè èõ êîììóòàòîð [α, β] ðàâåí íóëþ.

Ðåçîíàíñíàÿ àëãåáðà A îïðåäåëÿåòñÿ êàê àëãåáðà ñ èíâîëþöèåé, ïîðîæäåííàÿ

îáðàçóþùèìè Aσ (σ ∈ M), Sj (j = 1, . . . , n) è ñëåäóþùèìè ñâÿçÿìè è êîììóòàöèîí-

íûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

� Êâàíòîâûå ñâÿçè ýðìèòîâà òèïà: S∗
j = Sj (j = 1, . . . , n), A∗

σ = A−σ (σ ∈ M).

� Êâàíòîâûå ñâÿçè êîììóòàòèâíîãî òèïà:
∏

ρ(Aρ)
kρ =

∏
σ(Aσ)

mσ äëÿ ëþáûõ ñåìåéñòâ

êîììóòèðóþùèõ âåêòîðîâ ρ, σ ∈ M è ÷èñåë kρ,mσ ∈ N òàêèõ, ÷òî
∑

ρ kρρ =
∑

σmσσ.

� Êâàíòîâûå ñâÿçè íåêîììóòàòèâíîãî òèïà: åñëè ìèíèìàëüíûå âåêòîðû ρ è σ íå

êîììóòèðóþò è ρ ̸= −σ, òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèåAρAσ = gρ,σ(S)
∏

κ∈Mρ+σ
(Aκ)

nρ+σ
κ ;

çäåñü gρ,σ(s)
def
= (s − ℏρ)[σ|ρ], s ∈ Rn; nρ+σκ � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (32) âåêòîðà

ρ+ σ ïî ìèíèìàëüíûì âåêòîðàì.

� Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

[Sj,Sk] = 0, [Sj,Aρ] = ℏρjAρ, [A−ρ,Aρ] = ℏF−ρ,ρ(S) (j, k = 1, . . . , n, ρ ∈ M),

ãäå ïîëèíîìû Fρ,σ çàäàíû ôîðìóëîé Fρ,σ = (gρ,σ − gσ,ρ)/ℏ .
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Â ðàçäåëå 4.7 (ñòàòüÿ [4a]) ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ è êîãåðåíò-

íûå ñîñòîÿíèÿ ðåçîíàíñíîé àëãåáðû A.
Â àáñòðàêòíîì ïðåäñòàâëåíèè ðåçîíàíñíîé àëãåáðû îïåðàòîðàìè Sj (j = 1, . . . , n),

Aσ (σ ∈ M) â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H êàæäîìó íåìèíèìàëüíîìó

ðåçîíàíñíîìó âåêòîðó σ ñîïîñòàâëåí îïåðàòîð

Aσ =

I, åñëè σ = 0,∏
κ∈Mσ

A
nσ
κ

κ , åñëè σ ̸= 0,

ãäå ïîäìíîæåñòâà Mσ è ÷èñëà n
σ
κ îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (32).

Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà M ∈ Z+ òàêîãî, ÷òî d[M ] ̸= 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õîòÿ

áû äëÿ îäíîãî ðåïåðà R = (r, {ρ}) â ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò íîðìèðîâàííûé

�âàêóóìíûé� âåêòîð pR òàêîé, ÷òî

AρpR = 0 (ρ ∈ R−
R), SjpR = ℏrjpR (j = 1, . . . , n), (36)

ãäå ïîäìíîæåñòâî R−
R ⊂ R çàäàíî óñëîâèåì ρ ∈ R−

R ⇔ (r + σ) ̸∈ ∆[M ].

Òåîðåìà 4. (a) Â ëîêàëüíîé êàðòå ñ íîìåðîì R = (r, {ρ}) êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ
àëãåáðû A çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

PR(w) =
∑

t∈∆[M ]

√
ℏ|r|r!
ℏ|t|t!

n−1∏
k=1

wN
(k)
t−rpt, ãäå pt

def
= (ℏr)−1/2

t−r At−rpR.

Çäåñü íåîòðèöàòåëüíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè N
(k)
t−r îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì (33)

ðåçîíàíñíîãî âåêòîðà t− r ïî áàçèñó {ρ}.
Âåêòîðû {pt t ∈ ∆[M ]} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå HM

íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû A, ãäå îïåðàòîð Êàçèìèðà

f1S1 + · · · + fnSn ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ℏM . Îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû A
â ýòîì áàçèñå èìåþò âèä Sjp

t = ℏtjpt (j = 1, . . . , n), Aρp
t = (ℏt)1/2ρ pρ+t (ρ ∈ R).

(b) Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé (P,P)H ñîâïàäàåò ñ âîñïðî-

èçâîäÿùèì ÿäðîì (35) ïðîñòðàíñòâà L(Ω).
(c) Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

◦
Sj

def
= ℏr + ℏ

n−1∑
k=1

ρ(k)wk
∂

∂wk
(j = 1, . . . , n),

◦
Aσ

def
= (

◦
S)σ−

n−1∏
k=1

(wk)
Nσ

k (σ ∈ M), (37)

çàäàííûå â ëîêàëüíûõ êàðòàõ, ñîãëàñîâàíû íà ïåðåñå÷åíèÿõ êàðò è çàäàþò íåïðèâî-

äèìîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ðåçîíàíñíîé àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå L(Ω) àíòèãîëîìîðôíûõ ïîëèíîìîâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (34). Ñîîò-

âåòñòâóþùèì âàêóóìíûì âåêòîðîì ñëóæèò åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ.
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(d) Ñ ïîìîùüþ êîãåðåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ P : L(Ω) → H, çàäàííîãî ôîðìóëîé

P [ψ]
def
=

1

(2πℏ)n−1

∫
Cn−1

ψ(w)P(w)JR dw dw,

àáñòðàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçîíàíñíîé àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì (36) ñïëåòàåòñÿ ñ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì (37):

AσP [ψ] = P [
◦
Aσψ], SjP [ψ] = P [

◦
Sjψ].

Â ñëó÷àå, åñëè H = L2(Rn), è ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A çàäàíî ôîðìóëàìè (30),

äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ pt è êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé PR(w) ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû

÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà.

Ðàçäåëû 4.1 � 4.7 ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ �íåïðèâîäèìîãî� ðåçîíàíñà, êîãäà âñå ÷à-

ñòîòû fj îñöèëëÿòîðà Ĥ[f ] (29) � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Â ðàçäåëå 4.8 (ñòàòüÿ [9a]) èññëåäóåòñÿ �ïðèâîäèìûé� ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé

òðåõ÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà, êîãäà ÷àñòîòû g1, g2, g3 îñöèëëÿòîðà Ĥ[g] � ïðîèçâîëüíûå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà (êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÍÎÄ{g1, g2, g3} = 1).

Ïðèâîäèìîìó âåêòîðó ÷àñòîò (g1, g2, g3) â ðàáîòå ñîïîñòàâëåí íåïðèâîäèìûé âåê-

òîð ÷àñòîò (f1, f2, f3) ïî ôîðìóëå fj = gj/(mkml), ãäå mj = ÍÎÄ{gk, gl},
(j, k, l) � öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1, 2, 3), è ïîêàçàíî, ÷òî èññëåäîâàíèå àë-

ãåáðû ñèììåòðèé îñöèëëÿòîðà Ĥ[g] ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àëãåáðû ñèììåòðèé îñ-

öèëëÿòîðà Ĥ[f ]. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïðèâîäèìîãî ðåçîíàíñà ïîëó÷åíû íåïðèâîäèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ ïîëèíîìîâ, êîãå-

ðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà è âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû.

Â ðàçäåëå 4.9 (ñòàòüÿ [10a]) èññëåäîâàí òðåõ÷àñòîòíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ðåçî-

íàíñ, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà äâå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà Ĥ[g] (29) ïîëîæèòåëüíû, à òðåòüÿ

îòðèöàòåëüíà.

Èçó÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ðåçîíàíñà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî èçó÷åíèþ

ïðèâîäèìîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Áîëåå òîãî, ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå àë-

ãåáðó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ôîðìàëüíî ñîâïàäàþò ñ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ýë-

ëèïòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Íî çíàêè ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ðåçîíàíñíîé àëãåáðû â ýë-

ëèïòè÷åñêîì è ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àÿõ, êîíå÷íî, ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ñèòóàöèè â

ýëëèïòè÷åñêîì è ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àÿõ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ. Òàê, â ýë-

ëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû ïóàññîíîâîé àëãåáðû èìåþò êîìïàêò-

íîå çàìûêàíèå, à íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ðåçîíàíñíîé àëãåáðû êî-

íå÷íîìåðíû. À â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû (ìàêñèìàëüíîé

ðàçìåðíîñòè) èìåþò íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå, à íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ áåñ-

êîíå÷íîìåðíû.
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Â ãëàâå 5, ñîñòîÿùåé èç ïÿòè ðàçäåëîâ, ñîäåðæèòñÿ öèêë çàäà÷ î ëîâóøêàõ

çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [86, 87, 88].

Âî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî öèêëà ãëàâíûé ÷ëåí ãàìèëüòîíèàíà îïèñûâàåò òàê íàçûâà-

åìóþ èäåàëüíóþ ëîâóøêó Ïåííèíãà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí ãèïåðáîëè-

÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ òðåìÿ ÷àñòîòàìè. Åñëè ýòè ÷àñòîòû íàõîäÿòñÿ

â ðåçîíàíñå, òî ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà èìååò áåñêîíå÷íîå âûðîæäåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå

ê ïîëíîìó ãàìèëüòîíèàíó ñèñòåìû ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé íåïðèìåíèìà.

Çàòî ðàáîòàåò êâàíòîâîå óñðåäíåíèå ñ ïîñëåäóþùåé ðåäóêöèåé â àëãåáðó ñèììåò-

ðèé èäåàëüíîé ëîâóøêè. Ýòî ðåçîíàíñíàÿ àëãåáðà, îïèñàííàÿ â ãëàâå 4. Â ðàáîòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ ëîâóøåê âîçìîæíî âîçíèêíî-

âåíèå ÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà, è êàêèå ðåçîíàíñíûå ïðîïîðöèè âîçíèêàþò. Èçó÷åíû

íèæíèé ÷àñòè÷íûé ðåçîíàíñ, êîãäà ñîèçìåðèìû òîëüêî äâå ÷àñòîòû èç òðåõ, è íèæ-

íèé ïîëíûé ðåçîíàíñ, êîãäà âñå òðè ÷àñòîòû ñîèçìåðèìû.

Èññëåäóåìûå çäåñü ëîâóøêè ðàçëè÷àþòñÿ íå òîëüêî ðåçîíàíñíîé ïðîïîðöèåé, íî

òàêæå êîíôèãóðàöèåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñî-

çäàåòñÿ ýëåêòðîäàìè ðàçëè÷íîé ôîðìû; ýòî ïëàñòèíû, îáðàçóþùèå êóá, ïëîñêèå

êðóãëûå èëè ïðÿìîóãîëüíûå ýëåêòðîäû, öèëèíäðè÷åñêèé ýëåêòðîä. Âîçìóùàþùåå

ìàãíèòíîå ïîëå ëèáî îäíîðîäíîå, ëèáî íåîäíîðîäíîå ïîëå Èîôôå.

Äëÿ êàæäîé òàêîé ñèñòåìû óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí ÿâíî âû÷èñëåí è çàïèñàí

â âèäå ôóíêöèè îò ãåíåðàòîðîâ ðåçîíàíñíîé àëãåáðû èäåàëüíîé ëîâóøêè. Â íåêî-

òîðûõ çàäà÷àõ ýòîãî öèêëà âûðîæäåíèå ñïåêòðà íå ñíèìàåòñÿ â ñóáãëàâíîì ÷ëåíå

óñðåäíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà. Òîãäà èññëåäóåòñÿ åãî �âòîðè÷íàÿ� àëãåáðà ñèììåòðèé,

êîòîðàÿ ñíîâà îêàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíîé, è ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ â ñëåäóþùåì ÷ëåíå

òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ åùå ðàç. Äâàæäû óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí çàïè-

ñûâàåòñÿ â âèäå ôóíêöèè îò ãåíåðàòîðîâ âòîðè÷íîé ðåçîíàíñíîé àëãåáðû.

Äàëåå, ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è êîãåðåíòíûõ ñîñòî-

ÿíèé. Òî÷íåå, ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ÷å-

ðåç êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ â íåïðèâîäèìîì

ïðåäñòàâëåíèè. Â ðåçóëüòàòå, âî-ïåðâûõ, ïîíèæàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â

êîòîðîì ðàçûñêèâàþòñÿ ðåøåíèÿ, è, âî-âòîðûõ, èñõîäíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

Â ðàçäåëå 5.1 (ñòàòüè [5a], [27c]) èññëåäóåòñÿ êóáè÷åñêàÿ ëîâóøêà Ïåííèíãà-

Èîôôå ñ ðåçîíàíñîì 3 : (−1) è àëãåáðà ñ êóáè÷åñêèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøå-

íèÿìè

[Â1, Â2] = 0, [Â1, Â4] = −2iℏÂ5, [Â1, Â5] = 2iℏÂ4,

[Â2, Â4] = −6iℏÂ5, [Â2, Â5] = 6iℏÂ4, [Â3, Âk] = 0 (k = 1, 2, 4, 5),

[Â4, Â5] = iℏ(15ℏ2Â1 + 23ℏ2Â2 + 9Â1Â
2
2 + Â3

2).

(38)
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Äëÿ àëãåáðû (38) ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè

îïåðàòîðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà, äåéñòâóþùèìè â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòè-

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, íàéäåíû âîñïðîèçâîäÿùèå

ìåðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ ïðåä-

ñòàâëåíèé, à òàêæå ïîëó÷åíû ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ.

Óñðåäíåííûé ãàìèëüòîíèàí âûðàæåí â âèäå ôóíêöèè îò ãåíåðàòîðîâ ýòîé àëãåá-

ðû è ïåðåïèñàí â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè â âèäå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî îïåðàòîðà òèïà Ãîéíà [96].

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà ëîâóøêè Ïåííèíãà

ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå êîãåðåíòíûå ñî-

ñòîÿíèÿ êóáè÷åñêîé ðåçîíàíñíîé àëãåáðû è ÷åðåç ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ

îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ãîéíà.

Â ðàçäåëå 5.2 (ñòàòüè [6a], [20b], [21b]) èññëåäóåòñÿ äâîéíîé ðåçîíàíñ â ëîâóøêå

Ïåííèíãà-Èîôôå. Îñíîâíîé ðåçîíàíñ 2 : (−1) : 2 âîçíèêàåò â ãëàâíîì ÷ëåíå ãàìèëü-

òîíèàíà ìåæäó ÷àñòîòàìè èäåàëüíîé ëîâóøêè Ïåííèíãà. Åìó ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà

ñ êâàäðàòè÷íûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

[Ŝ+, Âρ] = ℏÂρ, [Ŝ0, Âρ] = −ℏÂρ, [Ŝ+, Âσ] = ℏÂσ, [Ŝ−, Âσ] = 2ℏÂσ,

[Ŝ−, Âθ] = 2ℏÂθ, [Ŝ0, Âθ] = ℏÂθ, [Âρ, Â
∗
σ] = −ℏA∗

θ, [Âρ, Âθ] = ℏÂσ,

[Âσ, Â
∗
θ] = −4ℏ

(
Ŝ− +

ℏ
2

)
Âρ, [Â∗

σ, Âσ] = ℏ(4Ŝ+Ŝ− + Ŝ2
− + 2ℏŜ+ + 3ℏŜ− + 2ℏ2),

[Â∗
ρ, Âρ] = ℏ(Ŝ0 − Ŝ+), [Â∗

θ, Âθ] = ℏ(Ŝ2
− + 4Ŝ−Ŝ0 + 3ℏŜ− + 2ℏŜ0 + 2ℏ2)

(äðóãèå êîììóòàòîðû ëèáî ñîïðÿæåíû ê ïåðå÷èñëåííûì, ëèáî ðàâíû íóëþ)

(39)

è ñâÿçÿìè

ÂρÂ
∗
ρ − Ŝ+(Ŝ0 + ℏ) = 0, ÂσÂ

∗
σ − Ŝ+Ŝ−(Ŝ− − ℏ) = 0, ÂθÂ

∗
θ − Ŝ0Ŝ−(Ŝ− − ℏ) = 0,

ÂρÂ
∗
σ − Ŝ+Â

∗
θ = 0, ÂσÂ

∗
θ − Ŝ−(Ŝ− − ℏ)Âρ = 0, ÂρÂθ − (Ŝ0 + ℏ)Âσ = 0,

Ŝ∗
0 = Ŝ0, Ŝ∗

− = Ŝ−, Ŝ∗
+ = Ŝ+.

(40)

Âòîðè÷íûé ðåçîíàíñ k : l âîçíèêàåò â ñóáãëàâíîì ÷ëåíå ãàìèëüòîíèàíà. Ýòîò

ðåçîíàíñ îïèñûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíè-

ÿìè. Â ñëó÷àå íèæíåãî ðåçîíàíñà 1 : 0 ýòà àëãåáðà � êâàäðàòè÷íàÿ:

[Â0, B̂] = 2ℏB̂, [Â−, B̂] = 2ℏB̂, [Â+, B̂] = 0,

[B̂∗, B̂] = 2ℏ(Â2
0 + 2Â0Â− + 3ℏÂ0 + ℏÂ− + 2ℏ2),

Â∗
0 = Â0, Â∗

− = Â−, Â∗
+ = Â+.

(41)
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Äëÿ àëãåáðû (41) â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: íåïðèâîäèìûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà â ãèëü-

áåðòîâûõ ïðîñòàíñòâàõ àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé; âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà, çàäàí-

íûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì; ñåìåéñòâà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå ñîáîé ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ îò îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ B̂∗ ê âà-

êóóìíîìó âåêòîðó; âîñïðîèçâîäÿùèå ìåðû, âûðàæåííûå ÷åðåç ôóíêöèþ Òðèêîìè.

Ñ ïîìîùüþ êîãåðåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äâàæäû óñðåäíåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çà-

äà÷à äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ëîâóøêè ïåðåïèñàíà â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåá-

ðû (41) â âèäå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ðåøåíèÿ ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è êîãåðåíòíûå

ñîñòîÿíèÿ àëãåáðû (41), ê êîòîðûì ïðèìåíÿþòñÿ äâà óíèòàðíûõ óñðåäíÿþùèõ îïå-

ðàòîðà (âîçíèêøèõ â äâóõ ïðîöåäóðàõ óñðåäíåíèÿ).

Â ðàçäåëå 5.3 (ñòàòüè [7a], [22b], [28c], [29c]) äëÿ ïëàíàðíîé ëîâóøêè ñ êðóãëû-

ìè ýëåêòðîäàìè èñëåäóåòñÿ ñëó÷àé îñíîâíîãî ðåçîíàíñà 2 : (−1) : 2 è âòîðè÷íîãî

ðåçîíàíñà 6 : (−1). Îñíîâíîé ðåçîíàíñ îïèñûâàåòñÿ àëãåáðîé (39), (40), à âòîðè÷-

íûé ðåçîíàíñ � åå ïîäàëãåáðîé ñ êâàäðàòè÷íûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíè-

ÿìè. Â ýòîé çàäà÷å, ïîìèìî êâàíòîâîé ðåäóêöèè ãàìèëüòîíèàíà ëîâóøêè, èçó÷à-

åòñÿ åå êëàññè÷åñêàÿ âåðñèÿ; çäåñü àêöåíò ñäåëàí íà èññëåäîâàíèå äâàæäû óñðåä-

íåííîãî ãàìèëüòîíèàíà, çàïèñàííîãî â âèäå ôóíêöèè îò îáðàçóþùèõ ïóàññîíîâîé

6 : (−1)�ðåçîíàíñíîé àëãåáðû

{A,B} = 2iB, {B,B} = i(6A2 + 4dA), A = A.

Èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü êàðòèíû åãî òî÷åê ïîêîÿ îò ïàðàìåòðîâ ëîâóøêè.

Â ðàçäåëå 5.4 (ñòàòüè [8a], [23b], [30c]) èññëåäóåòñÿ ïëàíàðíàÿ ëîâóøêà Ïåííèí-

ãà ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ýëåêòðîäàìè. Ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó óïðàâëÿþùèìè

(ãåîìåòðè÷åñêèìè è ôèçè÷åñêèìè) ïàðàìåòðàìè ëîâóøêè, ïðèâîäÿùåå ê ðåçîíàíñó

3 : (−1) ìåæäó ÷àñòîòàìè îñöèëëÿòîðà. Ýòîò ðåçîíàíñ îïèñûâàåòñÿ àëãåáðîé (38).

Íàðÿäó ñ êâàíòîâîé âåðñèåé, ðàññìîòðåíà òàêæå êëàññè÷åñêàÿ � ïóàññîíîâà àëãåá-

ðà ñèììåòðèé 3 : (−1)�ðåçîíàíñíîãî îñöèëëÿòîðà. Íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ ýòîé

àëãåáðû â ðàáîòå èçó÷åíû ëèíèè óðîâíÿ óñðåäíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Â ðàçäåëå 5.5 ([11a], [12a]) ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ýòîãî öèêëà � î öèëèíäðè÷åñêîé

ëîâóøêå Ïåííèíãà ñ ðåçîíàíñîì 2 : (−1) : 2 � èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íîâîãî ïîäõîäà

ê âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà. À èìåííî, ñ ïîìîùüþ

ñêðó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà (â òîì ÷èñëå ãèïåðáîëè÷åñêîãî), âîçìóùàþùåííîãî äèèôåðåíöèàëüíûì

îïåðàòîðîì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïåðåíîñèòñÿ â ïðîñòðàíñòâî ãðà-

äóèðîâàííîé àëãåáðû ñèìâîëîâ. Ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ, âûïîëíåííàÿ â ïðîñòðàíñòâå
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ñèìâîëîâ, ñðàçó äàåò âûðàæåíèå óñðåäíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà â âèäå ôóíêöèè îò ãå-

íåðàòîðîâ Ŝj, Âρ (30) ðåçîíàíñíîé àëãåáðû, îïèñàííîé â ðàçäåëå 4.6.

Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð Ĥ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà Rn ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Ĥ =
∑

ρ∈Zn pρ(Ŝ)Âρ

îïåðàòîðîâ Âρ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè pρ îò �äåéñòâèé� Ŝj, è åìó

ìîæíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü åãî ñèìâîë, íàçâàííûé â ðàáîòå vs-ïîëèíîìîì. Íà

ïðîñòðàíñòâå vs-ïîëèíîìîâ îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ∗-ïðîèçâåäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ îáû÷íîìó àññîöèàòèâíîìó ïðîèçâåäåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïî-

ëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äàëåå, ïðîöåäóðà êâàíòîâîãî óñðåäíåíèÿ ïåðåïè-

ñûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñèìâîëîâ. Â òàêîì âèäå ãðîìîçäêèå ðóòèííûå âû÷èñëåíèÿ,

ñâÿçàííûå ñ óñðåäíåíèåì, ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà êîìïüþòåð è ðåàëèçóþòñÿ, íàïðèìåð,

â ïàêåòå ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Wolfram Mathematica.

Â ãëàâå 6 (ñòàòüÿ [13a]), ñîñòîÿùåé èç òðåõ ðàçäåëîâ, âìåñòî ñåìåéñòâà îáû÷-

íûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà â L2(R) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ñåìåéñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé â îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå � òðîéêå

Ãåëüôàíäà. Îíî îáðàçîâàíî èç äâóõ ñåìåéñòâ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå Øâàð-

öà. Êàæäîå èç ýòèõ ñåìåéñòâ îáëàäàåò êëþ÷åâûìè ñâîéñòâàìè îáû÷íûõ êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé: ñïëåòàåò ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîé àëãåáðû, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû è

ìèíèìèçèðóåò ïðîèçâåäåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé â ñîîòíîøåíèè Ãåéçåíáåðãà. Íî, â îò-

ëè÷èå îò îáû÷íûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà

óíè÷òîæåíèÿ, ïîñòðîåííûå ôóíêöèîíàëû ïðèíàäëåæàò íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó ýðìè-

òîâûõ ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèîíàëîâ èç

ðàçíûõ ñåìåéñòâ îáëàäàåò ãëàâíûìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ïåðåêðûòèÿ îáû÷íûõ êî-

ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé: íåïðåðûâíî ïî ïàðàìåòðàì, óäîâëåòâîðÿåò âîñïðîèçâîäÿùåìó

òîæäåñòâó è èìååò ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîé-

ñòâà äàþò îñíîâàíèå íàçâàòü îáúåäèíåíèå ïîñòðîåííûõ äâóõ ñåìåéñòâ ôóíêöèîíàëîâ

ñåìåéñòâîì êîãåðåíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Øâàðöà.

Â ðàçäåëå 6.1 â îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (òðîéêå Ãåëüôàíäà)

S ⊂ L2(R) ⊂ S ′, ãäå S � ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà, à S ′ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

îáîáùåííûõ ôóíêöèé óìåðåííîãî ðîñòà, îïðåäåëåíû êîãåðåíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ àë-

ãåáðû Ãåéçåíáåðãà è îïèñàíû èõ ñâîéñòâà.

Ñåìåéñòâî êîãåðåíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Øâàðöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå

{X+
x+ , X

−
x− |x+, x− ∈ R} ñëåäóþùèõ äâóõ ñåìåéñòâ ôóíêöèîíàëîâ:

X± =
{
X±
x (q) = exp

{
± i

h
x q ∓ i

4h
x2
}
X±

0 (q) | x ∈ R
}
, (42)

ãäå

X±
0 (q) =

1√
2πh

exp
{
∓ i

2h
q2 ± iπ

8

}
.
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Òåîðåìà 5. (a) Ôóíêöèîíàëû X±
x (q) (42) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè

ôóíêöèÿìè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ýðìèòîâûõ ãåíåðàòîðîâ Â± = q̂ ∓ p̂ (ãäå

q̂ ≡ q, p̂ = −ih ∂/∂q) àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà [Â−, Â+] = −2ihÎ. Îíè óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèÿì

Â∓X
±
x (q) = xX±

x (q), Â±X
±
x (q) = ∓2ih

∂

∂x
X±
x (q).

(b) Êàæäîå ñåìåéñòâî X±
x ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â S. Ëþáîé âåêòîð ψ ∈ S ìîæåò

áûòü ðàçëîæåí ïî ôóíêöèîíàëàì {X±
x | x ∈ R}:

ψ =

∫
R
⟨ψ, X±

x ⟩X±
x dx.

(c) Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèîíàëîâ èç îäíîãî ñåìåéñòâà èìååò âèä

⟨X±
x′ , X

±
x′′⟩ = δ(x′ − x′′). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèîíàëîâ èç ðàçíûõ ñå-

ìåéñòâ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

K(x+, x−)
def
= ⟨X+

x+ , X
−
x−⟩ =

1

2
√
πh

exp
{ i

2h
x+ x−

}
(43)

è óäîâëåòâîðÿåò âîñïðîèçâîäÿùåìó ñâîéñòâó∫
R
dy+

∫
R
dy−K(x+, y−)K(y+, x−)M(y+, y−) = K(x+, x−)

ñ (êîìïëåêñíîé) ïëîòíîñòüþ ìåðû

M(x+, x−) =
1

2
√
πh

exp
{
− i

2h
x+ x−

}
. (44)

(d) Êîãåðåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå K[±] : L2(Rq) → L2(Rx±), çàäàííîå ôîðìóëîé

K[±][ψ(q)] = ⟨ψ(q), X±
x±(q)⟩,

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(K[±])−1[φ(x±)] =

∫
R
φ(x±)X±

x±(q) dx
±.

Ïðåîáðàçîâàíèå K[±] ñïëåòàåò íåïðèâîäèìîå ýðìèòîâî ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ãåé-

çåíáåðãà îïåðàòîðàìè Â− = q − ih∂/∂q, Â+ = q + ih∂/∂q â ïðîñòðàíñòâå L2(Rq) ñ

ýêâèâàëåíòíûì åìó íåïðèâîäèìûì ýðìèòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ýòîé àëãåáðû îïå-

ðàòîðàìè
[±]

A∓ = x±,
[±]

A± = ±2ih ∂/∂x± â ïðîñòðàíñòâå L2(Rx±):

K[±] ◦ Â− =
[±]

A− ◦ K[±], K[±] ◦ Â+ =
[±]

A+ ◦ K[±].

Â ðàçäåëå 6.1 òàêæå îáñóæäàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îáîáùåííîãî âîñïðîèç-

âîäÿùåãî ÿäðà K(x+, x−) (43) è ïëîòíîñòè M(x+, x−) (44) âîñïðîèçâîäÿùåé ìåðû.

42



Â ðàçäåëå 6.2 (ñòàòüÿ [13a]) ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîëíîâûõ ïàêåòîâ

{ψ±
x,n(q)

def
=

∫
R
δn(x− y)X±

y (q) dy |n ∈ N}, ãäå δn(x)
def
= ne−n

2x2/
√
π,

ïðèáëèæàåò êîãåðåíòíîå ðàñïðåäåëåíèå (42), à íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ïàêåòû

ψ̃±
x,n(q)

def
= ψ±

x,n(q)/∥ψ±
x,n(q)∥L2(Rq)

ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ïðîèçâåäåíèþ íåîïðåäåëåííîñòåé â

ñîîòíîøåíèè Ãåéçåíáåðãà

(∆ψÂ+) · (∆ψÂ−) ≥ h

äëÿ îïåðàòîðîâ Â− è Â+. Íî äëÿ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû q̂ è èìïóëüñà p̂ ïðîèçâå-

äåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ

ψ̃±
x,n ïðè n→ ∞ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â ðàçäåëå 6.3 (ñòàòüÿ [13a]) ñ ïîìîùüþ êîãåðåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíòå-

ãðàëüíûì ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîãåðåíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ðåøåíà ñïåêòðàëü-

íàÿ çàäà÷à î íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ãàìèëüòîíèàíà ïåðåâåðíóòîãî îñöèëëÿòîðà

Ĥ =
1

2

(
− h2

∂2

∂q2
− q2

)
, (45)

ò.å. ïîêàçàíî, ÷òî êîãåðåíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çà-

äà÷ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì.

Êðîìå òîãî, â ýòîì ðàçäåëå äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî êîãåðåíòíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé (42) óäîâëåòâîðÿåò íå òîëüêî äâóì ïåðâûì (îáùèì) àêñèîìàì Ãàçî�Êëàóäåðà

(àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ïåðåêðûòèÿ ïî ïàðàìåòðàì è ñâîéñòâó ïîëíîòû),

íî è äâóì äðóãèì (ñïåöèàëüíûì) àêñèîìàì êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé � àêñèîìå âðåìåí-

íîé ñòàáèëüíîñòè è òàê íàçûâàåìîìó òîæäåñòâó äåéñòâèÿ. Ýòè àêñèîìû âûïîëíåíû

äëÿ íîðìèðîâàííîãî ñåìåéñòâà êîãåðåíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé X̃±
x =

√
|x|X±

x ïî îòíî-

øåíèþ ê ãàìèëüòîíèàíó (45) ïåðåâåðíóòîãî îñöèëëÿòîðà. Ñîãëàñíî ýòèì àêñèîìàì,

ýâîëþöèÿ íîðìèðîâàííîãî êîãåðåíòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âî âðåìåíè âñåãäà îñòàåòñÿ

êîãåðåíòíûì ðàñïðåäåëåíèåì; ïðè ýòîì ýâîëþöèÿ ïàðàìåòðîâ êîãåðåíòíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé ýâîëþöèè êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé (ñ êîòîðûìè

àññîöèèðóþòñÿ ïàðàìåòðû êîãåðåíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïå-

ðåâåðíóòîãî îñöèëëÿòîðà.

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû êðàòêî ïåðå÷èñëåíû ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû.
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