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Введение

Важный класс структурно устойчивых динамических систем составляют системы

Морса-Смейла, существенной особенностью которых является наличие тесной взаимо-

связи между динамическими свойствами систем и топологией несущих многообразий.

Приведем исследования, которые так или иначе способствовали выделению этого клас-

са систем.

В 1937 году А.А. Андронов и Л.С. Понтрягин [1] ввели понятие грубой системы в

ограниченной части плоскости и установили критерий грубости такой системы. Ока-

залось, что эти системы имеют гиперболическое неблуждающее множество и не имеют

связок (траекторий, идущих из седла в седло), более того, они плотны в пространстве

всех потоков на плоскости. Этот результат был обобщен М. Пейшото [48], [49] на про-

извольные замкнутые поверхности с заменой понятия грубости понятием структурной

устойчивости (равносильность этих понятий для потоков на плоскости была им уста-

новлена в той же работе). В начале 60-х годов прошлого века С. Смейл [65], подобно

А.А. Андронову и Л.С. Понтрягину, ввел в рассмотрение класс динамических систем

с конечным неблуждающим гиперболическим множеством, инвариантные многообра-

зия которых пересекаются трансверсально, и доказал, что числа неблуждающих орбит

разных индексов удовлетворяют соотношениям, подобным неравенствам Морса, после

чего такие системы были названы системами Морса-Смейла так же, как и их дискрет-

ные аналоги. Позже С. Смейлом и Дж. Палисом [46], [47] была доказана структурная

устойчивость динамических систем (потоков и каскадов) Морса-Смейла.

Несмотря на тривиальность неблуждающего множества, топологическая класси-

фикация таких систем еще очень далека от своего завершения. Потоки Морса-Смейла

исчерпывающе классифицированы с точностью до топологической эквивалентности

на поверхностях (в работах Е.А. Леонтович, А.Г. Майера [40], [41] М. Пейшото [50],

А.А. Ошемкова и В.В. Шарко [45]). Перечислим известные результаты, связанные с то-

пологической классификацией различных классов потоков Морса-Смейла на многооб-

разиях размерности три и выше. Дж. Флейтас [19] получена топологическая классифи-

кация полярных потоков (потоков Морса-Смейла, неблуждающее множество которых

содержит в точности две узловые точки и произвольное число седловых периодических

точек) на трехмерных многообразиях. Я.Л. Уманским [66] получена топологическая

классификация потоков Морса-Смейла с конечным числом гетероклинических траек-

торий на трехмерных многообразиях. А.О. Пришляк [64] получил полную классифи-

кацию трехмерных градиентно-подобных потоков (потоков Морса-Смейла без перио-

дических траекторий). С.Ю. Пилюгиным [51] получена топологическая классифика-

ция потоков Морса-Смейла без гетероклинических пересечений на сфере размерности

больше или равной трех. Классификационные результаты для некоторых классов мно-

гомерных градиентно-подобных потоков получены в работах В.З. Гринеса, Е.Я. Гуре-

вич, Е.В. Жужомы, О.В. Починки [23], [24], [22], [21], [38]. В работах О.В. Починки и
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Д.Д. Шубина получена классификация трехмерных неособых потоков с малым числом

периодических орбит [67], [55], [56].

Диффеоморфизмы Морса-Смейла на поверхностях, в отличие от потоков на по-

верхностях, допускают траектории, идущие из седла в седло – гетероклинические тра-

ектории (открытые еще А. Пуанкаре). Такие движения приводят к сложному асимп-

тотическому поведению инвариантных многообразий седловых периодических орбит,

что значительно повышает сложность решения задачи о топологической классифика-

ции. Классификация диффеоморфизмов Морса-Смейла на поверхностях была получе-

на в 1998 году Х. Бонатти и Р. Ланжевеном [18] как часть классификации структурно

устойчивых диффеоморфизмов с нульмерными базисными множествами (диффеомор-

физмов Смейла). Ими доказано, что каждому диффеоморфизму Смейла соответствует

конечный комбинаторный объект, представляющий собой набор геометрических типов

марковских разбиений. Однако диффеоморфизмы Морса-Смейла не были выделены

для отдельного рассмотрения, в связи с чем для них применение этих инвариантов

оказалось неоправданно трудным. При отсутствии гетероклинических точек диффео-

морфизм Морса-Смейла называется градиентно-подобным, и для таких диффеомор-

физмов различные полные топологические инварианты были найдены в работах А.Н.

Безденежных, В.З. Гринеса, С.Х. Капкаевой, О.В. Починки [5], [6], [7], [25]. В ра-

ботах В.З. Гринеса, Т.М. Митряковой, А.И. Морозова, О.В. Починки [20], [43], [44]

получена полная топологическая классификация поверхностных диффеоморфизмов

Морса-Смейла с конечным числом гетероклинических орбит.

Трудности перехода от двумерных многообразий к многообразиям высшей размер-

ности связаны не только с наличием гетероклинических орбит, но и с возможностью

дикого вложения сепаратрис седловых периодических точек (т.е. замыкание сепара-

трисы не является подмногообразием многообразия). Первый пример такого диффео-

морфизма на трехмерной сфере построил Д. Пикстон [52] в 1977 году. В.З. Гринес и Х.

Бонатти [9] в 2000 году доказали, что класс топологической сопряженности диффео-

морфизма Пикстона описывается узлом в пространстве орбит действия диффеомор-

физма на некотором его блуждающем множестве. Работа Х. Бонатти, В.З. Гринеса,

О.В. Починки [17] 2019 года, в которой была получена полная топологическая клас-

сификация диффеоморфизмов Морса-Смейла на произвольных замкнутых связных

3-многообразиях, завершила большую серию работ Х. Бонатти, В.З. Гринеса, Е.Я.

Гуревич, Е.В. Жужомы, Ф. Лауденбаха, В.С. Медведева, Е. Пеку, О.В. Починки, при-

ближающих решение этой проблемы [22], [9], [10],[12],[14], [13], [15], [34], [53] [16], [32],

[35].

В том случае, когда размерность несущего многообразия диффеоморфизма равна

трём, гетероклиническое множество может быть непустым дизъюнктным объедине-

нием кривых. При изучении детерминированных процессов, описываемых системами

Морса-Смейла, особую роль играют некомпактные гетероклинические кривые, кото-

рые в случае потока являются траекториями, а в случае диффеоморфизма – кривыми,
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инвариантными для некоторой его степени. С конца двадцатого века и по настоящее

время в серии работ Е. Приста и Т. Форбса [62], [63] уделено большое внимание про-

блеме описания топологии магнитного поля в короне солнца, важную роль в котором

играют так называемые сепараторы. Математической моделью сепараторов являют-

ся как раз гетероклинические траектории и кривые, а вопрос об их существовании

является одной из принципиальных проблем магнитной гидродинамики. Х. Бонатти,

В.З. Гринес, В.С. Медведев и Э. Пеку [12] в 2002 году получили результат, следствием

которого является критерий существования гетероклинических траекторий и кривых.

В.З. Гринесу совместно с Е.В. Жужомой, Т.В. Медведевым и О.В. Починкой [31] уда-

лось его применить для выявления сепараторов в магнитном поле короны солнца.

Из результатов, полученных в [12], следует, что 3-многообразие допускает диффео-

морфизм Морса-Смейла без гетероклинических кривых тогда и только тогда, когда

оно гомеоморфно S3 или связной сумме конечного числа копий S2 × S1, явно выра-

жающегося через число седловых и узловых периодических орбит диффеоморфизма.

В.З. Гринесом, Е.В. Жужомой и В.С. Медведевым [33] доказано, что в случае локаль-

но плоского (не дикого) вложения одномерных сепаратрис седловых точек несущее

многообразие градиентно-подобного 3-диффеоморфизма допускает разложение Хего-

ра, род которого однозначно выражается через число седловых и узловых периодиче-

ских орбит диффеоморфизма. Существует ли подобная связь в случае дикого вложе-

ния сепаратрис – вопрос, открытый на сегодняшний день.

Цели и задачи исследования

В настоящей работе рассмотрен класс 𝐺 градиентно-подобных диффеоморфиз-

мов, заданных на ориентируемых замкнутых связных 3-многообразиях и имеющих

неблуждающие точки попарно различных индексов. Из определения класса следует,

что неблуждающее множество диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 состоит в точности из четырех

точек 𝜔𝑓 , 𝜎
1
𝑓 , 𝜎

2
𝑓 , 𝛼𝑓 с индексами Морса 0, 1, 2, 3, соответственно. Первые примеры таких

диффеоморфизмов с дикими сепаратрисами были построены в работе Е.В. Круглова

и Е.А. Талановой [39]. Любой диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺 имеет в точности две седловые

точки 𝜎1
𝑓 , 𝜎

2
𝑓 индексов Морса 1 и 2, соответственно, пересечение двумерных многооб-

разий которых образует гетероклиническое множество (см. Рис. 1)

𝐻𝑓 = 𝑊 𝑠
𝜎1
𝑓
∩𝑊 𝑢

𝜎2
𝑓
.

Из результатов В.З. Гринеса, Е.В. Жужомы и В.С. Медведева, полученных в ра-

боте [33], следует, что в случае локально плоского вложения одномерных сепаратрис

несущее многообразие диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 гомеоморфно линзовому простран-

ству 𝐿𝑝,𝑞. При этом множество 𝐻𝑓 содержит не менее 𝑝 некомпактных гетероклини-
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Рис. 1: Фазовый портрет диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 с множеством 𝐻𝑓 , состоящим из компакт-

ных и некомпактных гетероклинических кривых

ческих кривых. Верно и обратное утверждение о существовании на любом линзовом

пространстве диффеоморфизма из класса 𝐺 с локально плоско вложенными одно-

мерными сепаратрисами. Основной целью настоящей работы является доказательство

существования в рассматриваемом классе диффеоморфизмов с дикими сепаратрисами

и описание топологии несущего многообразия для таких диффеоморфизмов. Задачами

исследования также являются нахождение топологических инвариантов и построение

квази-энергетических функций некоторых подклассов диффеоморфизмов множества

𝐺.

Научная новизна результатов

Все результаты являются новыми. Именно:

1. Для диффеоморфизмов Морса-Смейла с четырьмя неблуждающими точками

попарно различных индексов Морса на ориентируемых замкнутых связных 3-

многообразиях описан сценарий перехода от произвольного диффеоморфизма к

диффеоморфизму с наименьшим числом гетероклинических кривых.

2. Доказано, что объемлющим многообразием для рассматриваемых диффеомор-

физмов являются линзовые пространства.

3. Получена топологическая классификация диффеоморфизмов из рассматривае-

мого класса с единственной гетероклинической кривой; доказано, что полным

инвариантом является класс (относительно объемлющего гомеоморфизма) узла

Хопфа на многообразии S2 × S1.

4. Построены квази-энергетические функции для диффеоморфизмов, порожден-

ных элементарным хопфовским узлом.
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5. Получена точная оценка числа критических точек квази-энергетической функ-

ции для диффеоморфизмов из рассматриваемого класса.

Теоретическая и практическая значимость проведенных иссле-

дований

Проведенные исследования относятся к классическим фундаментальным направ-

лениям. Полученные результаты вносят вклад в развитие фундаментальной матема-

тики, при этом направление динамических систем на 3-многообразиях и в частности

диффеоморфизмы Морса-Смейла имеют приложения в математических моделях боль-

шинства естественных и социальных наук. Одним из примеров может быть модели-

рование процесса мышления на базе теории динамических систем, которое восходит к

модели Дж. Хопфилда и М. Коэна, С. Гроссберга [8], [36]. При достаточно естествен-

ных ограничениях на правые части автономной системы дифференциальных урав-

нений Коэна–Гроссберга в фазовом пространстве системы существует ограниченная

область, в которую входят все траектории системы, что делает возможным примене-

ние результатов данной работы (в частности по классификации диффеоморфизмов

Морса-Смейла из рассматриваемого класса на 3-многообразиях) к исследованию мо-

делей нейронных сетей. Другой пример — подход к моделированию искусственных

нейронных сетей (ИНС), описанный в работах В. Афраймовича, М. Рабиновича, П.

Вароны и др. [4], [3], основой которого является принцип взаимодействия участков се-

ти в условиях конкуренции и приводящий к последовательной смене метастабильных

(неустойчивых) состояний модельной динамической системы. Динамическим образом

метастабильного состояния в фазовом пространстве модели является седловое состоя-

ние равновесия, а переход из одного метастабильного состояния в другое описывается

гетероклинической траекторией, соединяющей два седловых состояния равновесия. На

сегодняшний день гетероклинический канал — это единственная известная динамиче-

ская конструкция, с помощью которой разрешается фундаментальное противоречие

между чувствительностью (к информационным сигналам за счёт информационного

выбора метастабильных состояний — информационной реорганизации гетероклиниче-

ского канала) и надёжностью (устойчивостью канала). И в этом случае также воз-

можно применение результатов, полученных в данной работе для диффеоморфизмов

Морса-Смейла с единственной гетероклинической кривой.

Методология и методы исследования

При исследовании использован оригинальный метод, который заключается во вве-

дении понятия гетероклинического индекса 𝑝 диффеоморфизма 𝑓 . Было установлено,

что именно от него зависит топологическая структура несущего многообразия диф-

феоморфизмов из рассматриваемого класса.
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Для качественного исследования рассматриваемых в работе систем используют-

ся классические методы теории динамических систем и топологии: отыскание под-

ходящего характеристического пространства, изучение его топологических свойств и

вложения в него следов инвариантных многообразий седловых состояний равновесия.

Также используется теория гомологий и теория узлов. Для построения энергетических

функций привлекается теория Морса и перестройки Морса.

Положения, выносимые на защиту

1. Доказано, что для любого диффеоморфизма Морса-Смейла с четырьмя неблуж-

дающими точками попарно различных индексов Морса на ориентируемом за-

мкнутом связном 3-многообразии с индексом гетероклинического пересече-

ния,равным 𝑝 существует изотопный ему диффеоморфизм, индекс которого ра-

вен 𝑝, и гетероклиническое множество ориентируемо (Теорема 1).

2. Доказано, что если у диффеоморфизма из рассматриваемого класса ровно од-

на гетероклиническая кривая, то он изотопен диффеоморфизму источник-сток

(Теорема 2).

3. Доказано, что класс топологической сопряженности диффеоморфизма с един-

ственной гетероклинической кривой полностью определяется классом узла

Хопфа, являющегося проекцией одномерной сепаратрисы в пространство орбит

бассейна стока. Более того, любой узел Хопфа реализуется таким диффеомор-

физмом (Теоремы 3, 4).

4. Построены квази-энергетические функции для диффеоморфизмов, порожден-

ных элементарным хопфовским узлом, и получена точная оценка числа крити-

ческих точек квази-энергетической функции для диффеоморфизмов из рассмат-

риваемого класса (Теорема 5).

5. Доказано, что независимо от вложения сепаратрис несущее многообразие лю-

бого диффеоморфизма с индексом гетероклинического пересечения, равным 𝑝,

гомеоморфно линзовому пространству 𝐿𝑝,𝑞 (Теорема 6).

6. Доказано, что каждое линзовое пространство 𝐿𝑝,𝑞 допускает диффеоморфизм с

индексом, равным 𝑝, с дико вложенными одномерными сепаратрисами (Теорема

7).

Структура и объем работы

Диссертационная работа состоит из введения, шести глав, заключения и списка ли-

тературы. Общий объем работы составляет 84 страницы, включая 47 рисунков. Список

литературы содержит 86 наименований.
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1 Содержание работы

В первой главе приведен перечень статей и докладов с основными результатами

работы, представленными на конференциях. Во второй главе содержатся необходи-

мые для исследования сведения и факты. Третья глава включает описание динамики

диффеоморфизмов рассматриваемого класса.

В четвертой главе для любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 введно понятие гетеро-

клинического индекса 𝐼𝑓 следующим образом. Если множество 𝐻𝑓 не содержит неком-

пактных кривых, то положим 𝐼𝑓 = 0. В противном случае обозначим через 𝐻̃𝑓 подмно-

жество, состоящее из некомпактных кривых. Так как любая кривая 𝛾 ⊂ 𝐻̃𝑓 содержит

вместе с любой точкой 𝑥 ∈ 𝛾 точку 𝑓(𝑥), будем считать кривую 𝛾 ориентированной

в направлении от 𝑥 к 𝑓(𝑥). Также зафиксируем ориентацию на многообразиях 𝑊 𝑠
𝜎1
и

𝑊 𝑢
𝜎2
. Для некомпактной гетероклинической кривой 𝛾 обозначим через

𝑣𝛾 = (𝑣⃗1𝛾, 𝑣⃗
2
𝛾, 𝑣⃗

3
𝛾)

тройку векторов с началом в точке 𝑥 ∈ 𝛾 таких, что 𝑣⃗1𝛾 – вектор нормали к 𝑊 𝑠
𝜎1
,

𝑣⃗2𝛾 – вектор нормали к 𝑊 𝑢
𝜎2
и 𝑣⃗3𝛾 – касательный вектор к ориентированной кривой 𝛾.

Назовем 𝑣𝛾 репером некомпактной гетероклинической кривой 𝛾 (см. Рис. 2).

f ( )

Рис. 2: Репер некомпактной гетероклинической кривой

Очевидно, что ориентация (положительная или отрицательная) репера 𝑣𝛾 не за-

висит от выбора точки 𝑥 на 𝛾. Положим 𝐼𝛾 = +1 (𝐼𝛾 = −1) в случае положительной

(отрицательной) ориентации. Число

𝐼𝑓 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝛾⊂ ̃︀𝐻𝑓

𝐼𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

назовем гетероклиническим индексом диффеоморфизма 𝑓 . Для целого числа 𝑝 ⩾ 0

обозначим через 𝐺𝑝 ⊂ 𝐺 подмножество диффеоморфизмов 𝑓 ∈ 𝐺 таких, что 𝐼𝑓 = 𝑝.

Аналогичным образом определяется репер компактной гетероклинической кривой

𝛾, ограничивающей диск 𝑑𝛾 ⊂ 𝑊 𝑠
𝜎1
𝑓
, содержащий седло 𝜎1

𝑓 . При этом кривая 𝛾 ориен-

тирована так, что при движении вдоль нее диск 𝑑𝛾 остается слева.

Для диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺𝑝, 𝑝 > 0, множество 𝐻𝑓 назовем ориентируемым, ес-

ли оно состоит только из некомпактных кривых, и реперы всех кривых в 𝐻𝑓 имеют
8



одинаковую ориентацию(см. Рис. 3).

Рис. 3: Диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺1 с неориентируемым множеством 𝐻𝑓 , состоящим из трех

некомпактных кривых

Для диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺0 множество 𝐻𝑓 назовем ориентируемым, если оно

либо пусто, либо состоит только из компактных кривых, ограничивающих диски на

𝑊 𝑠
𝜎1
𝑓
, содержащие седло 𝜎1

𝑓 , и реперы всех кривых в 𝐻𝑓 имеют одинаковую ориентацию

(см. Рис. 4).

Рис. 4: Диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺+
0 с ориентируемым множеством 𝐻𝑓 , состоящим из бесконеч-

ного множества компактных кривых

Обозначим через 𝐺+
𝑝 ⊂ 𝐺𝑝, 𝑝 ⩾ 0, подмножество диффеоморфизмов 𝑓 ∈ 𝐺𝑝 с

ориентируемым множеством 𝐻𝑓 .

Следующий доказанный в этой главе факт является ключом к описанию топологии

многообразий, допускающих диффеоморфизмы класса 𝐺.

Теорема 1. ([57]*, Теорема 1) Для любого диффеоморфизма 𝑓 : 𝑀3 → 𝑀3 из

класса 𝐺𝑝, 𝑝 ⩾ 0, существует изотопный ему диффеоморфизм 𝑓+ ∈ 𝐺+
𝑝 .
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Этот и следующий результаты позволяют установить, что несущее многообразие

любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺1 гомеоморфно сфере S3.

Теорема 2. ([60]*, Theorem 2) Любой диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺1 изотопен диффео-

морфизму источник-сток.

Полный топологический инвариант, полученный в [17] для 3-диффеоморфизмов

Морса-Смейла, состоит из замкнутого связного ориентируемого простого 3-

многообразия и двух вложенных в него трансверсально пересекающихся ламинаций,

состоящих из торов и бутылок Клейна. В работе [16] выделены все допустимые ин-

варианты, и по каждому из них реализован диффеоморфизм Морса-Смейла. Однако,

отсутствие классификации простых 3-многообразий и вложенных в них ламинаций не

всегда позволяет реализовывать диффеоморфизмы с заданными свойствами. В неко-

торых частных случаях инварианты могут быть найдены более естественным образом.

Так для диффеоморфизмов, имеющих в точности одну седловую точку (диффеомор-

физмов Пикстона), в работе [9] установлено, что их топологическая сопряженность

полностью определяется эквивалентностью узлов Хопфа (узлов в 𝑆2 × S1, принадле-

жащих гомотопическому классу стандартного узла 𝐿0 = {𝑠} × S1), являющихся про-

екциями одномерных неустойчивых седловых сепаратрис в соответствующее каждому

диффеоморфизму пространство орбит бассейна стока. Среди хопфовских узлов разли-

чают эквивалентные стандартному узлу и неэквивалентные. Из результатов П.М. Ах-

метьева и О.В. Починки [2] следует, что существует счетное число попарно не эквива-

лентных стандартному хопфовских узлов. В силу [52], [9], любой узел Хопфа может

быть реализован диффеоморфизмом Пикстона на 3-сфере. В пятой главе настоящей

работы аналогичный результат получен для диффеоморфизмов класса 𝐺+
1 .

Пусть 𝑓 ∈ 𝐺+
1 . Обозначим через ℓ1𝑓 , ℓ

2
𝑓 неустойчивые сепаратрисы точки 𝜎1

𝑓 и поло-

жим 𝐿𝑖
𝑓 = 𝑝𝜔𝑓

(ℓ𝑖𝑓 ), 𝑖 = 1, 2 (см. Рис. 5).

Y Y Y

Рис. 5: Возможные варианты проекции 𝑌𝑓 двумерного неустойчивого седлового многообра-

зия

Лемма 5.1 ([61]*, Лемма 1.1) Для любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺+
1 множества

𝐿1
𝑓 , 𝐿

2
𝑓 являются изотопными узлами Хопфа.

Обозначим через ℒ𝑓 = [𝐿1
𝑓 ] = [𝐿2

𝑓 ] класс эквивалентности узлов 𝐿1
𝑓 , 𝐿

2
𝑓 .
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Теорема 3. ([61]*, Теорема 1.1) Диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝐺+
1 топологически

сопряжены тогда и только тогда, когда ℒ𝑓 = ℒ𝑓 ′.

Теорема 4. ([61]*, Теорема 1.2) Для любого класса эквивалентности ℒ хопфов-

ских узлов в S2 × S1 существует диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺+
1 такой, что ℒ𝑓 = ℒ.

Этапы реализации диффеоморфизма 𝑓𝐿 ∈ 𝐺 по узлу Мазура 𝐿 изображены на

рисунках 6, 7, 8.

L

L
_

U(L)
_

Рис. 6: Поднятие узла Хопфа 𝐿

Рис. 7: Траектории потока 𝜑𝑡

Из результатов В.З. Гринеса, Ф. Лауденбаха, О.В. Починки [26], [27], [29], [30] из-

вестно, что для любого диффеоморфизма 𝑓 : 𝑀3 → 𝑀3 из класса 𝐺 существует функ-
11



f

f

f

f

1

2

Рис. 8: Диффеоморфизм 𝑓 = 𝑓𝐿

ция Морса-Ляпунова – функция Ляпунова 𝜙 : 𝑀3 → R, являющаяся непрерывной

функцией Морса. Если при этом функция 𝜙 не имеет критических точек вне неблуж-

дающего множества диффеоморфизма 𝑓 , то, следуя [52], мы называем ее энергетиче-

ской функцией для диффеоморфизма 𝑓 . Согласно работе [30], дикое вложение седло-

вых сепаратрис является препятствием к существованию энергетической функции у

диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺. В связи с этим в работе [28] было введено понятие квази-

энергетической функции для диффеоморфизма 𝑓 (функции Морса-Ляпунова с мини-

мальным числом критических точек). Заметим, что число критических точек квази-

энергетической функции является топологическим инвариантом диффеоморфизма 𝑓 .

Обозначим его 𝜌
𝑓
.

Как было упомянуто выше, по любому хопфовскому узлу 𝐿 можно построить диф-

феоморфизм 𝑓𝐿 ∈ 𝐺+
1 , для которого класс эквивалентности узла 𝐿 является пол-

ным топологическим инвариантом. Среди хопфовских узлов различают эквивалент-

ные стандартному узлу и неэквивалентные. Согласно работе [30] диффеоморфизм 𝑓𝐿

обладает энергетической функцией Морса тогда и только тогда, когда узел 𝐿 эквива-

лентен стандартному узлу.

Любой хопфовский узел гладко гомотопен стандартному хопфовскому узлу 𝐿0 (см.

например [37]), но не является изотопным или эквивалентным ему в общем случае.

Б. Мазур [42] построил хопфовский узел 𝐿𝑀 , неэквивалентный и неизотопный узлу 𝐿0

(см. Рис. 9). В работе [2] построено счетное семейство хопфовских узлов 𝐿𝑛 (см. Рис.

10), для которых там же доказано, что они попарно неэквивалентны. В пятой главе

настоящей работы получена формула для вычисления количества критических точек

квази-энергетической функции для диффеоморфизмов из рассматриваемого класса.

Теорема 5. ([58]*, Теорема 1) Для диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺+
1 , построенно-

го по обобщенному узлу Мазура 𝐿𝑛, 𝑛 ∈ N, число 𝜌
𝑓
критических точек квази-
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Рис. 9: Неизотопные и не эквивалентные хопфовские узлы 𝐿0 и 𝐿𝑀 : a) стандартный хопфов-

ский узел 𝐿0; b) узел Мазура 𝐿𝑀

1

2 3
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2n-1

2n

2n+1

1
2 3
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5
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Рис. 10: Обобщенный узел Мазура 𝐿𝑛

энергетической функции диффеоморфизма 𝑓 вычисляется по формуле

𝜌
𝑓
= 4 + 2𝑛.

В шестой главе доказан следующий факт, являющийся одним из основных ре-

зультатов работы.

Теорема 6. ([59]*, Theorem 1) Несущее многообразие любого диффеоморфизма

𝑓 ∈ 𝐺𝑝, 𝑝 ⩾ 0, гомеоморфно линзовому пространству 𝐿𝑝,𝑞.

Также в этой главе дано конструктивное доказательство следующего утверждения.

Теорема 7. ([59]*, Theorem 2]) На любом линзовом пространстве 𝐿𝑝,𝑞 существует

диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺 c дико вложенными одномерными седловыми сепаратрисами.

Заметим, что все ранее известные примеры диффеоморфизмов рассматриваемого

класса с дико вложенными одномерными сепаратрисами строились только на 𝑆3.
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Заключение

В настоящей работе рассмотрен класс 𝐺 диффеоморфизмов Морса-Смейла 𝑓 , за-

данных на ориентируемых замкнутых связных многообразиях𝑀3 и имеющих неблуж-

дающие точки попарно различных индексов: 𝜔𝑓 , 𝜎
1
𝑓 , 𝜎

2
𝑓 , 𝛼𝑓 с индексами Морса 0, 1, 2, 3

соответственно. Для любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺 введено понятие гетероклини-

ческого индекса 𝐼𝑓 , а также ориентируемости гетероклинического пересечения. Для

целого числа 𝑝 ⩾ 0 через 𝐺𝑝 ⊂ 𝐺 обозначено подмножество диффеоморфизмов 𝑓 ∈ 𝐺

таких, что 𝐼𝑓 = 𝑝, и через 𝐺+
𝑝 ⊂ 𝐺𝑝, 𝑝 ⩾ 0 – подмножество диффеоморфизмов 𝑓 ∈ 𝐺𝑝

с ориентируемым гетероклиническим пересечением.

Основными результами диссертации, выносимыми на защиту являются следующие

доказанные в работе факты:

1. Для любого диффеоморфизма 𝑓 : 𝑀3 → 𝑀3 из класса 𝐺𝑝, 𝑝 ⩾ 0 существует

изотопный ему диффеоморфизм 𝑓+ ∈ 𝐺+
𝑝 (Теорема 1).

2. Любой диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺1 изотопен диффеоморфизму источник-сток (Тео-

рема 2).

3. Класс топологической сопряженности диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺+
1 полностью опре-

деляется классом узла Хопфа, являющегося проекцией одномерной сепаратрисы

в пространство орбит бассейна стока. Более того, любой узел Хопфа 𝐿 может

быть реализован диффеоморфизмом 𝑓𝐿 ∈ 𝐺+
1 , для которого класс эквивалентно-

сти узла 𝐿 является полным топологическим инвариантом (Теоремы 3, 4).

4. Для диффеоморфизма 𝑓𝐿𝑛 , 𝑛 ∈ N, реализованного по обобщенному узлу Мазура

𝐿𝑛, число критических точек его квази-энергетической функции вычисляется по

формуле 𝜌
𝑓
= 4 + 2𝑛 (Теорема 5).

5. Несущее многообразие любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝐺𝑝, 𝑝 ⩾ 0, гомеоморфно

линзовому пространству 𝐿𝑝,𝑞 (Теорема 6).

6. Каждое линзовое пространство 𝐿𝑝,𝑞 допускает диффеоморфизм 𝑓 из класса 𝐺𝑝 с

дико вложенными одномерными сепаратрисами (Теорема 7).
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