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Многоуровневые эксперименты
Теория вероятностей часто рассматривает дискретные вероятностные модели для случайного эксперимента с многомерными элементарными исходами.  Выделим два типа таких моделей.
Модели первого типа. Последовательность n независимых испытаний. 

Это закрепившееся словосочетание обозначает случайный эксперимент, в котором каждое испытание ( реализация  последовательности n независимых составляющих частных испытаний с вероятностными моделями (Ωk, Ak, Pk), k = 1, 2, …, n. 
Содержательные примеры таких экспериментов: извлечение с возвращением шаров из урны;  подбрасывание кубика. 

Пример В(N;p). Биномиальная модель В(N;p). Последовательность N независимых одинаковых испытаний Бернулли В(p).

(Ω, A, P) ( вероятностная модель эксперимента.

Для последовательности n независимых испытаний пространство элементарных исходов Ω ={ ω } = {(ω1,ω2,...,ωn)}, где ωk ( частный элементарный исход. 
Совокупность всех элементарных исходов Ω можно представить в виде таблицы, у которой  n столбцов и количество строк равно количеству частных элементарных исходов. 

Пример В(N;p). Элементарный исход такого эксперимента состоит из N частных элементарных исходов. Каждое  частное испытание приводит к одному из двух исходов. Поэтому Ω можно представить в виде таблицы, содержащей  N столбцов и две строки.

Если каждый элементарный исход ω рассматривается как элементарное событие, то класс всех событий A состоит из всех подмножеств Ω,  включая всё множество Ω (достоверное событие) и пустое множество Ø (невозможное событие). Элементарные события образуют полную группу событий.
Будем предполагать также,  что частные элементарные исходы  ωk  являются событиями частных составляющих экспериментов (Ωk, Ak, Pk).

Совокупность элементарных исходов (последовательностей шагов) рассматриваемых моделей можно представлять как ветви дерева испытаний.  

Пример В(3;½). Для биномиальной модели В(3;½), соответствующей подбрасыванию три раза  монеты,  дерево испытаний имеет вид:
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Количество элементарных исходов /различных ветвей /траекторий такого случайного эксперимента равно 8  = 23 . Если рассматривать все элементарных исходы, как равновероятные элементарные случайные события, то вероятность каждого элементарного исхода p =  ⅛ .
Пример Аk. Событие  Аk, "в k-ом частном испытании  эксперимента произошел частный элементарный исход ωk; остальные частные элементарные исходы произвольные". Событие Аk можно представить в виде  Аk = {(*, *,…, ωk ,…,*)}.
Тогда элементарное событие ω = (ω1,ω2,...,ωn), можно представить как пресечение (() событий Аk  для всех k:

ω = (ω1,ω2,...,ωn) = А1 ( А2 (…(Аk (…Аn.
Вероятностная мера P событий эксперимента. Для каждого события А должна быть задана его вероятностная мера P(А).

Отметим, что по условию испытание проводится как последовательные независимые частные испытания. Поэтому принимаем, что события  Аk  независимы попарно, P(Аi (Аj ) = P(Аi) P(Аj ) , и в совокупности

P(А1 ( А2 (…(Аk (…Аn ) = P(А1) P (А2 )… P(Аk)… P(Аn) .
Если каждый элементарный исход ω рассматривается как элементарное событие, то достаточно задать вероятностную меру только для элементарных событий. По свойству аддитивности вероятностной меры мера любого события А будет равна сумме вероятностных мер элементарных событий образующих А. Тогда естественно положить  Pk(ωk) = P(Аk). Следовательно, 
P(ω) = P(ω1,ω2,...,ωn)= P(А1 ( А2 (…(Аk (…Аn) = 

= P(А1) P (А2 )… P(Аk)… P(Аn)  = P1(ω1) P2(ω2)…Pk(ωk)…Pk(ωn).
Модели второго типа.  Марковская последовательность испытаний, при которых результат на каждом шаге зависит от исхода на предыдущем шаге или исходов на предыдущих шагах.   
Примеры. Извлечение без возвращения шаров из урны  до исчерпания, либо до реализации некоторого фиксированного события. 

Элементы комбинаторики

Для расчета вероятностей событий моделей с многомерными элементарными исходами приходится рассматривать различные комбинации пошаговых исходов испытаний и подсчитывать количество возможных различных реализаций таких комбинаций в эксперименте. Такие задачи рассматривает дискретная математика. 
Типовая модель для комбинаторных задач.  Выборки элементов без повторений из конечной совокупности. 

Содержательная модель такого случайного эксперимента.  Извлечение шаров из урны без возвращения и размещение их по ячейкам.
Иллюстративный пример. Формирование  команды из конечного числа претендентов. 
Модельная ситуация.  Команда волейбольного клуба из 10 человек.

Модельная задача 1. Распределение номеров от 1 до 10 между игроками. 

Определение 1. Перестановками n элементов на n позициях называют такие упорядоченные комбинации всех n элементов, которые отличаются одна от другой только порядком их расположения.

Свойство перестановок.  Рn  - количество различных перестановок из  n элементов определяется по формуле:  
Рn = n! = n·(n-1)·…· 3·2·1,  (0! = 1).
Решение модельной задачи 1. Распределение номеров от 1 до 10 между игроками можно реализовать, осуществив различные перестановки игроков.  Количество таких различных перестановок:  Р10 = 10! = 10·9·…· 3·2·1 = 3 628 800. 
Модельная задача 2. Для игры формируется состав команды из 6 человек с определенными задачами для каждого игрока, в зависимости от места на площадке при розыгрыше мячей. Таких мест условно тоже  6. 

Определение 2. Размещениями n элементов по m ячейкам называют такие комбинации, которые имеют m элементов, выбранных из числа данных n элементов, и отличаются одна от другой либо составом элементов, либо порядком их расположения. 
Замечание. Каждое размещение, незавершенная перестановка. 
Свойство размещений.  Аmn ,   количество различных размещений n элементов по m ячейкам, отличается от Рn , количества различных перестановок n элементов, недостающими комбинациями (перестановками) на незаполненных (n–m) позициях и n, которые можно было бы заполнить (n–m)! способами. Т.е. справедливо соотношение Рn = n! = Аmn · (n–m)! Следовательно, количество различных размещений n элементов по m ячейкам определяется по формуле:  

Аmn= n! ⁄ (n–m)! = n·(n-1)·…· (n–m+1),   
(Аnn = n!;  А0n = 1).
Решение модельной задачи 2. Для игры можно осуществить размещения 10 человек по 6 позициям  А610  способами.   
Т.е. можно сформировать 151 200 различных составов команды с учетом позиции на площадке,  А610 = 10! ⁄ 4! = (3 628 800 ⁄  24) = 151 200.
Модельная задача 3. Для игры формируется состав команды из 6 человек без учета распределения мест на площадке во время игры.
Определение 3. Сочетаниями из n элементов по m называют такие комбинации, которые имеют m элементов, выбранных из числа данных n элементов, и отличаются одна от другой только составом элементов. 
Замечание. Каждое сочетание, незавершенное размещение. 
Свойство сочетаний.  При формировании размещения n элементов по m ячейкам, в каждом выбранном сочетании, отобранные  m элементов можно ещё переставлять в различном порядке в m ячейках.  Поэтому, если Сmn , количество различных сочетаний из n элементов по m, то справедливо соотношение      А mn = С mn · m! . 
Следовательно, количество различных сочетаний из n элементов по m определяется по формуле:  
 


С mn = А mn ⁄ m! , или  С mn = n! ⁄ [m!·(n–m)!] .

Решение модельной задачи 3. Для игры можно сформировать сочетаниями из 10 человек по 6 человек различные составы команды.  Таких различных составов команды  можно сформировать С610 = 10! ⁄ (4!·6!) = 3 628 800 ⁄ (24·720 ) = 2 100 способами.

Вывод. Все перестановки n элементов можно получить поэтапно. Первоначально формируются различные сочетания из n элементов по m (для некоторого m < n ) .  Затем в каждом сочетании делаются все перестановки отобранных  m элементов. Затем к каждой комбинации элементов добавляются все перестановки оставшихся (n–m) элементов.

Основные формулы

Число различных перестановок из  n  элементов:  


Рn =   n! =  n·(n-1)·…· 3·2·1 =   n·(n-1)!; 
0! = 1.

Примеры: 
0! = 1; 

1! = 1;
2! = 2·1 = 2; 
3! = 3·2·1 = 6; 




4! = 4·3·2·1 = 24;  
5! = 5·4! = 120;

6! = 6·5! = 720;

Число различных размещений из  n  элементов по  m: 
Аmn = n! ⁄ (n–m)! = n·(n-1)·…· (n–m+1);    (Аnn = n!;   А0n = 1).

Примеры:
А22 = 2! ⁄ 0! = 2; 
А12 = 2! ⁄ (1)! = 2;
А02 = 2! ⁄ (2)! = 1;


А33 = 3! = 6; 
А23 = 3! = 6;
А13 = 3! ⁄ (2)! = 3;
А03 = 1;


А44 = 24; 
А34 = 24;

А24 = 12;
А14 = 4; 
А04 = 1.
Число различных сочетаний из  n  элементов по  m:

С mn = А mn ⁄ m! = n! ⁄ [m!·(n–m)!];    
(С nn = 1;   С 0n = 1).
Примеры:

С 11 = 1! ⁄ 1! = 1; 
С 01 = 1 ⁄ (0)! = 1;



С 22 = 2 ⁄ 2! = 1; 
С 12 = 2 ⁄ (1)! = 2;
С 02 = 1 ⁄ (0)! = 1;


С 33 = 1; 
С 23 = 6 ⁄ (2)! = 3;
С 13 = 3;
С 03 = 1;


С 44 = 1; 
С 34 = 4;

С 24 = 6;
С 14 = 4; 
С 04 = 1;

С 55 = 1; 
С 45 = 5;
С 35 = 10;
С 25 = 10;
С 15 = 5;   С 05 = 1.

Замечание. Значения  С mn  можно представить в форме треугольника Паскаля. 
Формула бинома Ньютона:
(a + b)n = С 0n an·b0 +С 1n an-1·b1+…+С mn an-m·bm+…+С nn a0·bn.

Примеры:
(a + b)2= a2·b0 + 2 a1·b1 + a0·b2 =  a2 + 2 a·b + b2; 

(a + b)3= a3 + 3 a2·b + 3 a·b2 + b3;

(a + b)4= a4 + 4 a3·b + 6 a2·b2 + 4 a·b3 + b4;

(a + b)5= a5 + 5 a4·b + 10 a3·b2 + 10 a2·b3 + 5 a·b4 + b5.
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