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игровая задача дележа распределенного на отрезке ресурса
Игровая задача дележа ресурса распределенного на отрезке впервые была поставлена А. Даунсом в 1957 году. Сложность рассматриваемой модели заключается в том, что для нее в большинстве случаев не существует равновесия Нэша, но на практике имеется интуитивно ощущаемое устойчивое рациональное поведение участников, основанное на рефлексивном учете взаимных угроз. Для описания такого поведения предлагается определение равновесия в безопасных стратегиях (РБС), эквивалентное равновесию Нэша для случаев, где оно есть, и существующее для тех ситуаций в поставленной задаче, где оно отсутствует, что позволяет исследовать модель. Приводится решение задачи для случая непрерывной положительной функции распределения ресурса с несколькими локальными максимумами.

В докладе исследуется игровое взаимодействие многих участников, делящих между собой ресурс, расположенный на некотором множестве. Стратегией игрока является выбор точки на этом множестве, а его выигрышем – количество ресурса, расположенное в ближайшей окрестности выбранной точки. Такого рода задачи возникают в различных прикладных областях: при исследовании раздела электората между партиями во время предвыборных кампаний, рынка между фирмами, ресурса вкладчиков между банками и т.д. Часто такие задачи решаются через конструирование механизмов и правил справедливого дележа и достижения компромисса. В предлагаемом докладе рассматривается подход к решению проблемы через исследование игры конечного числа участников, действующих рационально, независимо, без образования коалиций, соглашений и предварительных договоров об общих правилах. 
Рассматривается следующая игра. На отрезке [a, b] задана непрерывная дифференцируемая положительная функция f (x) с конечным числом локальных строгих максимумов. В качестве своего действия игрок k ( N = {1, …, n} выбирает точку на этом отрезке xk ( [a, b]. Выигрыши игроков задаются следующим образом. Обозначим все несовпадающие стратегии, перенумерованные по возрастанию как yj, j ( L = {1, ..., l}, l ( n. При этом каждой стратегии j могут соответствовать несколько игроков, если они выбрали одинаковое действие. Выигрыш стратегии  определяется как: 
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Выигрыш игрока k со стратегией xk = yj, составляет Ck = Ij / lj, где lj – количество игроков, выбравших стратегию yj, одновременно с игроком k. Таким образом, смысл игры заключается в том, что имеется некоторый ресурс, распределенный на отрезке в соответствии с f (x), каждый игрок выбирает точку на этом отрезке, и его целевой функцией будет то количество ресурса, которое окажется в промежутке точек, ближайших к точке выбора этого игрока.
Вводится определение равновесия, удовлетворяющее трем условиям: оно должно существовать для поставленной задачи в тех ситуациях, когда не существует равновесия Нэша; оно должно совпадать с равновесием Нэша там, где таковое существует; оно должно соответствовать интуитивным представлениям о рациональном поведении независимых, не договаривающихся между собой игроков. Приведем понятие равновесия, позволяющее искать решения поставленной задачи. Пусть задана игра с множеством игроков N = {1, …, n}, множествами действий игроков Xi, i ( N и значениями выигрышей Ki(x), где x = (x1, ..., xn) профиль стратегий xi ( Xi (игровая ситуация). 
Определение 1. Угрозой игроку i со стороны игрока j называется пара ситуаций {x, (x′j, x–j)} такая, что Kj(x′j, x–j) > Kj(x) и Ki(x′j, x–j) < Ki(x). При этом ситуация x называется содержащей угрозу, ситуация (x′j, x–j), так же, как и стратегия  x′j  называются угрожающими игроку i со стороны игрока j.
Определение 2. Множеством Wi(x) предпочтительных выборов i-го игрока с учетом угроз относительно ситуации x называется множество его стратегий x′i таких, что для любого игрока j ( i и любой его стратегии x′j выполнено Ki(x′i, x′j, x–ij) ( Ki(x). 
Определение 3. Стратегия xi игрока i называется стратегией безопасной порядка 0, или простой безопасной стратегией, при заданной обстановке x–i, если ситуация x не содержит угроз игроку i. Множество таких стратегий называется множеством простых безопасных стратегий для игрока i при окружении x–i и обозначается Zi(0) (x–i).  Множеством простых безопасных стратегий для игрока i относительно ситуации x называется множество Zi(0) (x–i) ( Wi(x), которое обозначается как Yi(0) (x).

Определение 4. Стратегия xi игрока i называется стратегией безопасной порядка m при заданной обстановке x–i, если
1. ( j ( i выполняется одно из двух условий:
1.1. в ситуации x игрок j не угрожает игроку i,
1.2.  xj ( Yj(mj) (x), mj < m, и любая угрожающая игроку i стратегия x′j ( Yj(mj) (x),
2. ( j, для которого выполняется условие 1.2 и mj = m – 1.

Множество таких стратегий называется множеством безопасных порядка m для игрока i стратегий  при заданной обстановке x‑i и обозначается Zi(m) (x–i). Множеством безопасных порядка m  стратегий относительно ситуации x называется множество Zi(m) (x‑i) ( Wi(x), которое обозначается как Yi(m) (x).

Определение 5. Ситуация x* называется равновесием в безопасных стратегиях (РБС), если (i ( mi: x*i – безопасная порядка mi стратегия, и x*i ( 
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. При этом РБС называется простым, если все составляющие его стратегии имеют порядок безопасности 0, и сложным с порядками безопасности (m1, m2, …, mn), если среди составляющих его стратегий xi, i ( N, имеющих порядки безопасности mi, найдется хотя бы одна, для которой mi > 0.

Утверждение 1. Равновесие Нэша является РБС.

В рамках предложенной системы определений был найден общий вид решения задачи Даунса при некоторых ограничениях на вид функции распределения ресурса, доказано существование решения в форме РБС. Рассмотрение задачи дележа ресурса демонстрирует плодотворность использования понятия равновесия в безопасных стратегиях, являясь интересным приложением теоретической конструкции, которая позволила значительно продвинуться в данной прикладной области.  Исследование проявило красивую качественную картину разделения области расположения ресурса, на сектора с достаточно жесткими границами в окрестности точек локальных минимумов, конкуренция внутри которых происходит относительно независимо. Участники игры, конкурирующие за ресурс, должны выбрать сектор в дележе которого они собираются участвовать. Связь между секторами осуществляется через величину минимального выигрыша среди участников. Этот минимальный выигрыш, его достижение в том или ином секторе и близость минимального выигрыша в секторе к минимальному выигрышу во всей игре служит показателем остроты конкуренции в секторах. Получены условия перехода игроков из сектора сектор. 
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