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1. Введение.

Начиная с работы Башелье [1], финансовая теория использует для  описания эволюции цен на финансовых рынках случайные блуждания и их  непрерывный аналог -- винеровский случайный процесс или броуновское  движение. Историю вопроса и библиографию смотри в [2] и [3].  Возникновение случайных блужданий или броуновского движения принято  объяснять воздействием на процесс ценообразования многочисленных  экзогенных факторов, подверженных случайным изменениям во времени.

В недавней работе Де Мейера и Салей [4] предлагается иная  "эндогенная" мотивировка возникновения броуновской компоненты в  эволюции рыночных цен. Предполагается что, участники рынка имеют  различную информацию о событиях, влияющих на цены. Биржевые агенты,  имеющие дополнительную "инсайдерскую" информацию, при длительном  взаимодействии неизбежно "выдают" эту информацию другим участникам  рынка через свои действия. Однако, "инсайдер" не заинтересован в  немедленном обнаружении своей приватной информации, влекущем утрату  стратегического преимущества. Это стремление "инсайдера" скрывать свою  информацию понуждает его к стратегическому маневрированию,  выражающемуся в рандомизации своих действий. Идея  авторов  работы [4] состоит в том, что  именно эта рандомизация приводит к сглаживанию резких скачков рыночных  цен и влечет появление в их эволюции броуновской компоненты. 

Такая  мотивировка   исторически восходит к идеям Аумана и Машлера [5],  легшим в основу созданной ими в 60-ых годах ХХ века теории повторяющихся игр с неполной информацией. В качестве иллюстрации стратегического маневра инсайдера,  Ауман и Машлер приводят широко известную историю о событиях на лондонской бирже, произошедших в июне 1815 года.  О победе Веллингтона в битве при Ватерлоо, которая произошла накануне, в Лондоне было никому не известно  Барон Ротшильд, первым получив эту информацию,  означавшую предстоявшее сильное повышение цен акций на лондонской бирже, направляет своего официального агента в Лондон,  дав указание продавать.  На бирже, заметив, что агент «всезнающего» Ротшильда продает акции, сделали вывод  о поражении Веллингтона. Цены акций катастрофически упали, и в этот момент команда Ротшильда, посланная вслед за первым агентом , скупает их . 

В работе Де Мейера и Салей [4] стратегическое происхождение броуновской компоненты в эволюции цен на финансовых рынках демонстрируется на примере упрощенной модели многошаговых биржевых торгов  с асимметричной информацией. В этой модели два игрока с противоположными интересами   ведут между собой многократные торги за однотипные "рисковые" ценные бумаги  (акции).  Возможны два варианта ликвидационной цены акции  --- высокая и низкая, или, не умаляя общности, 0 и 1.

Перед началом торгов ликвидационная цена акции определяется  выбором случае на весь период торгов, которые проводятся  в n кругов. Вероятность 
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выбора высокой цены акции   известна обоим игрокам.  Игрок  1, инсайдер, осведомлен об истинной цене акции, Игрок  2 не имеет этой информации.

На каждом круге торгов  игроки одновременно делают  ставки -- называют свою цену акции.  Назвавший более  высокую цену покупает за эту цену одну акцию у противника.   Если игроки сделали одинаковые ставки, то ничего не происходит
Оба Игрока  стремятся  максимизировать цену своего итогового "портфеля" (деньги плюс  "рисковые" бумаги по их ликвидационной цене).

 Эта модель сводится к антагонистической повторяющейся игре   с неполной информацией у второго  игрока.

В повторяющихся играх   с неполной информацией у второго  игрока два игрока  n  раз разыгрывают одну и ту же антагонистическую игру. Функция  выигрышей 
[image: image2.wmf]s
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 определяется "состоянием природы"  s
[image: image3.wmf]Î

S,  которое перед началом игры выбирается на весь период  n –шаговой игры  случайным ходом из конечного  множества S  в соответствии  с  известным обоим игрокам вероятностным распределением  p.  Игрокам, интересы которых противоположны,  набор матриц  известен.  Выбор случая сообщается Игроку 1, но не Игроку 2. Тем самым, Игрок 1 знает какая именно игра разыгрывается, а Игрок 2 не знает. При этом Игрок 2 знает об информированности Игрока 1.

В оправдание моделирования биржевых торгов антагонистической игрой,  заметим, что в приведенном выше историческом примере,  можно считать, что на лондонской бирже  было два Игрока: Ротшильд и  Не-Ротшильд, так как, по сути дела, Ротшильд играл против всей биржи. 

Де Мейер и Салей строят в неявном виде оптимальные стратегии для повторяющейся  n-шаговой игры  
[image: image4.wmf]()
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и получают значения 
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 этой игры. Последовательность  
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, то есть последовательность суммарных гарантированных выигрышей Игрока 1, неограниченно растет со скоростью 
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.  Величины  
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  сходятся к  пределу, выражаемому посредством нормального распределения.    

Авторы исследуют случайный процесс  
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,  образуемый ценами, по которым совершаются сделки на последовательных  шагах  n-шаговой игры. Они определяют процесс с непрерывным временем,  полагая  
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. Показывается, что при  
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,  процесс  
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 сходится по вероятности к непрерывному  случайному процессу, в определение которого входит винеровский процесс.  Де Мейер и Салей рассматривают это явление как ключевой пункт для  мотивировки эндогенного происхождения Броуновского движения в  финансовой теории.    

В модели Де Мейера и Салей [4]  биржевые игроки могут делать произвольные ставки в диапазоне между высокой и низкой финальной ценой акции.  Поскольку  биржевые торги ведутся в тех или иных денежных единицах, представляется более реалистичным считать, что допустимы только  ставки, кратные минимальной  денежной единице 1/m. Мы доказали, что в этом случае  при неограниченном росте числа шагов торга гарантированный  выигрыш инсайдера   ограничен и сходится к пределу, представляющему собой гарантированный выигрыш инсайдера  в торгах бесконечной продолжительности..   В сочетании с результатом работы [4]  это означает,  что дискретизация множества ставок   (грубо говоря, укрупнение денежной единицы )  не выгодна инсайдеру: в модели с дискретными возможными ставками гарантированный выигрыш  инсайдера строго меньше его выигрыша в случае возможных произвольных ставок.

Мы показали, что оптимальная стратегия инсайдера порождает элементарное  случайное блуждание цен по допустимым ставкам с поглощением в крайних точках (ставки 0 и (m-1)/m).  Ставка, равная 1, отбрасывается ввиду ее неэффективности. 

Момент поглощения представляет собой момент раскрытия   неинформированным  игроком приватной информации инсайдера.  Мы установили, что в отличие от модели с произвольными допустимыми ставками,  математическое ожидание числа шагов до этого момента конечно при бесконечно продолжающихся торгах.

Таким образом ,  для модели с дискретными допустимыми ставками мы получили аналог стратегической мотивировки случайных  блужданий цен на финансовых  рынках.

В данной статье  мы  не  даем  полных  доказательств приводимых теорем.  Такие доказательства содержатся в препринте  ПОМИ им Стеклова  [6]. В тезисной форме  результаты  опубликованы в  [7] и [8]   .

2. Повторяющиеся игры, соответствующие модели многошаговых торгов.

Мы рассматриваем описанную во введении модель многошаговых биржевых торгов  с асимметричной информацией, в которой допустимы  только ставки, кратные 1/m., а именно ставки  k/m,  k=0,…,m-1. В этом разделе мы строим  соответствующую  этой модели повторяющуюся игру 
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 с неполной информацией у Игрока 2, где n – число кругов торга,  m – число допустимых ставок, а  p – вероятность выбора случаем финальной цены ставки, равной 1.        
Повторяющаяся антагонистическая игра с неполной информацией у второго игрока задается следующими элементами: 
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--- конечное множество состояний;

I  и  J --- конечные множества действий игрока 1 и игрока 2 соответственно;
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, ---  матрицы выигрышей, занумерованные элементами 
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вектор 
[image: image22.wmf]p

 --- априорное вероятностное распределение: на множестве  
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,

n --- число шагов.

Повторяющаяся n-шаговая игра 
[image: image24.wmf]()
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 разыгрывается по следующим правилам:

--- На нулевом шаге природа делает случайный ход и выбирает состояние 
[image: image25.wmf]sS
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  с вероятностью  p(s).  Игрок 1 информируется о результате случайного хода, а Игрок 2 - нет. Оба игрока знают распределение p.

--- На каждом последующем шаге  
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  игроки независимо и одновременно выбирают свои действия 
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 и 
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 соответственно. При выборе своих действий игроки могут использовать рандомизацию.

---  после каждого шага  выбранная пара  
[image: image29.wmf](,)
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 объявляется обоим игрокам.

--- После  n-ого шага Игрок 2 платит Игроку 1 сумму одношаговых выигрышей 
[image: image30.wmf]tt
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,  где  s -- элемент, выбранный случаем на нулевом шаге. 

Предполагается, что оба игрока знают приведенное выше описание игры. В частности, они знают матрицы выигрышей, так же как и начальное распределение вероятностей p.  Игрок 2 знает об информированности Игрока 1. Оба игрока имеют полную память.

Подчеркнем, что в процессе игры сообщаются только выбираемые игроками действия, а отнюдь не соответствующие этим действиям выигрыши. Таким образом, второй игрок не знает в какую  игру он играет вплоть до окончания игры 
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Выбирая свои действия на шаге  t,  оба игрока  опираются на всю собранную до этого шага информацию. Кроме этого,  информированный Игрок 1 учитывает состояние  s.
Таким образом, рандомизированная стратегия поведения игрока 1 определяется последовательностью  отображений 
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,  сопоставляющих состоянию и предыстории игры до шага 
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 вероятностное распределение  на множестве действий  I  Игрока 1,
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Аналогично, стратегия поведения игрока 2 задается последовательностью 
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 отображений (t, сопоставляющих предыстории игры до шага 
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 вероятностное распределение  на множестве действий 
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 игрока 2.,
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Функция выигрыша  
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 игры  
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 определяется как математическое ожидание   выигрыша относительно порожденного стратегиями ( и ( распределения на пространстве возможных историй игры и априорным вероятностным распределением p.

Такая 
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-шаговая игра может быть развернута в матричную игру большого размера, так что существование значения 
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-шаговой игры и оптимальных стратегий игроков следует из теоремы о минимаксе. 

В 
[image: image43.wmf]n

-шаговой игре с неполной информацией у второго игрока Игрок 2 на каждом шаге игры вынужден переоценивать  свою априорную информацию о выборе случае на основании действий Игрока 1, а  информированный Игрок 1 должен учитывать возможность такой  переоценки и стараться выдать как можно меньше информации противнику.  

В рассматриваемой нами повторяющейся игре 
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 с неполной информацией у Игрока 2, соответствующей модели  многошаговых биржевых торгов со ставками, кратными 1/m., множества действий игроков  
[image: image45.wmf]{0,1,...,1}
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 (выбор игроками ставки   1/m. будем называть l-ым  действием игрока.). Отметим, что допущение ставки, равной  1 (m-ое  действие),  не меняет структуры игры, потому что использование этой ставки не имеет смысла ни для одного из игроков. Пространство состояний  
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  -- вероятность выбора состояния 1 (высокой финальной цены акции). 

Выигрыш Игрока 1, соответствующий действию 
[image: image48.wmf]k

 игрока 1 и действию 
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 игрока 2 в состоянии  0, равен  
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 и равен  
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. Таким образом, матрица
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 выигрышей Игрока 1  в состоянии  0 равна
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Выигрыш Игрока 1, соответствующий действию 
[image: image56.wmf]k

 игрока 1 и действию 
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 игрока 2 в состоянии  1 равен  
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 и равен 
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. Таким образом,  в состоянии  1 матрица 
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 выигрышей Игрока 1  равна
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Функцию выигрыша в этой игре  
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 в смешанных стратегиях будем обозначать  
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Первый ход информированного Игрока 1 представляет  собой две зависящих от состояния лотереи  p(i|0) и  p(i|1) на его действиях   i
[image: image66.wmf]Î

I. Совместно с априорной вероятностью p этот набор условных вероятностей определяет для каждого действия  
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 а) полную вероятность  q(i)
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 выбора этого действия  на первом шаге ;

б) апостериорную  байесовскую вероятность 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image70.wmf]1
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 состояния  1, если на первом шаге реализовалось действие i. 

 Пусть  
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   --  действие Игрока 1,  реализовавшееся на первом шаге в результате  использования Игроком 1 этой лотереи. На втором шаге  игрокам следует играть в  (n-1) - шаговую  игру, в которой на месте априорной вероятности  p  стоит 
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  -- апостериорную  вероятность  состояния  1, если на втором шаге реализовалось действие  
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 Игрока  2. Таким образом,  стратегия Игрока 1 порождает случайную последовательность апостериорных  вероятностей  
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С другой стороны, любой  набор полных вероятностей действий q(i) и апостериорных вероятностей  состояний  p(s|i),  удовлетворяющих соотношению 
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,  определяет некоторый первый ход Игрока 1.    

Каждое последующее апостериорное распределение вместе с полными вероятностями выбранных  в соответствии с этой стратегией  действий  на данном шаге согласуется с предыдущим апостериорным распределением, начиная с априорного распределения p. Таким образом, случайная последовательность апостериорных вероятностей образует мартингал, начинающийся в точке p.
Зная свою стратегию, Игрок 1 рассчитывает апостериорные вероятности,  используя правила Байеса, и далее играет в соответствии с ними.  Оптимальный первый ход Игрока 1 в сочетании с его оптимальными  стратегиями в играх 
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I  образуют оптимальную стратегию в игре 
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. Игрок 2, по  возможности, тоже переоценивает априорную вероятность p на основании  наблюдаемых действий Игрока 1.   

3.  Ограниченность выигрыша инсайдера.
В этом разделе мы устанавливаем ограниченность суммарного выигрыша инсайдера, Игрока  1 при неограниченном продолжении торгов, что кардинально отличает модель с дискретными допустимыми ставками  от модели с произвольными ставками. 

Теорема 1.  В n-шаговой игре 
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 для любого  конечного числа шагов  n и любой вероятности  p  гарантированный выигрыш Игрока 1  
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 ограничен. Более точно,
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где  
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 представляет собой непрерывную вогнутую  кусочно-линейную функцию на единичном отрезке с m областями линейности  
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.  Такая функция полностью определяется своими  значениями в точках изломов   
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Доказательство. Для игр  
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 с произвольным числом шагов n определим  набор  (k,  
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 стратегий Игрока 2.   На каждом шаге  стратегий из этого набора  Игрок 2 не использует рандомизацию.. Первый шаг  (1k    стратегии  (k  состоит в выборе  Игроком 2  действия  k.  На втором шаге  после  наблюдения действия  
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[image: image96.wmf]
Далее, на всех последующих шагах  
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,  выбор Игрока 2 зависит от его действия 
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 Игрока 1  на предыдущем шаге. А именно
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Рассмотрим наилучший ответ Игрока 1 на стратегию (k.
В состоянии 0  на первом шаге Игрок 1 может использовать  любое действие  l< k,  выигрывая при этом    k/m. На втором шаге он может использовать  любое действие  l< k-1,  выигрывая при этом  (k-1)/m.   Так продолжается до тех пор, пока оба игрока  не окажутся вынуждены использовать действие 0. Это означает обнаружение Игроком 2 состояния 0.

В состоянии 1  на первом шаге Игроку 1 следует использовать  действие  k+1,  ,  выигрывая при этом   (m-k-1)/m. На втором шаге ему следует использовать   действие k+2,  выигрывая при этом  (m-k-2)/m   и так далее, до тех пор до тех пор пока оба игрока  не используют действие  m-1. Это означает обнаружение Игроком  2 состояния 1.

Если   n ≥ m-1,  то при любом  
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 максимальный выигрыш  Игрока 1 при применении Игроком 2 стратегии  (k  стабилизируется на уровне
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то есть, начиная с некоторого шага, математическое ожидание одношагового выигрыша Игрока 1 становится равным нулю. . Это означает,  что Игрок 1 теряет свое информационное преимущество за конечное число шагов. Нетрудно проверить, что 
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причем минимум достигается на k, если априорная вероятность  p  принадлежит интервалу  
[image: image106.wmf][/,(1)/]

kmkm

+

.  


(
Замечание  1. Отметим,  что “разумная“, но не принимающая в расчет  продолжительность игры, стратегия 
[image: image107.wmf]k
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 Игрока 2, не является оптимальной стратегией ни для  какой  n-шаговой игры  
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Замечание 2. Результат Теоремы 1 демонстрирует качественное различие моделей с произвольным и дискретным  множеством ставок. Он показывает, что дискретизация множества ставок не выгодна информированному игроку: в модели с дискретными возможными ставками его гарантированный выигрыш строго меньше выигрыша в случае возможных произвольных ставок.

Нижеследующая  Теорема  2 демонстрирует, что результат Теоремы 1 не может быть улучшен. 

Теорема 2.  Для любой априорной вероятности  p  
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Доказательство.  

Для игр  
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 с произвольным числом шагов n определим  набор  (k,  
[image: image111.wmf]0,1,...,1
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 стратегий Игрока 1. Стратегия  (k  используется при  p=k/m. На каждом шаге  стратегии  (k.  Игрок 1  использует вероятностную смесь лишь двух своих действий. .

Первый шаг  (1k  ( стратегии  (k    состоит в выборе  Игроком  1 вероятностной смеси своих  действий   k-1 и  k  таким образом,  чтобы 

a) на первом шаге действия  k  и  k-1 были  равновероятны, то есть полная вероятность  действия  k  и действия   k-1  равна 1/2;

b) в случае реализации  на первом шаге  действия  k-1    апостериорная вероятность состояния 1 равна ( k-1)/m и в случае реализации  действия  k   апостериорная вероятность состояния 1 равна  (k+1)/m .

Для этого Игрок  1 должен в состоянии 0 выбирать  действие   k-1 с вероятностью      (m-k+1)/2(m-k) и действие  k  с вероятностью (m-k-1)/2(m-k).  И в состоянии 1 выбирать действие   k-1 с вероятностью  (k-1)/2k   и действие  k  с вероятностью (k+1)2k.

  На втором шаге  Игрок 1 действует также , как и на первом шаге , но вместо априорной вероятности  k/m  фигурирует апостериорная вероятность  ( k-1)/m, если реализовалось  на первом шаге  действие  k-1 , и апостериорная вероятность  (k+1)/m,  если реализовалось  на первом шаге  действие  k .  Таким образом на втором шаге он смешивает  либо действия  k-2 и  k-1, либо действия   k и  k+1.   И так далее …

Таким образом, при  
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, стратегия  (k  порождает симметричное случайное блуждание апостериорных  вероятностей по точкам  l/m  с начальным состоянием  
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 и с  поглощением в точках  0  и  1. 

Вычислим гарантированный выигрыш Игрока 1 при применении им стратегии  (k . При наилучшем ответе Игрока 2 на эту стратегию  одношаговый выигрыш  Игрока 1 во всех состояниях 
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.  В поглощающих состояниях 0 и 1 выигрыш  Игрока 1 равен нулю.

Пусть 
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-- случайное число шагов до поглощения  для этого случайного блуждания. Ожидаемое число шагов до поглощения 
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[image: image120.wmf])

/(

k

m

k

-

.  Гарантированный выигрыш Игрока 1 при применении им стратегии  (k  в игре 
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Ввиду того, что 
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 мы получаем утверждение Теоремы 2 при  p=k/m. При произвольных априорных вероятностей  p утверждение теоремы следует из непрерывности и выпуклости функции  
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Замечание 3. Ни для  какой n-шаговой игры  
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  “разумная “, но не принимающая в расчет продолжительность игры, стратегия  (k  Игрока 1 , не является оптимальной.  

4. Торги бесконечной продолжительности.
Ввиду ограниченности последовательности функций   
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 имеет смысл  рассматривать игры  
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 с бесконечным числом шагов. Из общей теории не следует существование значений таких игр. Мы доказываем этот факт, конструируя в явном виде оптимальные стратегии игроков. 

Мы  устанавливаем, что значение 
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  этой игры равно  
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  и оба  игрока имеют "стационарные" оптимальные стратегии, а именно сконструированные в предыдущем разделе  “разумные “  стратегии  игроков являются оптимальными в игре  бесконечной продолжительности.    

Теорема 3.  Игра 
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 имеет значение  
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Игрок 1. При  
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,  оптимальная стратегия Игрока 1  --- стратегия  (k, определенная в доказательстве Теоремы 2. Во внутренних точках 
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) Игрок 1 использует выпуклую  комбинацию оптимальных ходов, соответствующих крайним точкам  этого интервала.   

Игрок 2. При  
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  единственная оптимальная стратегия  Игрока 2  ---  стратегия (k,,  определенная в доказательстве Теоремы 1.  Для точек изломов p =
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,  оптимальна любая выпуклая  комбинация  стратегий  (k,  и  (k-1,.

Таким образом, в игре с бесконечным числом шагов симметричное случайное блуждание апостериорных  вероятностей порождается  оптимальной стратегией  Игрока 1

При  
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, оптимальная стратегия  Игрока 1 порождает симметричное случайное блуждание апостериорных  вероятностей по точкам 
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  с начальным состоянием  
[image: image144.wmf]m

k

/

 и с  поглощением в точках  0  и  1. Ожидаемое число шагов до поглощения  для этого случайного блуждания равно  
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.  Одношаговый выигрыш  Игрока 1 во всех состояниях равен  
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Случайная последовательность ставок Игрока 1 отличается не более,  чем на  
[image: image149.wmf]m
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  от последовательности апостериорных вероятностей.  Поскольку ставки Игрока 2 "повторяют" ставки Игрока 1, случайная  последовательность реализующихся на "рынке" цен, являющихся максимумами  обеих ставок, оказывается близка к случайному блужданию с поглощением.       

Марковский момент поглощения апостериорных вероятностей представляет собой момент обнаружения Игроком 2  “истинного состояния природы”  и, в сущности, момент окончания игры. Таким образом, в отличие от игры с произвольными ставками, игра со ставками кратными  
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   с вероятностью 1 завершается за конечное число шагов, причем ожидаемое число шагов до завершения игры тоже конечно.

С другой стороны, появление симметричного случайного блуждании по допустимым ставкам  в модели с дискретными ставками проясняет природу происхождения броуновского движения в интерполяционном процессе, описывающем эволюцию цен в модели Де Мейера и Салей и представляет собой естественный дискретный аналог их стратегической мотивировки случайных блужданий цен в финансовой теории.
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