Анализ применимости моделей нелинейной динамики
при управлении рисками на российском фондовом рынке
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Большое значение для деятельности мирового финансового рынка имеет задача прогнозирования его динамики ‑ как в периоды роста, так и в состоянии кризиса и падения. Эта задача важна как для практиков, так и для экономистов и финансистов-теоретиков. Участникам финансовых рынков необходимо оценивать доходность вложений, оптимизировать портфель, определять моменты входа на рынок и выхода с него, вычислять справедливую стоимость деривативов. Риск-менеджерам требуется точно оценивать рисковые характеристики активов и портфелей, такие как стоимость под риском (VaR).

Для решения подобных задач разработано множество различных подходов – от эмпирических методов технического анализа до агентно-ориентированных имитационных моделей или технологий «раскапывания данных» (data mining). Такое многообразие объясняется тем, что динамика доходностей на финансовых рынках не может быть качественно описана линейными моделями ‑ ARMA и случайного блуждания.
При этом нелинейные методы анализа динамики и соответствующие технологии управления рисками разработаны и успешно применяются для развитых финансовых рынков США и Европы (Abhyankar et.al., 1995; Cecen, Erkal, 1996; Hsieh, 1991). Они мало изучены по отношению к неустойчивым развивающимся рынкам, в т.ч. российскому. Целью данной работы был анализ свойств нелинейной динамики российского фондового рынка в сравнении с развитыми, а также изучение адекватности и целесообразности применения в России современных систем риск-менеджмента, учитывающих нелинейность.

1 Подходы к анализу нелинейности рынка
Рассмотрим временной ряд 
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, характеризующий динамику некоторого инструмента фондового рынка ‑ цены акции или фондового индекса. Обозначим за 
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 его логарифмическую доходность: 
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. Нас будут интересовать зависимости между доходностями в различные периоды времени, определяющие возможность прогнозирования цены, волатильности и других характеристик инструмента на основе исторических значений цен (эквивалентно ‑ доходностей).
Базовой моделью, отрицающей какие-либо зависимости между доходностями, является широко распространённая модель случайного блуждания цены. Она восходит к Башелье (Bachelier, 1900) и служит основой для слабой гипотезы эффективного рынка (Fama, 1970 и др.), предполагая, что доходности независимы во времени и одинаково распределены (iid):
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 ‑ постоянные тренд и волатильность.

Слегка обобщим эту модель, допустив небольшие задержки инвесторов при обработке информации. А именно, будем называть динамику инструмента линейной, если она описывается стационарной моделью авторегрессии некоторого порядка p, AR(p):
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В силу центральной предельной теоремы, к условиям (1) и (2) естественным образом добавляется предпосылка о том, что распределение доходностей является нормальным:
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Многочисленные зарубежные исследования показали (Hsieh, 1991; Abhyankar et.al., 1995; Петерс, 2000), что уравнения (1), (2) и (3), хотя и лежат в основе большинства финансовых расчётов, не соответствуют фактическим данным. С одной стороны, они не учитывают ряд «стилизованных фактов» фондового рынка ‑ «тяжёлых хвостов» безусловного распределения доходностей, кластеризации волатильности (наличии волатильных периодов и периодов затишья) и пр. С другой стороны, и непосредственное тестирование предпосылок моделей ‑ нормальности и независимости доходностей ‑ при помощи соответственно теста Хорке-Бера (Jarque, Bera, 1987) и BDS-теста (Brock et.al., 1996) показывает, что эти гипотезы робастно отвергаются на различных рядах данных.
Если доходности строго стационарны, но не удовлетворяют условию (2), то мы будем говорить о нелинейной динамике.

Существует два основных подхода к нелинейности рынка: стохастический и хаотический. Согласно первому, рыночные флуктуации вызваны случайными внеэкономическими шоками. В этом случае доходности рассматриваются как случайный процесс, и прогнозируется их условное вероятностное распределение. Чтобы учесть тяжёлые хвосты, кластеризацию волатильности и другие эффекты, используются модели типа (G)ARCH (Engle, 1982; Bollerslev, 1986) или стохастической волатильности (Clark, 1973; Hsieh, 1991).

Напротив, в рамках представления о хаотическом характере экономики, колебания объясняются внутренними силами. Множество моделей показывает, как различные факторы могут привести к «сложной» хаотической динамике экономических и финансовых переменных без внешних случайных воздействий. К числу таких факторов относятся положительные экстерналии в производстве, ограничения по кредитованию, неполная рациональность агентов (в т.ч. использование инвесторами методов технического анализа) и др. ‑ обзоры подобных моделей даны в работах Boldrin, Woodford (1990) и Gomes (2006). Данный подход основан на теории хаотических динамических систем, отличительной чертой которых является положительная экспонента Ляпунова.
2 Нелинейные свойства российского рынка

Мы проанализировали характер динамики российского фондового рынка на основе ежедневных данных закрытия торгов по десяти инструментам российского фондового рынка. В этот набор вошли основные индексы ‑ РТС (тикер RTSI), ММВБ (MICEX) и индекс Mogran Stanley Capital International для России (MSCI), а также цены акций семи компаний различных отраслей: ГМК «Норильский никель» (GMKN), Лукойл (LKOH), Газпром (GAZP), Ростелеком (RTKM), МТС (MTSI), Сбербанк России (SBER) и Седьмой континент (SCOH). В качестве периода наблюдения были выбраны 2000-2007 годы, т.к. этот интервал является наиболее длительным бескризисным периодом современной российской экономики. Исключение кризисов повышает возможности интерпретации результатов и их сравнения с выводами по зарубежным рынкам.

Чтобы выяснить, является ли динамика доходностей нелинейной, необходимо проверить, что не выполняются условия линейности (1) и (2) и при этом отсутствуют структурные сдвиги.

Для тестирования временного ряда на iid применяется BDS-тест, основанный на корреляционном интеграле. При нулевой гипотезе случайного блуждания (1) его статистика имеет стандартное нормальное распределение. С помощью BDS-теста можно также проверить гипотезу линейности (2). Для этого к ряду доходностей применяется линейный фильтр, т.е. вместо самих доходностей используются оценённые остатки в модели авторегрессии AR(p), где количество лагов p определяется по информационному критерию AIC (Akaike, 1974).
BDS-тест имеет два параметра: размерность вложения m и параметр масштаба 
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. На практике обычно используются значения m от 2 до 5 и 
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 ‑ среднеквадратическое отклонение исходных данных. В таблице 1 по нескольким рядам данных приведены значения BDS-статистик для обеих нулевых гипотез, различных значений m и, для краткости, только 
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. Видно, что все значения лежат далеко за пределами интервала (−1.96, 1.96), а следовательно, гипотезы случайного блуждания и линейности отвергаются.
Табл. 1. BDS-статистики для доходностей и AR-остатков

	Ряд 
	Доходности
	p 
	AR(p)-остатки

	
	m = 2 
	3
	4
	5
	
	m = 2 
	3
	4
	5

	RTSI
	9,758 
	12,702 
	14,875 
	16,871 
	1
	9,507 
	12,513 
	14,553 
	16,651 

	MSCI
	5,562 
	7,613 
	9,297 
	11,163 
	0
	5,562 
	7,613 
	9,297 
	11,163 

	GMKN
	6,011 
	7,898 
	8,733 
	9,621 
	0
	6,011 
	7,898 
	8,733 
	9,621 

	LKOH
	8,770 
	12,070 
	14,349 
	16,102 
	16
	7,777 
	11,050 
	13,275 
	14,897 

	RTKM
	11,852 
	16,227 
	19,452 
	22,809 
	4
	11,391 
	15,440 
	18,568 
	21,650 


Может ли результат BDS-теста объясняться структурными сдвигами? Чтобы ответить на этот вопрос, мы применили методику Hsieh (1991) и De Lima (1998). Она базируется на том, что качественные изменения рынка происходят достаточно редко. Если бы они случались, скажем, ежеквартально, это исключило бы возможность статистического анализа рыночных данных. Поэтому можно предположить, что на большинстве малых промежутков времени длиной в несколько месяцев структурные сдвиги отсутствуют. Если они служат основной причиной нелинейности рынка, то ряды, соответствующие коротким временным периодам, демонстрировали бы линейную динамику. При этом, чтобы обеспечить достаточный объём выборки, можно использовать не дневные, а более частые, например, часовые наблюдения.
Мы проанализировали 6-месячные выборки часовых данных по различным инструментам за различные непересекающиеся периоды (GAZP за первое полугодие 2007 г., SCOH за первое полугодие 2006 г. и т.д.). BDS-тест на этих рядах показал те же признаки нелинейности, что и для дневных доходностей, а коэффициенты эксцесса часто даже превышали соответствующие значения по дневным данным. Таким образом, мы можем сделать вывод, что нелинейность внутренне присуща изучаемому фондовому рынку, а не объясняется нестационарностью временных рядов.
Чтобы проверить, можно ли российский фондовый рынок описать как низкоразмерную хаотическую систему, мы оценили наибольший показатель Ляпунова. Для его расчёта мы использовали программную реализацию LENNS, основанную на методе Nychka et.al. (1992).
По аналогии с анализом, проведённым М. Шинтани и О. Линтоном (Shintani, Linton, 2004) для промышленного индекса Доу-Джонса, показатели Ляпунова были вычислены не только для доходностей, x, но и для их абсолютных значений, квадратов и других степеней: |x|w, где w = 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3. Логика такого обобщения объясняется высокой автокорреляцией абсолютных доходностей и их квадратов по сравнению с автокорреляцией самих доходностей. Возможно, направление изменения цены является непредсказуемым, в то время как их абсолютная величина подчиняется нелинейному хаотическому закону. Соответствующие результаты также приведены в таблице 2.

Табл. 2. Оценки наибольшего показателя Ляпунова
	Ряд
	Доходности
	Степени абсолютных доходностей

	
	
	w = 0,5
	1
	1,5
	2
	2,5
	3

	RTSI
	–3,169
	–0,295
	–0,269
	–0,158
	–0,539
	–0,394
	–0,187

	MSCI
	–2,860
	–0,251
	–0,022
	–0,012
	+0,106
	–0,105
	–0,319

	GMKN
	–0,660
	–0,481
	–0,497
	–0,651
	–0,442
	–0,319
	–0,385

	LKOH
	–0,933
	–0,492
	–0,356
	–0,587
	–0,247
	–0,326
	–0,252

	RTKM
	–0,553
	–0,156
	–0,160
	–0,106
	–0,236
	–0,517
	+0,061


Дополнительный графический анализ показывает, что единственным случаем, когда экспонента Ляпунова робастно и значимо положительна, являются высокие степени доходностей Ростелекома. К удивлению, хотя экономическая интерпретация |x|w при 
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 представляется крайне неопределённой, сходные результаты были получены в работе Shintani, Linton (2004) для абсолютных доходностей индекса Доу-Джонс в степени 2,5. Необходимы дальнейшие исследования, чтобы проверить, является это случайностью или закономерностью. В остальных же случаях хаос низкой размерности в динамике доходностей не выявлен, что согласуется с большинством выводов для западных рынков.
Стохастический анализ доходностей даёт заметно лучшие количественные результаты. Тест Jarque, Bera (1987) отвергает нормальность безусловного распределения доходностей, присутствуют т.н. «тяжёлые хвосты». ARCH-тест (Engle, 1982) и автокорреляционная структура доходностей и их квадратов позволяют судить о кластеризации волатильности ‑ наличии волатильных периодов и периодов относительного затишья.
Чтобы выяснить, даёт ли динамика волатильности достаточное объяснение нелинейности российского рынка, мы оценили модель GARCH(1,1)-t с остатками 
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, распределёнными по закону Стьюдента:
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Сравнение этой модели с моделями ARCH и GARCH(1,1), остатки в которых распределены по нормальному закону, а также с линейной моделью (2), (3) с точки зрения информационного критерия BIC (Schwartz, 1978) показало, что GARCH(1,1)-t позволяет лучше описать динамику доходностей.
Хотя это говорит о том, что динамика волатильности не позволяет объяснить эффект «тяжёлых хвостов» доходностей (к тем же выводам приводит и изучение диаграмм квантиль-квантиль для нормированных остатков моделей), GARCH(1,1)-t позволяет элиминировать нелинейность временного ряда. Это было доказано с использованием модифицированного BDS-теста Caporate et.al (2005) для всех рядов. Результаты теста приведены в таблице 3 (ср. с табл. 1) и показывают, что остатки 
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 являются независимыми и одинаково распределёнными.
Табл. 3. Характеристики модели GARCH(1,1)-t
	Ряд
	BDS-статистики для остатков
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	m = 2
	3
	4
	5
	

	RTSI
	–0,064
	0,457
	0,187
	0,002
	0,978

	MSCI
	0,119
	0,327
	0,443
	0,578
	0,969

	GMKN
	0,168
	–0,259
	0,233
	0,555
	0,923

	LKOH
	0,349
	–0,594
	–0,770
	–1,065
	0,969

	RTKM
	–1,076
	–1,208
	–1,102
	–0,778
	1,006


Оценки параметров модели GARCH(1,1)-t показали, что российскому рынку свойственен более высокий уровень кластеризации волатильности (
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 в модели, см. табл. 3), чем в среднем на западных рынках, т.е. шоки более устойчивы и продолжительны. Этот вывод согласуется как с представлениями экспертов фондового рынка, так и с количественными результатами работы Égert, Koubaa (2004) по анализу индекса РТС, причём воспроизводит их на более дезагрегированных данных. В остальном свойства российского рынка оказались близкими к тем, которые выявлены в более ранних исследованиях западных рынков.
3 Нелинейные модели в задаче анализа фондовых рисков
Далее проводился анализ прогностической ценности построенных моделей при анализе рисков. Такие модели используются для расчёта необходимого уровня капитала для банков ‑ их внедрение предполагается при реализации международными банками продвинутого подхода («подхода внутрибанковских моделей») в рамках соглашения Базель II. Те же подходы полностью применимы и для банков, работающих внутри одной страны; аналогичные задачи оценки фондового риска встают и у других заинтересованных лиц, например, у профессиональных участников фондового рынка при определении лимитов торговых операций.
GARCH-модели позволяют предсказывать волатильность, условное распределение и квантили доходностей на несколько ближайших периодов. Это даёт возможность вычислять рисковые характеристики позиции по ценным бумагам – в первую очередь, стоимость под риском (VaR).
На примере акций Лукойла и Норильского никеля мы продемонстрировали, что пренебрежение нелинейной динамикой и тяжёлыми хвостами распределения приводит к занижению 10-дневной стоимости под риском до полутора раз, особенно в волатильные периоды, когда качественная оценка риска наиболее необходима. В таблице 4 приведены соответствующие результаты расчёта 99%-ого VaR для длинных и коротких позиций на начало 2008 года, рассчитанные по модели GARCH(1,1)-t и в предположении о случайном блуждании (в таблице ‑ RW).
Табл. 4. Оценки VaR для Лукойла и Норильского никеля, %
	Срок
	Модель
	Лукойл
	Норильский никель

	
	
	Long
	Short
	Long
	Short

	1 день
	GARCH
	3,90
	4,24
	5,38
	5,94

	
	RW
	3,79
	3,83
	4,84
	4,78

	10 дней
	GARCH
	12,92
	16,28
	15,88
	21,40

	
	RW
	11,86
	12,22
	15,53
	14,91


Точность модели AR-GARCH(1,1) при прогнозировании риска в сравнении с традиционными методами, не учитывающими нелинейность, проверяется при помощи тестов Christoffersen (1998) и Berkowitz (2001). Первый из них является тестом на качество прогноза фиксированных доверительных интервалов (например, 95% или 99%), а второй исследует истинность предсказания условной функции распределения доходностей в целом. Оба теста показывают, что модель GARCH(1,1)-t на российских данных значительно превосходит линейные модели по прогностической ценности.
Однако в практической деятельности по управлению рисками недостаточно спрогнозировать динамику отдельных инструментов, т.к. в большинстве случаев важен риск единого портфеля, включающего ряд ценных бумаг. Этот риск не сводится к измерению риска каждого из активов и линейной корреляции между ними.
Для модельного портфеля, составленного из обыкновенных акций Лукойла и Норильского никеля, с использованием теории копул мы показали, что имеется существенная нелинейность в связях между доходностями акций. Она выражается в «зависимости между хвостами» ‑ высокой вероятности совместных взлётов и кризисов – и может быть описана при помощи копулы Стьюдента. Пренебрежение свойствами связей между инструментами, также как и нелинейностью их динамики, приводит к заметному занижению стоимости под риском. К примеру, 1-дневный 99%-ый VaR рассматриваемого портфеля составляет 4,50% при расчёте с учётом нелинейных связей и значительно меньше, 3,91% в предположении о независимости доходностей; аналогичный вывод остаётся верным и для 10-дневного VaR.
В целом было показано, что российский фондовый рынок как нелинейная динамическая система имеет некоторые количественные отличия от рынков развитых стран, но на качественном уровне обладает теми же свойствами, что и они. Это делает современные продвинутые подходы к риск-менеджменту, такие как прогнозирование стоимости под риском открытых позиций и портфелей на основе моделей типа копула-GARCH, крайне перспективными и на отечественном фондовом рынке. Это было продемонстрировано как с теоретической точки зрения путём изучения хаотических и стохастических свойств динамики российского рынка, так и на более практических примерах из области управления рисками.
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