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На практике зачастую мнение коллектива из n индивидуумов выражается при помо-
щи шкалы оценок от 1 до m, проставляемых каждым членом коллектива (например,  
1 = плохо, 2 = чуть лучше, 3 = еще лучше, ..., m = отлично). Тем самым имеются наборы 
n-мерных векторов (x

1
, ..., x

n
) с компонентами x

i
 от 1 до m, каждый из которых характери-

зует ту или иную альтернативу (возможность). Возникает задача об упорядочении этих 
наборов или, в другой терминологии, задача агрегирования индивидуальных предпочте-
ний участников коллектива в коллективное мнение. При m = 2 эта задача сводится к за-
даче голосования, когда каждый из участников объявляет свою предпочтительную аль-
тернативу. При m = 3 аксиоматический подход для описания свойств функций предпо-
чтения применялся в серии работ Ф.Т. Алескерова, Д.А. Юзбашева и В.И. Якубы (2007), 
где обнаружено новое явление порогового предпочтения. В настоящей работе дается ре-
шение задачи агрегирования в общем виде (при любых n и m). При этом не только стро-
ится аксиоматика для функций предпочтения, но и выводятся явные формулы для этих 
функций предпочтения, ставящие в соответствие каждому вектору (x

1
, ..., x

n
) его поряд-

ковый номер (чем больше этот номер, тем предпочтительнее альтернатива). Кроме того, 
эти явные функции предпочтения удовлетворяют предложенной аксиоматике и учитыва-
ют все пороговые предпочтения при любых m.
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������
���

� xPy

���= x̂P̂ ŷ" ��� x, y ∈ X �


�1���� 	�� R F ��
������
�� X  
������
���

� P F ��
���
�� 
������
�� ������	��
�� 
� X"' 0�� 
����� ���
���� �� �
���
�� ���!����
��
x �→ x̂ �� X � Mn� � ���.
�1��� !�� ����
�	�
�� �!�
�
�� 
	������ 	��
�
���
��� ��.���
���� X ��������� 
 �
���
���� Mn� X = X̂ = Mn�
� 
�!�� ���
�� (x1, . . . , xn) ��� ��.���
����� x ∈ X �!��
�	��� 	���� x
���
�� x̂G

x ∈ X ⇐⇒ x = x̂ = (x1, . . . , xn) ∈ Mn, xi ∈ M.

���� �� �
���
��� X = Mn ���5�
� �
��
���

�� ��
���
�� ����	��

���� ���
��� � � �� �
��������

�� 
���
�
��� 
� �
���
��� 
������.�
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�� 	�
��� � ���

�� ��� x = (x1, . . . , xn)� y = (y1, . . . , yn) ∈ X �������G

(x � y) ���= (xi � yi ��� �
�� i ∈ N),

(x � y) ���=  x � y" �  ∃ i ∈ N ������ 	�� xi > yi"'

L��� ��� ��
���
�� ���
�����
�� �
� 
� ����� !��. �����
�
� ��� ���
��
�� ����	� ��
������
�� X � ��
���.�� 
� �
� ���� �������� x, y ��
X 
���
��� ��� ������ 
��'

���� 7�� ����� 	��!� ���
��. ����� 
���
�
�� ��.���
���� �� X � ���
����1 !���� ���	��.
� 
���� ��

������ 
��	��� ����� ���
���
�� ��.�
���
���� �
���
������
� �� ����  m = 2" � ����  m = 3" ���
���'

H
�� ��.���
����� �� X ���
���5�
� �� ���� ���
���� �� �
��
���

�

	����.� 	�� ��.���
����� x 
����� ������	�����.
�� ��.���
����� y�
�' �' xPy� �
�� 8	�
�� ���
�� � x ��
.��� 	�� � y9� � ��.���
����� x � y
!�������	
� �� ��
���
�5 ���� � ������ �' �' xIy� �
�� 8	�
�� ���
�� � x
����� ��� ��� � y9' B�� ���� ��� x, y ∈ X �����
�5�
� ����������

(x � y) =⇒ (xPy), (x = y) =⇒ (xIy)

 
� 
� 
��!����"� � ��
���
�� R = (P ��� I) ����
������� 
�!�1 ��
���
����
�� �
���
��� X = {1, 2}n' L����� ���
�� 	�� 
���	�� 
����� ����

�� � ��.���
������ ������ 
���
���

�5 ���. ��� �� 
���
�
��' J����
�����!
� 
���
�
�� ��.���
���� �� ���� ���
��� ��

�����
� � M �'

B�
�. �����. M = {1, 2, 3}' B�� ���
�� �������� ��� �����������

�� ��.���
���� 
� �������� ��	�
��5 ���
����� �,,��� 
������

����
���
�� ��
�� 
��1
�� ���� ��.���
���� ������� 
��1
�����' ���������
��
�. ��.���
����� x � y �����������5�
� 
����5���� ��������� ����

��G x = (2, 2, 2, 2) � y = (1, 3, 3, 3)  ���
� !��� !� �������. y = (3, 1, 3, 3)�
(3, 3, 1, 3) ��� (3, 3, 3, 1)"' >�� 
�!��� ���
�� ����5�
� 
�
���
����� ���

���
���� ��
���
�1 � � � ��� �5!�1 ����
��
���� �� ������
�� � ���
��	�� �� ����������� 
��	��� ����� m = 2'

H
�� ��� 
���
�
�� x � y �����
��. ������� 
��������
�� �� ���
���
�� ��� x ����	��G 2+2+2+2 = 8� � ��� y 
�1���� 	�� 1+3+3+3 = 10' B��

���.�� 10 > 8� �� 
����

� ����� ������� ��.���
����� y ������	�����.�

��� 	�� x' A
�����	
�1 ����� ���
� 
�����.� �
���� �� �������

���
������� 
���
�
��  ���� ������� ����
���
�� J����"� 
����

� ��������

|{1 � i � 4 : xi > yi}| = 1 < 3 = |{1 � i � 4 : yi > xi}|,
��� |Y | ��
�	��� 	�
�� �����
��� � �
���
��� Y ' < �!��� 
��	��� ����
���� 
���
�
�� 
�
�� �����

����
�1 ��������G 
����� ���
�� ��������
�����
�
���5�
� ��
����� ���
����'

C



N �����1 
����
�� �
����������� ���
�� 1� 2� 3 � ����G 1 F 
��
��
������ 2 F 
���
�� 3 F �	�
. ������� �
������
� 
��
����
� �

�� 	��
��
���.�� �����
� x 
������� ��
.��� 	�
�� 
����� ���
��� �� �
 ����
��
 !��. ������	�����.
�� y' >�� ������� � ���� 	�� � ��������

��

�������� 
����� ���
�� � ��.���
����� 
� ����� !��. �����

�����
�

������� ��
����� ���
����  �����	�
��� ������
�� ���������� 
��.��
���	���. �!��� ��	�
��� ��
���������
�� ���������� �
�� ��
��
�����
��� �
�������
. ���!����
���"' 0���� �!������ � �����

�� 
��������
!���� �
��
���

�� ��������  
�������" 
���
�
�� 
�!���� ���
�� ��.�
���
���� x � y ������
� ����	�� �������	
 �� �	��� �	��	� ������  �!�!�
��5��� �
�����	
�� ������� ��� m = 2"G

(xPy) ���= ( � x ��
.�� 
����� ���
��� 	�� � y ).

7�� ����� 	��!� ���������. ��
���
�� P !���� ��	
�� 
�� �����!���
�
�!��� �!��
�	�
��  ��� �5!�� m"� �
���.������ �
5�� � ���.
�1���' 7��
x = (x1, . . . , xn) ∈ Mn � j ∈ M �!��
�	�� 	����

vj(x) = |{i ∈ N : xi = j}| 	�
�� ���
�� j � ������� x'  #'#"

O

�� 	�� 0 � vj(x) � n ��� �
�� j ∈ M �

m∑
j=1

vj(x) = v1(x) + v2(x) + · · · + vm(x) = n ��� �
�� x ∈ X.  #'$"

< ��!���� 2%� &3 � ��

����������� 
��	��� ����� m = 3� A��
����� �
O��!� ���������� 
���� ��������� �������	� P 
���
�
�� ��.���
����
x, y ∈ X G x 
����� ������	�����.
��� 	�� y� �' �' xPy� �
�� �����
�
�
���� !� ��
� �� ���� �
����1G #" v1(x) < v1(y)� ��� $" v1(x) = v1(y) �
v2(x) < v2(y)' < �������

�� ���� �������

v1(x) = v1(2, 2, 2, 2) = 0 < 1 = v1(1, 3, 3, 3) = v1(y),

������� xPyP ��� ����� ��� ���
�� 
����� ���
��  � y" 
� �����

����
5�
� 
������� �
�������
� 
����� ��
����� ���
����' < 
���� ��!��
2�� %� &� #%3 A��
������ Q�!���� � O��!� ��
������ ��
�������� ,�
��
��1 ������	��
�� ��� ���������� ��
���
�� 
���
�
�� P � 
������ ��

 ���

��� ��������
�
�
�� ��
���
�� P ��� 
��!��� �������' >�� ����
��� ����� �����
���
. ��� �
����� �������
�� ������

���� �!��
��� �
�����
�� :�

�� 2*� C3'

������� �����	�
����
��

)



H
��
���

�� �!����� ���
����� 
����5���

�
�
�
� ����	�
 �����
 �����	�����	
 ����������	� ��	 ���������

�������� �����	
� �	�� P  ��� ��	 m = 2 	 m = 3" �� ������ ���	��

���
���� �	��� ������ m > 3'
������
������ ��!��� ��
����
� ����
�5 ���1 ����	�' A ���

�� ���

�5!�� 	�
�� ���
�� m > 3 � ��!���
#" ����������
� ��������� ��
���
�� ������	��
�� P ��� 
���
�
��

��.���
���� �� 	�
�� 
����� ���
��P
$" 
�����
� ��
�������� ,�
���1 ������	��
�� ��� P � �������5���

��
�������� A��
�������O��!� 2�� &� #%3 � 
����
���

�� 
 ���

��� ���
������
�
�
�� 
��!��� ������� P P

�" 
�1��
 �������� �������	�
��  ��
���

�� ����
��������1" ��.�
���
����P

%" ������
� ��
�� ,������ ��� ,�
���� ������	��
��� 
������1 �

������
���� ������� ������� x = (x1, . . . , xn) ��� ���������1 
���� ���
��� �!������ 	�� 	�� !��.�� ���� 
����� ��� !���� P �������	�����.
�1
������
� ��.���
����� x ∈ X '

6

��
�� �����.���� 
�
�����1 ��!��� � ������1 ,���� ������
� �
2)3� � ���
�� ������
�� ��
������	�
��1 ������ ������
� � 2#�3'

�� ��	������ ��������� �	���������� � ��� �������


���� ��	������ ��������� �	����������� < ��
���
�� ��������
#'$ � #'% �
��
���

�� �!�!��
��� ������� 
���
�
�� ���� ��.���
����
�� ��

������������ �
���
��� X = Mn ������
� ��������� �������	�

P  ��������" ����������	
 �� �	��� �	��	� ������� ������� ������
�

����5��� �!�����  
�' 2�3R2&3 � 2#%3 ��� m = 3 � 2)3 � 2#�3 ��� ��������.�

�� m � 3"G �
�	��� ��.���
����� 
���
���5�
� �� 	�
�� ���
�� 1� �
!���� ������	�����.
�1 
	�����
� ��.���
����� 
 ��
.��� 	�
��� �����
���
��� � �
�� 	�
�� ���
�� 1 � ��.���
������ 
������5�� �� 
���
�
��
����
����� �� 	�
�� ���
�� 2� ��� ���� !���� ������	�����.
� ��.���
��
���� 
 ��
.��� 	�
��� ���
�� 2� � �
�� � 	�
�� ���
�� 2 � ��.���
������

������5�� �� 
���
���5�
� ����	�
��� ���
�� 3 � ��.���
������ � ���
����� �� ����������������� ���
�� m − 2� �� 
���
��� �
�� � �!��� ��.�
���
������ 
������5� ����	�
��� 
������
���5��� ���
�� 1, 2, . . . , m−2�
�� !���� ������	�����.
� ��.���
����� 
 ��
.��� 	�
��� ���
�� m − 1
 
�' 
 
���
���
���  #'$""'

D
���.��� �!��
�	�
��  #'#" � �	������ 
���
���
��  #'$"� ���������
��
���
�� ������	��
�� P ��� �5!�� 	�
�� ���
�� m � 2 ���
� �����

(



��
��. � ����G �
�� x, y ∈ X � ��  8x 
����� ������	�����.
�� y9"

(xPy) ���=
(

���
����� 1 � i � m − 1 ������ 	�� vj(x) = vj(y) ���

�
�� 
������ 1 � j � i − 1 � vi(x) < vi(y)
)
;

��� �!�	
�� ���
. ��� i = 1 ��
��� �
����� 8vj(x) = vj(y) ��� �
�� 
������
1 � j � 09 � ����
� ��
��
�����' D
��� 
�������

P =
{
(x, y)∈X×X : [v1(x)<v1(y)] ���

2v1(x)=v1(y) � v2(x)<v2(y)3 ���

2v1(x) = v1(y) � v2(x) = v2(y) � v3(x) < v3(y)3 ���

. . . ���

2v1(x)=v1(y) � v2(x) = v2(y) � . . . � vm−2(x)=vm−2(y)

� vm−1(x)<vm−1(y)3
}
.

�� �������
�� �
�1 ���1 ��!��� 
�
 !���� �
����
����. �����
 �!
��
������	�
��� 
��1
���� ,�
���1 ������	��
�� ϕ ��� ��
���
�� P
 
�' ��
�� ������� #'#"� �' �' ����� ,�
���1 ϕ : X → R� ��� �������
�����
�
� �
�����G

∀x, y ∈ X : xPy ⇐⇒ ϕ(x) > ϕ(y).  $'#"

7�� ����� 
�� �����!�5�
� 
��1
��� ��
���
�� P � �������� ��� !����
������
�� ������5� �� 
��1
�� ���
������,�	�
���� �������'

���� ����
 � ��������	
������� ��	���� � 7�� ������ 	�
��
k � 1 � �������� u = (u1, . . . , uk)� v = (v1, . . . , vk) ∈ R

k �����

(u ∠ v) ���= 2u1 < v13 ��� 2u1 = v1 � u2 < v23 ���

2u1 = v1 � u2 = v2 � u3 < v33 ��� . . . ���

2u1 = v1 � u2 = v2 � . . . � uk−1 = vk−1 � uk < vk3'

J�
��
�� ��
���
�� ∠ = ∠k 
� R
k� 
��������� ����	������	����	� ���

�
����� �!������ ����� �

��
��� 
��1
�����  
�������� 2#+� 
' )�R)*3"'
H
�� u, v, w ∈ R

k� �� �����G

 S'#" u ∠ v � v ∠ w =⇒ u ∠ w  ���
�����
�
�. ∠"P

 S'$" ¬(u ∠ v) ⇐⇒ v ∠u ��� v = u  ������
�� ∠"P

#+



 S'�" ��!� u = v� ��!� u ∠ v� ��!� v ∠ u  ���������� ∠"'

D
���.��� �!��
�	�
��  #'#"� ��� x ∈ X ��������� 
���1 ������

v(x) ���= (v1(x), . . . , vm−1(x)) ∈ {0, 1, . . . , n}m−1.  $'$"

0���� ��������� ��
���
�� P � �����

�� � M $'#� ��������
� 	���� ���
��
�����,�	�
��1 ������� ∠ ��� k = m − 1 � ����G

∀x, y ∈ X : xPy ⇐⇒ v(x)∠ v(y).  $'�"

���� �������
 ��������� P � 6!��
�	�� �����
�
�� � ��
���
�5
P 	����

P c = (X × X) \ P = {(x, y) ∈ X × X : (x, y) �∈ P},

� �

���  $'$"�  $'�" �  S'#"R S'�" ����	��� �������� �������� P � �������
������
� � 
����5��1 �����'

!�  
 ���� ��
 ����� x, y, z ∈ X 	����G
 T'#" xPy 	 yPz =⇒ xPz  �����	�	�����
 P "P
 T'$" xP cy ⇐⇒ ¬(xPy) ⇐⇒ yPx 	�	 v(y) = v(x)  ���	���	� P "P
 T'�" �	�� v(x)=v(y) �	�� xPy �	�� yPx  ����!����
 ��
�����
 P "P
 T'%" xP cx  ���	�������	�����
 P "P
 T'&" xP cy 	 yP cz =⇒ xP cz  ���	�����
��
 �����	�	�����
 P "P
 T'*" xP cy 	�	 yP cx  �������� P c"'

7�� ���.
�1���� �������� 	�� �� 
��1
��  T'$" �  T'�" ��������� 	��

(v(x) = v(y)) ⇐⇒ (xP cy) � (yP cx), x, y ∈ X.  $'%"

H
�� !�
��
�� ��
���
�� P �!������ 
��1
�����  T'#"�  T'%" �  T'&"�
�� �������� 	�� P �
�. ������ ���
��� 
� �
���
��� X '

B�
���.��� ��� �����
� ��
��� 
�
 �
����
��� ����
�����
��  $'#"� ����
	�� ��� �����!
��' N������
���5��� ��������
�� 
�!��
� � 
����5��1

��� �����'

!�  
 ���� "��������	� ��� ������ ��������
 �����	
 ϕ : X → R#

$���� ����� ������!	� ���������	
G
 U" ���	 ∀x, y∈X : xPy =⇒ ϕ(x)>ϕ(y) �� ∀x, y∈X : ϕ(x)=ϕ(y) =⇒

v(x)=v(y);
 V" ���	 ∀x, y∈X : ϕ(x)>ϕ(y) =⇒ xPy �� ∀x, y∈X : v(x)= v(y) =⇒

ϕ(x)=ϕ(y);
 W" ���	 ∀x, y∈X : xPy⇐⇒ϕ(x)>ϕ(y) �� ∀x, y∈X : ϕ(x)=ϕ(y)⇐⇒

v(x)=v(y).
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���� ��	��� ���"#��� �� $������ ϕ%�	����
�� ���� ������%
��� P � H
�� ��� ������� x ∈ X ����
�
� �
�	�
�� v1(x), . . . , vm−1(x)�
�� � 
��� 
���
���
��  #'$" �
�	�
�� vm(x) ��������
� ��
��
�	
�' N
�����1 
����
�� �� ����� $'$  V"�  W" ��������� 	�� �
�� ��
���
�� P
��������	�� ��� ������ 
�������1 ,�
���� ϕ� �� �������	��� 	��!�
∀x, y ∈ X : v(x) = v(y) =⇒ ϕ(x) = ϕ(y)' <
����
�� ��������
��  $'$"�

�1���� 	�� ��� �
����� ���
� ����
��. � ����  
��� ��� �
����� !��
��� ,����������. ��� �����
 ���	��� ��� ,�
���1 ������	��
�� ϕ ���
��
���
�� P "G

∀x, y ∈ X :
(
v1(x) = v1(y) ∧ · · · ∧ vm−1(x) = vm−1(y)

)
=⇒ (ϕ(x) = ϕ(y)).

 $'&"

/
�����  $'&" ��
�	���� 	�� ,�
���� ������	��
�� ϕ ��� P 
��!������
�!������ ��� 
��1
����� 	�� �
� ���
����� ���
�� �
�	�
�� 
� ���������
��.���
������� ������
��� ������� ����
�����
� ��
����  	�� ���
�
�
�������������. ��� �������� �������	�������
 ��	���	�� ��� ����

�	�����
 ������� N � �' �'"'

���� &�
��� '����
��������� ��
"��� ��	���
 P � B�
���.��
��
���
�� P ������
� 
��!�� �������� 
� X � �� ��� ��� ���
�
�� ����

� �����
��. ��
�
�	�
��5 ��

������5 ��������� ������� %��	�������

����	 2#� ##3� ������� 
�����
���
� 
��� � ������ ���
�5 ���. � ���.�

�1���'

B�
�. P F �5!�1 
��!�1 ������� 
� ��
�	
�� �
���
��� X ' B������

X ′
1 = {x ∈ X | ¬∃ y ∈ X : yPx} = {x ∈ X | yP cx ∀ y ∈ X}.

?
���
��� X ′
1 
���
�� � 
��� ���
�����
�
�� � �
����,���
��
�
�� ���


���
�� P � ��
�	
�
�� �
���
��� X ' H
�� X \ X ′
1 �= ∅� �� ���������


���
��� �
���
���

X ′
2 = {x ∈ X \ X ′

1 | yP cx ∀ y ∈ X \ X ′
1}

� �������� 	�� X ′
2 ⊂ X \ X ′

1� ������� X ′
2 ∩ X ′

1 = ∅' 7���� �� �
������
�
�� k � 3� 
�����
���5���
� 
���
��� �
���
��� X ′

1� X ′
2� . . . � X ′

k−1 ⊂ X
��� ��������
� � X \ (X ′

1 ∪ · · · ∪ X ′
k−1) �= ∅� �� �������

X ′
k = {x ∈ X \ (X ′

1 ∪ · · · ∪ X ′
k−1) | yP cx ∀ y ∈ X \ (X ′

1 ∪ · · · ∪ X ′
k−1)}

� �������� 	�� X ′
k ⊂ X\(X ′

1∪· · ·∪X ′
k−1)' 0�� ��� �
���
��� X ��
�	
�� ��

���
�

�� ��������� �������
� 
� 
�������� ���� s� � �����.���� 	��� ���
��	�� s �
���
�� X ′

1, . . . , X
′
s ������ 	�� X ′

s = X \(
⋃s−1

�=1 X ′
�)� X =

⋃s
�=1 X ′

��

#$



���	�� X ′
k ∩ X ′

� = ∅ ��� k �= �'  -
�	�
�� s ��� ���	������ 
��� 
��!��
�� ������� P �� M $'# !���� ��	�
��
� 
��� � ����� %'% V""' ����
���
����
�� ������� 
������
�� �
���
�� X ′

k� k = 1, . . . , s� �������

X� = X ′
s−�+1 ��� � = 1, . . . , s.

0���� X1 = X \ (
⋃s

�=2 X�)� X =
⋃s

�=1 X� � X� ∩ Xk = ∅ ��� � �= k'

D���
�
�  2#3� 2##3"� 	�� 
��!�1 ������� P ��
��
�	
� ��������������

� 
�!���� �
���
�� {X�}s

�=1� 
��������� ���������� ������� %��	���

��������	 
��!��� ������� P � � ���

�� ��.���
����� x ������	�����.�

�� ��.���
����� y ����� � ���.�� ������ ����� x ����� � ���

� �����
����
�
�
�� 
 !X��.��� 
������� 	�� ������ ��
�
�	�
��� ��
������
��
 
������ ������	��
�� 
�" X ' B������ ����
������
�.  $'#" ��
���
�� P
��� ������ 
�������1 ,�
���� ϕ ����
���� 
����5��5 ��������
�
�5
�
����������5G ,�
���� ϕ : X → R ����������� � ����������  ��� �����
������
� ��
���
����" ������� %��	����������	 {X�}s

�=1 
��!��� �������
P � �
�� ������ !� 
� !��� x, y ∈ X � �����
���
� �
�����G

(ϕ(x) > ϕ(y)) ⇐⇒ (∃ 1 � � < k � s ������ 	�� x ∈ Xk � y ∈ X�).  $'*"

�� (�	���	��
��� � ��$ � �)���
 �

���!���� ���
��� ����
�� ��

����������� ����	� ����������
�� ����
�� ��� m = 2� �' �' ����� M = {1, 2} � X = {1, 2}n� ��� 	�� x = (x1, . . . , xn)
����� � X ⇐⇒ xi = 1 ��� xi = 2 ��� �
�� 1 � i � n' 7�� ����� 	��!� ���
��	��. 
�������5 �
�����5 � �!��� 
��	��� ����� m > 2� � ���� �������
��������
� ���
�� ����
�� �����

�1 ����	�� ������� �
��
���

�� �!�
����� ����� !��. �
������������
� ��� ����	� ����
���
��  �����!
��

�' 2$� ;���� %3"� ��� ���
�� 1 � 2 ����� ��
�	��.� 
�������� 1 F ����
��� � 2 F ��� ��� 1 F ������
��. � 2 F ���
��.' J�
��
�� ��
���
��
������	��
�� P �� M $'# 
� �
���
��� X ����� ���

P = {(x, y)∈X × X : v1(x) < v1(y)} (���	�� v1(x) + v2(x) = n),  �'#"

�' �' 
���
�
�� �������� x � y �
���
������
� ���. �� ��
��� ���������
F ����	�
��� ���
�� � ���� ��������  ��� ������ �' �' v2(x) = n − v1(x)"'

A�
������	�
��� 
��1
��� �5!�1 ,�
���� ������	��
�� ϕ ��� P ����

�  ��	�� ���������	�
��" �������. 
����5��� �!�����G ��
���
��  �'#"
��������	�� ��� ������ ,�
���� ϕ : X → R  ���� ��������
�
�� 
����
�

�  $'*" ,�
���� ϕ 
����
���
� 
 
���1
���� {X�}s

�=1 ���

�� ��������
��

�
�� 
��!��� ������� P " � ��� � ���.�� ��� 
��	��� ����� ��� �5!��

#�



x, y ∈ X �
� ������������� ���� �
������  
�' M #'�"G

�
�� v1(x) = v1(y)� �� ϕ(x) = ϕ(y)� �  �'$"

�
�� x � y� �� ϕ(x) > ϕ(y)'  �'�"

7�� ����� 	��!� ������. ���� ��� �5!��� ������� x ∈ X �������

x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
v1(x)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
v2(x)

),

�' �' ��
������� ������
��� ������� x � 
��!���5��� �������� � �
��
��
��� �
�� �������� �� X 
 ����� �!����� �������	�

��� ������
��
���� �!��
�	�� 	���� X∗' -���	��� 	�� v1(x∗) = v1(x) � v2(x∗) = v2(x)�

�1���� 	��  �'$" ��������
�
� �
����5

ϕ(x) = ϕ(x∗) ��� �
�� x ∈ X,  �'%"

� � 
��� ��������
�� ��
���
�� � �� M #'� ����	��G

(x � y) =⇒ (v1(x) < v1(y)) ⇐⇒ (x∗ � y∗) ⇐⇒ (x∗Py∗) ⇐⇒ (xPy).  �'&"

0���� �!������ ��
���
�� P � 
���

�� 
� �
���
��Y X∗ ��.���
���� 

�������	�

��� ������
������ � ��	
�
�� 
�������� 
 	�
��	
�� ������
��� � 
� ���� �
���
���� ������1 � ��1
������.
�
�� ������
� �	����

��� ���
���� 
� X∗'
0�� 	�� ��  $'#" ������5� �
�����  �'$" �  �'�"� 
���� 
������ ��  $'&"

��� m = 2 �  �'&"  � ����� �� ���
��� 
������� 
 ���1 ����������1 !����
����. ��
�� ��� ��������.
�� m"' 6!���
�� ��  �'$" �  �'�" ��������  $'#"�
��
���.�� � 
���  �'&"�  �'�" �  �'%"

(xPy) ⇐⇒ (x∗ � y∗) =⇒ (ϕ(x∗) > ϕ(y∗)) =⇒ (ϕ(x) > ϕ(y)),

� ������ !��������  �'#"�  �'$" �  �'�"�

¬(xPy) ⇐⇒ (v1(y)<v1(x)) ∨ (v1(y)=v1(x)) ⇐⇒ (y∗�x∗) =⇒ (ϕ(y)�ϕ(x)),

������

(ϕ(x) > ϕ(y)) ⇐⇒¬(ϕ(y) � ϕ(x)) =⇒¬(¬(xPy)) ⇐⇒ (xPy),

	�� � ���!�����
. �
��
����.'

O�
�� ������
�� ��� ,�
���� ������	��
�� Φ ��� ��
���
��  �'#"�
����
	�����5��1 ������� � �
���
��� X∗ � ���
�����5��1 !���� �����
��	�����.
�1 ��.���
����� !��.��1 ���������1 
����� ���
� ������.
�� 
����5���� �������� � ������� 
��
�1 �
���
 � ������� ��
�	��� ���
���������1 
����� ���
�1 �
�	�
�5 Φ 
� ���� �������G

#%



��� n = 2G (1, 1)1� (1, 2)2� (2, 2)3P
��� n = 3G (1, 1, 1)1� (1, 1, 2)2� (1, 2, 2)3� (2, 2, 2)4P
��� n = 4G (1, 1, 1, 1)1� (1, 1, 1, 2)2� (1, 1, 2, 2)3� (1, 2, 2, 2)4� (2, 2, 2, 2)5P
��� n = 5G (1, 1, 1, 1, 1)1� (1, 1, 1, 1, 2)2� (1, 1, 1, 2, 2)3� (1, 1, 2, 2, 2)4�

(1, 2, 2, 2, 2)5� (2, 2, 2, 2, 2)6'
��������� ��� x ∈ X ���
� �������. Φ(x) = 1

2

[∑n
i=1 xi − v1(x)

]
+ 1'

6�
���� ����	��� 	��
∑n

i=1 xi = v1(x) + 2v2(x) � v1(x) + v2(x) = n� ��
5��

�1���� 	��

Φ(x) = v2(x) + 1 = n − v1(x) + 1 =
n∑

i=1

xi − n + 1.  �'*"

@�
���� Φ ������������� �
����5  �'$"� � ����� �
����5  �'�"G

(x � y) =⇒ (x∗ � y∗) ⇐⇒ (v1(x) < v1(y)) ⇐⇒ (Φ(x) > Φ(y)),

������� �
� ������
� ,�
����1 ������	��
�� ��� ��
���
�� P ��  �'#"'

B�
����� ���

� ��������
�
�
�� {X�}s
�=1 ��� ���	������ ��
���
��

P ' B�
���.�� yP cx ⇐⇒ v1(x) � v1(y) � 
���  �'#"� �� �����G

X ′
1 = {x ∈ X : v1(x) � v1(y)∀ y ∈ X} = {x ∈ X : v1(x) = 0} = {( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

n

)},

X ′
2 = {x ∈ X : 0 < v1(x) � v1(y) ∀ y ∈ X ������ 	�� v1(y) > 0} =

= {x ∈ X : v1(x) = 1} = {x ∈ X : x∗ = (1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−1

)},

� � �!��� 
��	�� ��� k = 1, . . . , n + 1 
������� 	��

X ′
k = {x ∈ X : v1(x) = k − 1} = {x ∈ X : x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k−1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−k+1

)}.

N���������.
�� ��� � = 1, . . . , s� ��� s = n + 1 = C 1
n+1 = C 2−1

n+2−1� �����G

X� = X ′
s−�+1 = {x ∈ X : v1(x) = s − � = n + 1 − �} =  �'C"

= {x ∈ X : x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n+1−�

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
�−1

)},  �')"

��� � 
���  �'*" ����

���  �'C" ���
� ������
��. � ���� X� = {x ∈ X :
Φ(x) = �}' Z���� ����� ��� ���
� ��  �')"� �����	�� �������	�
�� �
��
��
��� X∗  �
���.����

�1 � � �������

�� ���� �������" 
�
���� �

#&



��
���������.
�� ����
���
�� �������� ����G

x∗(n1) = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1

) ��� 0 � n1 � n,  �'("

�' �' ����� 
���� n1 ��
���������.
� ���
����� �
�	�
�� 0, 1, . . . , n'

-������� 	�� � 
���  �'*" Φ(x∗(n1)) = v2(x∗(n1)) + 1 = n1 + 1' [�
��
n1 + 1 
�������
� ���
������ ������� ������� x∗ = x∗(n1) ��� ����
��

�� ���������	�
��� �������	�
�� X∗ � �!��
�	���
� 	���� alg(x∗)'
B�
���.�� ��� �5!��� x ∈ X ����� v2(x) = Φ(x) − 1� �� x∗ = x∗(n1) ���
n1 = Φ(x) − 1� � ������� Φ(x) = Φ(x∗) = alg(x∗)' >�� ����������� 	��
Φ : X∗ → {1, . . . , s} �
�. !������� 
����
�5��� ���������	�
��1 �������
X∗  � ��� 
��
��� 	�� alg(x∗) > alg(y∗) ⇐⇒ Φ(x∗) > Φ(y∗)"' Z���� �����
��  $'#" ��� ϕ = Φ ����5	���� 	��

∀x, y ∈ X : xPy ⇐⇒ alg(x∗) > alg(y∗).

�� ��	���
����� �  ��������� �	����
������

< ���� ������� �
���
�� ����	� � ����
������
�� ��
���
�� P ���

���
���� ,�
���� ϕ !���� 
����
� � ��������
�5 ,�
���� ϕ 
� 
������
��� ����
���
��� X∗ ⊂ X � 
� ������� ��
���
�� P ������
� �	������

���
����� �' �' P 
� X∗ � �����
�
�� � �
������  :'#" �  :'%" ����� $'#
������������� ��� � �
����5

∀x, y ∈ X∗, x �= y : (xPy) ∨ (yPx).  %'#"

���� ��	���
�����  ��*����
 N � ��
��� "��	
������� Z��
����	�
� � ������� $'%� ��� ����� 	��!� ,�
���� ϕ : X → R ����
�������
��
���
�� P � 
��!������� 	��!� �����
���
. �
�����  $'&"� �' �' 	��!�
�
�	�
�� ϕ(x) 
� ����
���
. ��� ����
��
���� ��
���� ������
�� ������
�� x = (x1, . . . , xn)'

�����
��� 	�� ������������� ��������� N = {1, . . . , n} 
�������
�
�5!�� !������ σ : N → N ' @�
���5 σ !���� 
������. ���
�� ��������

������� !�� 

���� 
� �
���
��� N  ������� �
5�� 
��� ,��
�����
�"'

N������ 	�� ��.���
����� y ∈ X = Mn %��	�������� ��.���
�����
x ∈ X � 	�� ����
�����
� � ���� y ∼ x� �
�� 
���
����� ����
��
���� σ
������ 	�� y = x ◦ σ� �' �' yi = xσ(i) ��� �
�� i ∈ N ' B�
���.�� ����������
���� ����
��
���� �
�. 

��� ����
��
����� �� �

�� 	�� ∼ �
�. ��
���
��
��������
�
�
�� 
� �
���
��� �
�� ��.���
���� X ' 6!��
�	�� 	����

x̃ = {y ∈ X : y ∼ x} = {y ∈ X : ∃ ����
��
���� σ ������ 	�� y = x ◦ σ}

#*



���

 ��������
�
�
�� ������� x ∈ X � 	���� X̃ = X/∼= {x̃ : x ∈ X} F
,�������
���
��� �
���
��� X �� ��
���
�5 ��������
�
�
�� ∼' Z��
�!�	
�� �����G (x̃ = ỹ) ⇐⇒ (x ∼ y)� (x̃∩ỹ = ∅) ⇐⇒ (x �∼ y)� �

⋃
x∈X x̃ = X '

7�� ���.
�1���� �������� 	�� � 
��� 
���
���
��  #'$" 
 �	���� �!��
�
�	�
��  $'$" 
���������� ����

���G

x̃ = {y ∈ X : v(y) = v(x)}, x ∈ X.  %'$"

6�
5�� � ��  $'%"  ��� ��������������
� ��
���
�� !�������	�� I� �����
����

�� � ������� #'#" 
������� 	�� x ∼ y ⇐⇒ v(x) = v(y)⇐⇒ xIy 
� X �
�' �' ��
���
�� ��������
�
�
�� ∼ 
�������� 
 ��
���
��� �������	�	
 I�
�������

�� 
������ ������	��
��� P ' ���� � ����
���
�� �� ��
���
�
�� �
���.��5�
� �!� 
������ ∼ � I ��� ��
���
�� !�������	�� �� �����
����� ���

 !�������	�� x̃ �����
�� x ∈ X �
���� �!��
�	���
� 	���� I[x]'

< 
��� 
����

��� ���� !���� �
���. ,�
���5 ������	��
�� ϕ ���
P � �����������5��5 �
����5  $'&"  
��� ��� �
����� �
���� !���� ,����
�������. � ���� ��
�1 �� ��
��� ��� ϕ"G

�
�� x, y ∈ X � x
I∼ y� �� ϕ(x) = ϕ(y)'  %'�"

/
�����  %'�" ���
� ����
�������������. 
����5��� �!�����' B�������
��  
��1
���� ��	�
���� ���
��" ������ N ����
� !��. 
�����
���  ����

�����
�"� ������� �� ����������

�� �
�	�
��  8���������
�� �
�
��9"
ϕ(x) ��� ��.���
����� x = (x1, . . . , xn) 
� ����
� ����
��. �� �������

������
�� 	��
�� ������ N � �� �
�	��� � �� ������� 
������
�� �� ���
��
x1, . . . , xn' :���

��� �  %'�" ���
� ����� ������
��. � ���� ϕ(x1, . . . , xn) =
ϕ(xσ(1), . . . , xσ(n)) ��� �5!�1 ����
��
���� σ' B�
���
�� �����
�
� �����
� ���.�� ������ ����� ,�
���� ϕ �	�����	��� ��� ,�
���� n ������
�

�� F ��� 
��1
��� �������� ��� 
��������5 8�����
�5 �����

���59

��1
�� �� N ��� 8�
�
��
�
�.9 ���
��� �� N '

���� +
���	��
)�� ��������� P � N �����1 
����
�� ���������
��
��  %'�" ��
�	���� 	�� ,�
���5 ϕ : X → R ���
� �������
� 8��
�

���
���
��.9 
� ,�������
���
��� X̃ � �������

ϕ̃(x̃) = ϕ(x) ��� x̃ ∈ X̃,

��� x � �����1 	�
�� ����

��� ��������� ���

 ��������
�
�
�� x̃P �����
	��� ������ 	�
�. �� ���	�	� �� ����
�������� y ���

� x̃G ��1
������.
��
�
�� y ∈ x̃� �� y ∼ x� ������� ϕ(y) = ϕ(x) � 
���  %'�"' 6!���
�� �
�� ������

��!� ,�
���� ϕ̃ : X̃ → R ��� 
�1��
�� �� ������� ϕ(x) = ϕ̃(x̃) ��� �
��

#C



x ∈ X � ������ � ��
������
�5  %'�"' N���������.
�� ��� ����
�� �
����

�1 ����	� ����������
�� �� ������� $'# ���
� ����
�	��.
� ���
���
,�
���1 ϕ̃ : X̃ → R'

6�������� !�
��
�� ��
���
�� P̃ 
� X̃ ��� �� ��������� 	�� � P
� ������� M $'#' 0�	
��� �
�� x, y ∈ X � y ∼ x� �� ������ y ����	�
 ��
������� x ����
��
����1 ������
�� ������� x� � ������� vj(y) = vj(x)
��� �
�� j∈M ' >�� ��������� �������
� �������. ṽj(x̃)=vj(x)� j∈M � �

ṽ(x̃) = (ṽ1(x̃), . . . , ṽm−1(x̃)) ��� �
�� x̃ ∈ X̃� � ����� ���������. ��
���
��

P̃ ⊂ X̃ × X̃ �� �������  
�' 
  $'�""G

�
�� x̃, ỹ ∈ X̃� �� (x̃P̃ ỹ) ���= (ṽ(x̃)∠ ṽ(ỹ) � R
m−1)'

0�� ��������

�� ��
���
�� P̃ 
� X̃ 
�������
� ������	���	�� ��
����

�� P �� ��
���
�5 !�������	�� ∼ � ������
� �	������ ���
���� 
� X̃'
[��!� ������. ���� ��
����	
� ���. ��������.� 	�� �
�� x̃, ỹ ∈ X̃ � x̃ �= ỹ�
�� x̃P̃ ỹ ��� ỹP̃ x̃' B�
�. x ∈ x̃ � y ∈ ỹ' 0�� ��� x̃ �= ỹ� �� x �∼ y� ������
v(x) �= v(y)� 
� ṽ(x̃) = v(x) � ṽ(ỹ) = v(y)� ������� ṽ(x̃) �= ṽ(ỹ) � R

m−1' 0���
�� �� 
��1
���  S'�" ���
������,�	�
���� ������� ∠ = ∠m−1 ���������

	�� ṽ(x̃)∠ ṽ(ỹ) ��� ṽ(ỹ)∠ ṽ(x̃)� �' �' x̃P̃ ỹ ��� ỹP̃ x̃'

B��������� ��

����
�� ��������5�� 	�� 
����������

!�  
 ���� $������� ������� ����������	� P ��������	�� ��	 �����

!	 �����		 ϕ �� X ����� 	 ���
�� ����� ����� ��� ������	���	
 P̃
��������	�� ��	 ����!	 �����		 ϕ̃ �� X̃#

���� ,��������� �	����
������ ��
���� "��	
������� [��!�
�!���	��. ��!��� 
 ���

��� !�������	��� � ������ ���

� x̃ = I[x] ∈ X̃
������� 
�������1 8����
�19 ����
�������. x∗ = (x∗

1, . . . , x
∗
n) ��� �����

�� 
����5���� ��������
�� �! �������	�
�� ������
�� ������� x ∈ X '

!�  
 ���� ��
 ������ x ∈ X �������
 ��	��������� ������ x∗∼x 

���������� ���������� ����	�
����
�� ������ x̃  	�	 ������ x" ����� 

��� x∗
i � x∗

i+1 ��
 ���� i ∈ {1, . . . , n − 1}#

-��
�
���
����� 7�� ������� x = (x1, . . . , xn) ��
����	
� �������.
x∗ = x ◦ σ� ��� ����
��
���� σ ������
� ��������G

σ(1) = min
{

k ∈ N : xk = min
i∈N

xi

}
,

� ����� ��
���������.
� ��� � = 2, . . . , nG

σ(�) = min
{

k ∈ N \ {σ(1), . . . , σ(� − 1)} : xk = min
i∈N\{σ(1),...,σ(�−1)}

xi

}
.

#)



N������ �������.� 	�� ����
��
���� σ� ���������� � x∗� ���������

�� ���!�� ������� 
���
��
�	
�� ��
���� 
�� ������ x∗ ���

���
�
 ���
������� x ∈ X ' 7�1
������.
�� ��
�. y∗ ∼ x � y∗

i � y∗
i+1 ��� �
��

i ∈ {1, . . . , n − 1}' B�
���.�� y∗ ∼ x � x∗ ∼ x� �� y∗ ∼ x∗� �������� ���
����	�
� ����� vj(y∗) = vj(x∗) ��� �
�� j ∈ M ' 6
����
. �������.� 	��
�' �' ������
��� � �!��� �������� x∗ � y∗ ��
������
� � 
��!���5���
�������� �� y∗ = x∗' �

D� ����� %'$ ���
�� 	�� ��
���

�1 ����
�������. ���

� x̃ �����
���G

x∗ = (

n︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

v1(x)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
v2(x)

, . . . , m − 1, . . . , m − 1︸ ︷︷ ︸
vm−1(x)

, m, . . . , m︸ ︷︷ ︸
vm(x)

),  %'%"

��� 	�
�� vj(x) ��� ,����
��� 
��!���� ��
�	�5� ���
� 
������
���5�
��� ������

�� �����������'

< ������ ���

� !�������	�� x̃ �� X̃ ������� ��
���

�1 ����
���
�����. x∗ ∈ X � ��� 	�� x̃ = x̃∗� � �!��
�	�� 	����

X∗ = {x∗ : x ∈ X} ⊂ X

�
���
��� �
�� ��
���

�� ����
��������1' B�
���.�� x∗ ∼ x� �� ϕ̃(x̃)=
ϕ(x) = ϕ(x∗) � ṽj(x̃) = vj(x) = vj(x∗) ��� �
�� j ∈ M � ������� �
��
�!��
�	��. 
���
�� !�
��
��� ��
���
�� P 
� �
���
��� X∗ × X∗ ⊂
X×X 

��� 	���� P � �����������.� 	�� P ����
������ 
� X ��� ������
,�
���� ϕ� ��

∀x∗, y∗ ∈ X∗ : x∗Py∗ ⇐⇒ ϕ(x∗) > ϕ(y∗),  %'&"

�' �' P ����
������ � 
� X∗ ��
���
���� ��1 �� ,�
���� ϕ' N �����1

����
�� �
�� ����� ��
��  %'&" ��� 
�������1 ,�
���� ϕ : X∗ → R� ���
��������� ϕ 
 �
���
��� X∗ 
� �
� �
���
��� X ��� ������ ����

���
ϕ(x) = ϕ(x∗) ��� �
�� x ∈ X � 
�1���� 	�� �����
�
� 
���
���
��  $'#"'
0���� �!������ ����
�����5��5 P ,�
���5 ϕ ��
����	
� ���������.
���. 
� �
���
��� ��
���

�� ����
��������1 X∗'

< �����
�� ��
���

�� ����
��������1 ��
���
�� !�������	�� I ����

� �������. � ����G

�
�� x, y ∈ X � �� xIy ⇐⇒ x∗ = y∗'  %'*"

D� 
��1
��  :'#"�  :'%" �  :'�" ����� $'# �  %'*" 
������� 	��  
���
��" P
������
� �	������ ���
���� 
� X∗  
�' 
�	��� M %"' Z���� ����� ��������

#(



	�� 	�
�� �����
��� � �
���
���� X̃ � X∗ 
��������  !�����5 b �����

X̃ � X∗� 
����
�5��5 ��
�1
�� �������� ���
� ���������.� 
��������
�� ������� b(x̃) = x∗" � ���
�

|X̃ | = |X∗| = |X∗
n,m| = C m−1

n+m−1 = C n
n+m−1 =

(n + m − 1)!
n! (m − 1)!

,  %'C"

��� X∗
n,m �
�. !���� ��	
�� �!��
�	�
�� �
���
��� X∗' /
��
���� ��� ��

�
������ ��
�
����.
� n � 1 ��� �5!��� m � 1' B�� n = 1 �����
� x∗
1

�� {1, . . . , m} ���
� ��!���. m = Cm−1
m 
��
�!��� ��� �5!��� 
����� m'

0���� �!������ |X∗
1,m| = Cm−1

1+m−1' H
�� n = 2 � (x∗
1, x

∗
2) ∈ X∗

2,m� �� �����
�
x∗

1 = i ∈ {1, . . . , m} ���
� ��!���. m 
��
�!���� � �
�� ����1 �����
�
��!��
� �� � 
��� �������	�
�� x∗

1 � x∗
2 ������
��� x∗

2 ∈ {i, i + 1, . . . , m}
���
� ��!���. m − i + 1 
��
�!���� �' �'

|X∗
2,m| =

m∑
i=1

(m−i+1) = m+(m−1)+· · ·+1 =
m(m + 1)

2
= Cm−1

m+1 = Cm−1
2+m−1

��� �5!��� 
����� m' B����������� 	�� ��� 
����� n ,������  %'C"
����� ��
�� ��� �
�� 
������ m� �
��
���� �� ��� 
����� n + 1 � �
��
m' :�

������ ��������.
�1 �����
� (x∗

1, . . . , x
∗
n+1) �
���
��� X∗

n+1,m'
B����5 ������
��� x∗

1 = i ∈ {1, . . . , m} ���
� ��!���. m 
��
�!����
� �
������
� n ������
�� (x∗

2, . . . , x
∗
n+1) ∈ {i, i + 1, . . . , m}n ������ 	��

x∗
2 � x∗

3 � . . . � x∗
n+1� ���
� ��!���. �� ����������
�5 �
������

C
(m−i+1)−1
n+(m−i+1)−1 = Cm−i

n+m−i 
��
�!���' B����
�� ,������ 
��������
�� ��

�!��� �
���
��  
�' 2#*� ;���� &� ,������  &'("3"� 
�1���� 	��

|X∗
n+1,m| =

m∑
i=1

Cm−i
n+m−i = Cm−1

n+m = Cm−1
(n+1)+m−1 = Cn+1

(n+1)+m−1

��� �5!��� m� 	�� � ���!�����
. �������.'

���� ��#	
����� ��������� � � � �	� ���	
)�� x �→ x∗�
< ���.
�1��� 
�� ��
���!��
� ���
�1 ,��� � ���� 	�� �������� ������
��
���

��� ����
�������� x �→ x∗ 
����
��� �
��
���

�� ��
���
��
	�
��	
��� ������� � � � �� M #'�'

!�  
 ���� "���
 x = (x1, . . . , xn) y = (y1, . . . , yn) ∈ X# $����G
 U" ���	 x � y �� x∗ � y∗;
 V" ���	 x � y �� x∗ � y∗;
 W" ���	 x � y 	 x∗ = y∗ �� x = y#

&������� �  U" 	  V" ���������	
 �� 	���� �����#

$+



-��
�
���
�����  U" B� �
����5 xi � yi ��� �
�� i ∈ N ' H
�� x∗ = x ◦ σ
� y∗ = y ◦ θ F ��
���

�� ����
�������� 
������
���

� x � y  ��	
��
���

�� x̃ � ỹ"� ��� σ � θ F 
�������� ����
��
����� �� x∗

1 � x∗
2 � . . . � x∗

n

� y∗
1 � y∗

2 � . . . � y∗
n' ���
� �������.� 	�� x∗

i � y∗
i ��� �
�� i ∈ N '

6� ������
��� ������������ 	�� x∗
k < y∗

k ��� 
��������� k ∈ N ' 0����
x∗

1 � . . . � x∗
k < y∗

k � . . . � y∗
n ���� 	�� �� �� 
����� xσ(1) � . . . � xσ(k) <

yθ(k) � . . . � yθ(n)' N���������.
��

xi < y� ��� �
�� i ∈ {σ(1), . . . , σ(k)} � � ∈ {θ(k), . . . , θ(n)}'  %')"

0�� ��� σ � θ F ����
��
����� �� �
���
���

{σ(1), . . . , σ(k)} ∩ {θ(k), . . . , θ(n)} = {σ(1), . . . , σ(k)} \ {θ(1), . . . , θ(k − 1)}
 %'("


���
��� ��� ������
� {θ(1), . . . , θ(k − 1)} = ∅ ��� k = 1' <��� �����
�
i = � �� ���
�	�
�� �
���
�� � ����1 	�
��  %'("� � 
���  %')" ����	���
	�� x� < y�� � ��� ���������	�� �
����5 x� � y�'

 V" B�
�. x � y' 0���� xi � yi ��� �
�� i ∈ N � 
�1���
� ����� i0 ∈ N �
	�� xi0 > yi0 ' 6�������� �
���������.
�1 ������ z = (z1, . . . , zn) ∈ X ��
�������G �
�� i ∈ N � �� ������� zi = xi ��� i �= i0� � zi0 = yi0 ' B�
���.��
x � y� �� z � y� ������� z∗ � y∗ � 
���  U"� � �
����
� �������.� 	��
x∗ � z∗' B�
�. x∗ = (xσ(1), . . . , xσ(n)) F ��
���

�1 ����
�������. x ���

�������1 ����
��
���� σ � i0 = σ(k0) ��� 
�������� k0 ∈ N ' 0����

{xi : i ∈ N � i �= i0} = {xσ(1), . . . , xσ(n)} \ {xσ(k0)}  %'#+"

�

zi0 = yi0 < xi0 = xσ(k0) � xσ(k0+1) � . . . � xσ(n).  %'##"

H
�� k0 = 1� �� xσ(1) = xi0 � � � 
���  %'#+" �  %'##" �����G

x∗ = (xi0 , xσ(2), . . . , xσ(n)) � (yi0 , xσ(2), . . . , xσ(n)) = z∗.

B�
�. �����. 2 � k0 � n' 0���� 
���
����� ����� 1 � � � k0 − 1� 	��
xσ(�) � yi0 < xσ(�+1)' :�

������ ��� 
��	��G #" k0 = 2P $" k0 � 3 �
� = k0 − 1� � �" k0 � 3 � 1 � � � k0 − 2' 7�� 
��	��� #" � $" �����
xσ(k0−1) � yi0 < xσ(k0) = xi0 � ������ � 
���  %'#+" �  %'##" ����	��G

x∗ = (xσ(1), . . . , xσ(k0−1), xi0 , xσ(k0+1), . . . , xσ(n)) �
� (xσ(1), . . . , xσ(k0−1), yi0 , xσ(k0+1), . . . , xσ(n)) = z∗.

$#



< 
��	�� �" 
�1���� 	��

xσ(�) � yi0 < xσ(�+1) � . . . � xσ(k0−1) � xσ(k0) = xi0 ,

������� ���
���� �� �
���
��  %'#+" �  %'##"� ����	��G

x∗ = (xσ(1), . . . , xσ(�), xσ(�+1), xσ(�+2), . . . ,

xi0︷ ︸︸ ︷
xσ(k0) , xσ(k0+1), . . . , xσ(n)) �

� (xσ(1), . . . , xσ(�), yi0 , xσ(�+1), . . . , xσ(k0−1), xσ(k0+1), . . . , xσ(n)) = z∗,

��� ���	���
���� ������
��� � x∗ 
����� !��.�� ���	���
���1 ������
��
�� � z∗� � �
���.
�� ������
��� � x∗ 
� ��
.�� 
������
���5��� �����
��
�� � z∗' D���� �� �
�� 
��	��� x∗ � z∗� 	�� � ���!�����
.'

 W" B�
�. x � y � x∗ = y∗' H
�� x �= y� �� x � y� ������� � 
���  V"
x∗ � y∗� ������ x∗ �= y∗� 	�� ���������	�� �
����5'

?� ��������� 	�� ��  V" ��������  W"' �� 
���� ����  V" �  W" �������
��
�
�G �
�� x � y� �� x � y� ������� x∗ � y∗ � 
���  U"� � ����� �����
������� �� ������
���� 	�� ¬(x∗ � y∗)� ����	�� y∗ � x∗� ������ x∗ = y∗

�� �
�	��� x = y � 
���  W"� � ��
���
�� ����

��� ���������	�� ����� 	��
x � y'

����
��� ������� x = (1, 2, . . . , n) � y = (n, n − 1, . . . , 1) 
�
���
���
��
���
���� ��
���
�� �� ����� ��� x∗ = x = y∗� ������� �� x∗ � y∗ 
�
��������� 	�� x � y' Z���� ����  
�������� ��� n = 2"� �
�� x = (3, 1) �
y = (1, 2)� �� x∗ � y∗ � ¬(x � y)' K���� ������
�' �

���� ���	�� ���"#��� �� $������ ϕ%�	����
�� ���� ������%
��� P � 7�� ����� 	��!� ����
�� ��� �
������ �
�	��� �������� 	��

�
�� x, y ∈ X � x � y� �� xPy'  %'#$"

7�
����	
� �������.� 	�� ¬(xPy) =⇒ ¬(x � y)' D� ����� $'#  :'$" 
����
���� 	�� ¬(xPy) ⇐⇒ (yPx)∨ (v(y) = v(x))' H
�� yPx� �� ��� ��������
�
�
����� 	�� y∗Px∗� ������� �� ��������
�5 P 
�1���
� k ∈ {1, . . . , m − 1}
������ 	�� vj(y∗) = vj(x∗) ��� �
�� j ∈ {1, . . . , k−1}  ��� k = 1 ��� �
�����
���
����
�" � vk(y∗)<vk(x∗)' 0���� ��� i=v1(y∗)+. . .+vk−1(y∗)+vk(y∗)+1
����	��� 	�� ������
��� y∗

i � k+1 � x∗
i = k� ������ ¬(x∗ � y∗)� � ��� � 
��

�� ����� %'�  V" ��
�	���� 	�� ¬(x � y)' H
�� �� v(y) = v(x)� �� y∗ = x∗�
������ ¬(x∗ � y∗)� � ������� ¬(x � y)'  6������� 	�� xPy �=⇒ x � yP

�������� x = (2, 2, 2)� y = (1, 3, 3)'"

$$



D�  %'#$" ��������� 	�� �
�� P ��������	�� ��� ������ ,�
���� ϕ
 � 
��
��  $'#""� �� �������	��� 	��!� �����
���
. �
�����  ������� !��
��� ,����������. ��� �����
 ���	��� ��� ,�
���1 ������	��
�� ϕ ���
��
���
�� P "G

�
�� x, y ∈ X � x � y� �� ϕ(x) > ϕ(y)'  %'#�"

D��������� �  %'#�" 
�������
� �
������ "���������	�	�����	
' H��
���
� ����
�������������. 
����5��� �!�����G �
�� �
� ���
�� ��� ���

�1 ��.���
����� 
� ��
.�� 
������
���5��� ���
�� ��� �����1 ��.����

����� � �� ��
.��1 ���� ��
� ���
�� ��� �����1 ��.���
����� 
����
�� !��.�� 
������
���5��1 ���
�� ��� �����1 ��.���
������ �� 
 ��	��
���
�� ����������

�� �
�	�
�1  ��� 8���������
��� �
�
��9 ������ N"
������ ��.���
����� � ��
������
�� 
����� ������	�����.
�� �����1'

��.� /���� ��
���� '����
��������� ��
"��� ��	���
 P � < ���
��5	�
�� ����� ������� �������� 	�� 
���1
��� ���

�� ��������
�
�
��

��!��� ������� P  �� ������� $'&" 
�������� 
 �
���
���� X̃ �
�� ���

��
!�������	��  ��������

�� � 
�	��� ����� �������"'

!�  
 ����  U" {X�}s
�=1 = X̃ ;  V" s = C m−1

n+m−1#

-��
�
���
�����  U" B�������� 	�� {X�}s
�=1 ⊂ X̃ ' 7�� � ∈ {1, . . . , s}

��,��
����� x ∈ X� � �������� 	�� X� = x̃' 7�1
������.
�� ��� �5�
!��� y ∈ X� = X ′

s−�+1 � 
��� ��������
�� ��
���
��� �
���
��� ����
5� ��
�� 
���
���
�� x, y ∈ X \(X ′

1 ∪ · · · ∪ X ′
s−�)� zP cx � zP cy ��� �
��

z∈X\(X ′
1 ∪ · · · ∪ X ′

s−�)� ������� � ������� z = y � z = x� 
�1���� 	��
yP cx � xP cy' B�
���
�� � 
���  $'%" ��������
�
� �
����5 v(y) = v(x)� �
���� !��������  %'$"� ��
�	���� 	�� y ∼ x� �' �' X� ⊂ x̃' H
�� �����. y ∈ x̃�
�� y ∈ X � � ������� y ∈ Xk ��� 
�������� k ∈ {1, . . . , s}' B����������� 	��
k �= �� ����	��� 	�� (xPy) ∨ (yPx)� ������� �� ����� $'#  :'�" ���������
	�� v(y) �= v(x)� ������ y �∼ x � 
���  %'$"' >�� ���������	�� 
 �
������

y ∈ x̃ ����������� 	�� y ∈ X�� ��� 	�� x̃ ⊂ X�' N���������.
�� X� = x̃ ∈ X̃'
6!���
�� ���5	�
�� X̃ ⊂ {X�}s

�=1 �������� �� ����� 	�� �
�� x̃ ∈ X̃� ��
����
�������. x ���

� x̃ ����� � X� ��� 
�������� � ∈ {1, . . . , s}� � ���
� 
��� �������

�� ���� ��

����
�1 ��
�	���� 	�� x̃ = X�'

 V" D� ��������
��  U" ��������� 	�� s = |X̃|� � �
����
� ��
���.���
���.
� ����

�����  %'C"' �

$�



�� ��	������ 
�	���	��
��� � �	� � �)���
 �

���� (���� 
���
 �$��)�� �	���������� ��� P �	� m = 3�
<
5�� � ���� � 
����5��� �������� m = 3� ��� 	�� �
���
��� ���
��
M = {1, 2, 3}' N���
���
��  #'$" ���
����� ���

v1(x) + v2(x) + v3(x) = n ��� �
�� x = (x1, . . . , xn) ∈ X  &'#"

�

P ={(x, y)∈X×X : [v1(x)<v1(y)]∨[v1(x)=v1(y) ∧ v2(x)<v2(y)]}.  &'$"

<��
�1 ��� � ����
�� ��

����������1 ����	� ����������
�� 
����

� 
���� ��!�� 2�� %� &� #%3� ��� ������� ��
����
� ��
�������� ,�
���1
������	��
�� ��� ��
���
��  &'$"� ������� � ���� ��!���� 
����
� ������
��

�� ��������� ����	���  �
���� �� ����� 	�� P �

���
� 
� 
���
��

�� ��.���
���� �� 	�
�� �	��	� ���
��� � ���.
�1��� !���� 
������.
P ��������� �������	�� ��	��"' A ���

�  
�' 2�� &3"� �������
�� 	��
���

���

�1 ���������1� ������� ������������� �����

�1 
�
���� ���

���� ������
� ��������� �������� 
� �

��� �������� 
�����
� !�
��
��
��
���
��  
��!�1 �������"� ��������5��� ������	��
�� 
� �
���
���
�!I������'

< ���� ������� � ��	�
��� !������� ���� !���� ������
� ��
��������
,�
���1 ������	��
�� �� 2�� &� #%3 � ����� ����
��5��� ���.
�1��� �!��
��
�� 
� 
��	�1 ��������.
��� 	�
�� ���
�� m � 4 � ��5��� 
�������5
�
�����5 � ���� 
�������
��' 7�� ����� 
�� �����!�5�
� ��� �����
 ����� &'# � &'$"'

!�  
 ���� "�	 m = 3 �������	�  &'$" �� ��������� ��
������	�

X = {1, 2, 3}n ��������	�� �����	�� ϕ : X → R  � ������  $'#"" �����

	 ���
�� ����� ����� ��
 ���� x, y ∈ X %�� �����	
 ����������
��

������!	� �����	
�G

 U" ���	 v1(x) = v1(y) 	 v2(x) = v2(y) �� ϕ(x) = ϕ(y);
 V" ���	 v1(x) = v1(y) 	 v2(x) < v2(y) �� ϕ(x) > ϕ(y);
 W" ���	 v1(x) < v1(y) 	 v1(x) + v2(x) = n �� ϕ(x) > ϕ(y)#

-��
�
���
����� H
�� P ����
������ ��� ������ ,�
���� ϕ� �� ��
��
 U" �������� �� ����� $'$  V"� � ��
���  V" �  W" F �� ��������
��  &'$"'

���!����� �������� 	�� �� �
����1  U"R W" 
������ ����
�����
��  $'#"'
7�� ����� ������� �
�	���� 	�� ��� �����
�
��  U"R W" �����G

�
�� x, y ∈ X � v1(x) < v1(y)� �� ϕ(x) > ϕ(y)'  &'�"

$%



7�1
������.
�� ��
���.�� v1(x) < v1(y) � v1(y) � n� �� v1(x) < n'
:�

������ �
���������.
�1 ������ z ∈ X ����1� 	��

v1(z) = v1(x) � v2(z) = n − v1(x).

D� 
�����

��� v1(x) + v2(x) � n 
������� 	�� v2(x) � n − v1(x) = v2(z)'
N���������.
�� v1(x) = v1(z) � v2(x) � v2(z)' H
�� v2(x) = v2(z)� �� � 
���
 U" ϕ(x) = ϕ(z)� � �
�� v2(x) < v2(z)� �� ϕ(x) > ϕ(z) � 
���  V"' 0����
�!������ ϕ(x) � ϕ(z)' -���	��� 	��

v1(z) = v1(x) < v1(y) � v1(z) + v2(z) = n

� �
���.���  W"� ��� x ����
�
 
� z� 
�1���� 	�� ϕ(z) > ϕ(y)� 	�� � 
�	����

�� 
 
�����

���� ϕ(x) � ϕ(z) �������� �  &'�"'  6������� ����� �����
	�� ��  &'�" � ����������
��  V" ��

����
��� �� ������
��� ���������
	�� �
�� x, y ∈ X � ϕ(x) = ϕ(y)� �� v1(x) = v1(y) � v2(x) = v2(y)'"

B�������� � ���������.
���  $'#"' B�
�. x, y ∈ X ' D���������

(xPy) =⇒ (ϕ(x) > ϕ(y))  &'%"

�������� 
���
���
���

� ��  &'$"�  &'�" �  V"' 7�� ����� 	��!� �
��
����.
�!���
�5 ���������5� ������� v(x) = (v1(x), v2(x)) � �������� 	�� �

��� ����� $'#  :'$"�  &'%" �  U" �����G

¬(xPy) ⇐⇒ [(yPx) ∨ (v(y) = v(x))] =⇒ [(ϕ(y) > ϕ(x)) ∨ (ϕ(y) = ϕ(x))]

⇐⇒ (ϕ(y) � ϕ(x)),

������ ���
	����.
� 
�1���� 	��

(ϕ(x) > ϕ(y)) ⇐⇒¬(ϕ(y) � ϕ(x)) =⇒¬(¬(xPy)) ⇐⇒ (xPy).

K���� ���
�
�.5 ������
�' �

N ����	�
��1 ��	�� ���
�� ����� ��������
��  &'�" ��
�	��� 
�����
5���' < �
�����  W" ����� &'# �!��
�	�� ��
������
�� 8v1(x) < v1(y)9
	���� A� 8v1(x) + v2(x) = n9 F 	���� B � 8ϕ(x) > ϕ(y)9 F 	���� C' 0����
� �
������  U" �  V" ����� &'# �� ��������
�� A ∧ B =⇒ C ���������
	�� A =⇒ C' B�
���.�� �� A =⇒ C �
���� �������� A ∧ B =⇒ C  �' �'
�
����� A ∧ B =⇒ C ��������	�
�� 
��!�� � ��
�� �!�X�� 	�� A =⇒ C"�
�� �  &'�" ������
�� 	�� 
� 
���� ���� (A ∧ B =⇒ C) ⇐⇒ (A =⇒ C)' >��
��
�	���� 	�� 
�
����� 
� ����������
�� B � �
�����  W"� ����������

��
������	��
�� ϕ(x) > ϕ(y) �������
��� �

�������
� 
� ����	�
��� 
���
��� ���
�� 1 � �������� x � y ��� �  &'�"' B���!
�� ������ �
���	���
� �

��� � �
�����	
�� ��

�����

�1 
��������'

$&



!�  
 ���� "�	 m = 3 ��
 ����� x, y ∈ X = {1, 2, 3}n 	����G

(x∗ � y∗) ⇐⇒ [v1(x) < v1(y) ∧ v3(x) � v3(y)] ∨
∨[v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y)],

��� x∗ 	 y∗ ' ���������� ��������	���	 ��������������  �������" x
	 y#  (�����	� ��� vj(x) = vj(x∗) ��
 ���� j = 1, 2, 3 	 x ∈ X#"

-��
�
���
�����  =⇒" B������ �
�	���� 	�� v1(x∗) � v1(y∗) � v3(x∗) �
v3(y∗)  ��� ��� �
����� ��������
�
� ��
��� �
����5 x∗ � y∗"' H
��
v1(x∗) > v1(y∗)� �� ��� i = v1(x∗) � 
��� �������	�
�� ������
�� � ����
����� x∗ � y∗ 
�1���� 	�� x∗

i = 1 � y∗
i � 2� � �
�� v3(x∗) < v3(y∗)� ��

��� i = n − v3(y∗) + 1 ����	��� 	�� y∗
i = 3 � x∗

i � 2' < �!��� 
���
	��� �������� � ���������	�5 
 �
������ x∗ � y∗' Z���� ����� �
��
v1(x∗) = v1(y∗) � x∗ � y∗� �� 
�����

��� v3(x∗) � v3(y∗) ��������
�
�

�����

��� v3(x∗) > v3(y∗)  �' �' �� ����

��� v3(x∗) = v3(y∗) � 
���  &'#"
��������� 	�� x∗ = y∗"� � ��
���
�� 
�����

��� ����. �� � 
���  &'#"
��������
�
� 
�����

��� v2(x∗) < v2(y∗)'

 ⇐=" B�
�. �
�	��� v1(x∗) = v1(y∗) � v2(x∗) < v2(y∗)' 0���� x∗
i = 1 �

y∗
i =1 ��� i∈{1, . . . , v1(x∗)}  ��� ��������
�� ��
��
����� ��� v1(x∗)=0"�

x∗
i = 2 � y∗

i = 2 ��� i ∈ {v1(x∗)+1, . . . , v1(x∗)+v2(x∗)}� x∗
i = 3 � y∗

i = 2 ���
i = v1(x∗) + v2(x∗) + 1 � x∗

i = 3 � y∗
i � 2 ��� �
���.
�� �
���
�� i � n'

B�
�. �����. v1(x∗) < v1(y∗) � v3(x∗) � v3(y∗)' 0���� x∗
i = 1 � y∗

i = 1 ���
1 � i � v1(x∗)  ��� v1(x∗) = 0 ��� ��������
�� ���
����
�"� x∗

i � 2 � y∗
i = 1

��� v1(x∗)+1 � i � v1(y∗)� x∗
i � 2 � y∗

i = 2 ��� v1(y∗)+1 � i � n−v3(x∗) �
x∗

i = 3 � y∗
i ��� n− v3(x∗) + 1 � i � n  ��
���
�� ��������
�� ���
����
�

��� v3(x∗) = 0"' D���� �� �
�� 
��	��� ����	���� 	�� x∗ � y∗' �

6

��
�1 �����.��� ��!�� 2�� &� #%3 F 
����5��� �������� ������5�
��� ���	����	�� )����������*���� ��� m = 3  
�' 
 �
�������  �'$"
�  �'�" ��� m = 2 �� M �� � ����� 
�' 
��!������� �
����� (2.5) = (4.3)
�  %'#�" � 
����
���

�
�. 
 ���

��� ��������
�
�
�� 
��!��� �������
 $'*" � �� �
�����������"G

0��	� 
 ���� &������	� P 	�  &'$" ��������	�� �� X = {1, 2, 3}n ��	

����!	 �����		 ϕ : X → R 	�	 %��	�������� �����	
 ϕ ����������� �

���������� ������� %��	����������	 ������� ���
��� P  ���	 	 ���
��

���	 %�� �����	
 ����������
�� ���� ���	����G

 \'#" ���	 x, y ∈ X v1(x) = v1(y) 	 v2(x) = v2(y) �� ϕ(x) = ϕ(y);
 \'$" ���	 x, y ∈ X 	 x � y �� ϕ(x) > ϕ(y);
 \'�" ���	 x, y∈X v1(x)+1=v1(y) �=n v1(x)+v2(x)=n 	 v1(y) + v3(y)=n 

�� ϕ(x) > ϕ(y).

$*



7��������.
��� ���1 ������� !���� �������
� 
��� ��
�� 
��������
�� �!
����
��' < �����
�� ��
���

�� ����
��������1 ��
����  \'#"�
������5��5 �������� �������	�������
 ��	���	��� ���
� ����
��. �
����G �
�� x, y ∈ X � x∗ = y∗� �� ϕ(x) = ϕ(y)� ��� � ����G ϕ(x) = ϕ(x∗)
��� �
�� x ∈ X ' H� �
����������� ������G ����������

�� �
�	�
�� ��.�
���
���� ���
������ �
�� ��� ��.���
����� ���5� ���
�� 	�
�� ���
��
1 � ���
�� 2  � ����� � ���
�� 3 � 
���  &'#"P 
�' �����  %'�" � ��
���
��5��� �!
����
��"' A�
����  \'$" �������� "���������	�	�����	�G
�
�� �
� ���
�� �����1 ��.���
����� 
� ��
.�� 
������
���5��� ���
��
�����1 ��.���
����� � ���� !� ��
� ���
�� !��.��� �� ������ ��.����

����� ������	�����.
�� 
 ��	�� ���
�� 8���������
��� �
�
��9 ������
 
��1
��� ���
���" N ' A�
����  \'�" �������� ��������� ���������	���

�����
G �
�� x, y ∈ X � ��� 
�������� k ∈ {1, . . . , n − 1} ��
���

��
����
�������� x � y ���5� ���

x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k−1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k+1

) � y∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k

),  &'&"

�� x ������	�����.
�� y  ���
. ������
� k = v3(y)� � v1(x), v2(x) � v1(y)
������
� 	���� k �� 
���
���
�1 � ��
����  \'�""' 0���� �!������ x
������	�����.
�� y� �
�� ��
�� ���
�!����
�� ���
������ ����	�
����

����� ���
�� 1 �
�����1
� �� x ������ x′ 
�
���� ���.�� �� 
���
��
���
�� 2 � �
�����1
� �� y ������ y′ 
������� ���� !� ��
� 
����5
���
�� 1  
�
����� 
� ������ ������
� 
���� ��
���� ���
�� � y′ � ��
����	�
���"P ����	� ������� ������ x′ �� �
�� 8�����9 ������	�����.
��
������� y′ ���� !� 
 ��
�1 8���
���19'

-��
�
���
���� ���	� � ����(������	����
' B�
�. P F ϕ�����
�����
�� � x, y ∈ X ' 0����  \'#" �������� �� ����� $'$  V"G �
�� v1(x) = v1(y) �
v2(x) = v2(y)� �� ϕ(x) = ϕ(y)' [��!� �
��
����.  \'$"� ������������ 	��
x � y' 0���� �� ����� %'�  V" x∗ � y∗� � ������� �� ����� &'$ 
������� 	��
[v1(x) < v1(y)] ��� [v1(x) = v1(y)∧ v2(x) < v2(y)] �� �
�	��� xPy' 6�
5�� �
����������
��  $'#" 
������� 	�� ϕ(x) > ϕ(y)� 	�� � ���!���
� ���  \'$"'
H
�� �� �����
�
� ����������
�� ��  \'�"� �� v1(x) < v1(y)� �������
xPy� ������ ϕ(x) > ϕ(y) � 
���  $'#"'

������������
' N������ ���. �������.� 	�� ��  \'#"R \'�" ������5�
�
�����  U"R W" ����� &'#'

O

�� 	��  \'#" ��������
�
�  U"'

D�  \'#" �  \'$" 
������  V"G �
�� x, y ∈ X ������ 	�� v1(x) = v1(y)
� v2(x) < v2(y)� �� � 
��� ����� &'$ x∗ � y∗� ������� !��������  \'$"�
ϕ(x∗) > ϕ(y∗)� � �
����
� �������.� 	�� ϕ(x) = ϕ(x∗) � ϕ(y) = ϕ(y∗)
� 
���  \'#"'  D���������  V" =⇒  \'$" 
� ����� ��
��� �' �'� 
��������

$C



������� x = (1, 3, 3) � (1, 1, 2) = y ��� n = 3 ���
�� 
� �������������
����������
�5 �  V"'"

B������� 	�� ��  \'#"R \'�" ��������  W"  �	����
�� 	��  W"=⇒ \'�""'
-������� 	�� �
�����  \'�" ����� ��
�� � !�� ����
�	�
�� v1(y) �= nG �
��
v1(y) = n� �� y = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

)� ������� x � y ��� �5!��� x ∈ X, x �= y�

������ � 
���  \'$" ϕ(x) > ϕ(y)' B�
�. x, y ∈ X ������ 	�� v1(x) < v1(y)
� v1(x) + v2(x) = n' :�

������ ��� �
���������.
�� ������� x′, y′ ∈ X
������ 	��

v1(y′) = v1(y) � v3(y′) = v2(y) + v3(y),

v1(x′) = n − v3(y′) − 1 = v1(y′) − 1 � v2(x′) = v3(y′) + 1.

B�
���.�� v1(x) < v1(y)� �� v1(x) � v1(y) − 1 = v1(y′) − 1 = v1(x′)� �
��� ��� v1(x) + v2(x) = n � v1(x′) + v2(x′) = n� �� x∗ � x′∗' 6�
5�� �
��
x∗ � x′∗� �� � 
���  \'$" ϕ(x∗) > ϕ(x′∗)� � �
�� x∗ = x′∗� �� ϕ(x∗) =
ϕ(x′∗)� �������� �	������� 	�� � 
���  \'#" ϕ(x) = ϕ(x∗) � ϕ(x′) = ϕ(x′∗)�

�1���� 	�� ϕ(x) � ϕ(x′)' D� �
����1 v1(x′)+1 = v1(y′)� v1(x′)+v2(x′) = n�
v1(y′) + v3(y′) = n � ��
����  \'�" 
������� 	�� ϕ(x′) > ϕ(y′)' ����
��� ��

���
���
�1 v1(y′) = v1(y) � v3(y′) � v3(y) ��������� 	�� y′∗ � y∗� �������
��� � ����� ϕ(y′) � ϕ(y)' N���������.
�� ϕ(x) � ϕ(x′) > ϕ(y′) � ϕ(y)� 	��
� �
��
��������
� 
��1
���  W"' �

���� (���	�� ������� ��	���� �
 X∗� B������ �������	�
��
��.���
���� �� X∗ � 
����
� !��.���� ������	��
�� ��� ������ �������
���� 

��� ��
���
�� P ��� m = 3 �������
� 
���' -��
. 
��
�1 �
���

� ������� �!��
�	��� ��� ���������1 
����� � 	�� !��.�� ���� 
�����
��� !���� ������	�����.
�� ������
� ������  ��.���
�����"' B��������
������	��
�� ������
� ��������� 
� 
���5 
����� ��

���P ��� 
������
����� ��������� �����1 ������ 
����5��1 
����� �� ��	��� � ������
���5  � ��� !� ���������� ������
���5��5 
�����"' [�
�� �����
���
� �
���
��� X∗ = X∗

n,3� ������5���
� ,������1  %'C" ��� m = 3� ���
�
(n+2)(n+1)/2� �' �' 6, 10, 15, 21, 28, 36 
������
���

� ��� n = 2, 3, 4, 5, 6, 7'

n = 2;
(1, 1)1, (1, 2)2, (1, 3)3,
(2, 2)4, (2, 3)5, (3, 3)6�

n = 3;
(1, 1, 1)1, (1, 1, 2)2, (1, 1, 3)3,
(1, 2, 2)4, (1, 2, 3)5, (1, 3, 3)6,
(2, 2, 2)7, (2, 2, 3)8, (2, 3, 3)9, (3, 3, 3)10�

$)



n = 4;
(1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 3)3,
(1, 1, 2, 2)4, (1, 1, 2, 3)5, (1, 1, 3, 3)6,
(1, 2, 2, 2)7, (1, 2, 2, 3)8, (1, 2, 3, 3)9, (1, 3, 3, 3)10,
(2, 2, 2, 2)11, (2, 2, 2, 3)12, (2, 2, 3, 3)13, (2, 3, 3, 3)14, (3, 3, 3, 3)15�

n = 5;
(1, 1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 1, 3)3,
(1, 1, 1, 2, 2)4, (1, 1, 1, 2, 3)5, (1, 1, 1, 3, 3)6,
(1, 1, 2, 2, 2)7, (1, 1, 2, 2, 3)8, (1, 1, 2, 3, 3)9, (1, 1, 3, 3, 3)10,
(1, 2, 2, 2, 2)11, (1, 2, 2, 2, 3)12, (1, 2, 2, 3, 3)13, (1, 2, 3, 3, 3)14, (1, 3, 3, 3, 3)15,
(2, 2, 2, 2, 2)16, (2, 2, 2, 2, 3)17, (2, 2, 2, 3, 3)18, (2, 2, 3, 3, 3)19, (2, 3, 3, 3, 3)20,

(3, 3, 3, 3, 3)21�

n = 6;
(1, 1, 1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 1, 1, 3)3,
(1, 1, 1, 1, 2, 2)4, (1, 1, 1, 1, 2, 3)5, (1, 1, 1, 1, 3, 3)6,
(1, 1, 1, 2, 2, 2)7, (1, 1, 1, 2, 2, 3)8, (1, 1, 1, 2, 3, 3)9, (1, 1, 1, 3, 3, 3)10,
(1, 1, 2, 2, 2, 2)11, (1, 1, 2, 2, 2, 3)12, (1, 1, 2, 2, 3, 3)13, (1, 1, 2, 3, 3, 3)14,

(1, 1, 3, 3, 3, 3)15,
(1, 2, 2, 2, 2, 2)16, (1, 2, 2, 2, 2, 3)17, (1, 2, 2, 2, 3, 3)18, (1, 2, 2, 3, 3, 3)19,

(1, 2, 3, 3, 3, 3)20, (1, 3, 3, 3, 3, 3)21,
(2, 2, 2, 2, 2, 2)22, (2, 2, 2, 2, 2, 3)23, (2, 2, 2, 2, 3, 3)24, (2, 2, 2, 3, 3, 3)25,

(2, 2, 3, 3, 3, 3)26, (2, 3, 3, 3, 3, 3)27, (3, 3, 3, 3, 3, 3)28�

n = 7;

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 1, 1, 1, 3)3,

(1, 1, 1, 1, 1, 2, 2)4, (1, 1, 1, 1, 1, 2, 3)5, (1, 1, 1, 1, 1, 3, 3)6,

(1, 1, 1, 1, 2, 2, 2)7, (1, 1, 1, 1, 2, 2, 3)8, (1, 1, 1, 1, 2, 3, 3)9, (1, 1, 1, 1, 3, 3, 3)10,

(1, 1, 1, 2, 2, 2, 2)11, (1, 1, 1, 2, 2, 2, 3)12, (1, 1, 1, 2, 2, 3, 3)13, (1, 1, 1, 2, 3, 3, 3)14,

(1, 1, 1, 3, 3, 3, 3)15,

(1, 1, 2, 2, 2, 2, 2)16, (1, 1, 2, 2, 2, 2, 3)17, (1, 1, 2, 2, 2, 3, 3)18, (1, 1, 2, 2, 3, 3, 3)19,

(1, 1, 2, 3, 3, 3, 3)20, (1, 1, 3, 3, 3, 3, 3)21,

(1, 2, 2, 2, 2, 2, 2)22, (1, 2, 2, 2, 2, 2, 3)23, (1, 2, 2, 2, 2, 3, 3)24, (1, 2, 2, 2, 3, 3, 3)25,

(1, 2, 2, 3, 3, 3, 3)26, (1, 2, 3, 3, 3, 3, 3)27, (1, 3, 3, 3, 3, 3, 3)28,

(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)29, (2, 2, 2, 2, 2, 2, 3)30, (2, 2, 2, 2, 2, 3, 3)31, (2, 2, 2, 2, 3, 3, 3)32,

(2, 2, 2, 3, 3, 3, 3)33, (2, 2, 3, 3, 3, 3, 3)34, (2, 3, 3, 3, 3, 3, 3)35,

(3, 3, 3, 3, 3, 3, 3)36�

>�� ��

��� �������� ����	�
� ��
���
���� 
����5���� �����	����
�

���

��� 
� ��
�����  \'$" �  \'�" ������� &'�' B����
�
�� ��
����
 \'$" !���� 
������. ������������ ����
�����	��� � �����
�
��  \'�"
F ��������� ���������P ������� x∗ ��  &'&"  � �
� ��������
�
�� ���
!�������	
�� ��" ����5� ���. 8�������9� 	�
�� �������� ��� � 	�
�� �
��
��������� ��������� �� y∗ � x∗ �  &'&"� ���
� n − 1'

$(



+�� ,# <���
����� 
����
�� ������	�����.
�1 ������G (1, 1, . . . , 1, 1, 1)'
+�� -# H
��
���

�� �������	�
��G (1, 1, . . . , 1, 1, 2)� (1, 1, . . . , 1, 1, 3)'
+�� .# B�������1 ������� ��� k = 1G (1, 1, . . . , 1, 2, 2)'
+�� /# H
��
���

�� �������	�
��G (1, 1, . . . , 1, 2, 3)� (1, 1, . . . , 1, 3, 3)'
+�� 0# B�������1 ������� ��� k = 2G (1, 1, . . . , 2, 2, 2)'
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+�� 2n − 2# H
��
���

�� �������	�
��G (1, 2, . . . , 2, 2, 3)� (1, 2, . . . , 2, 3, 3)�

. . . , (1, 3, . . . , 3, 3, 3)'
+�� 2n − 1# B�������1 ������� ��� k = n − 1G (2, 2, . . . , 2, 2, 2)'
+�� 2n# H
��
���

�� �������	�
��G (2, 2, . . . , 2, 2, 3)� (2, 2, . . . , 2, 3, 3)�

. . . , (3, 3, . . . , 3, 3, 3)'
D
��� 
������� ��� ��
���������.
�� �
�	�
�1 k = 0, 1, . . . , n ���

������ k ��
���������.
� ����
����� ������� ����

( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
q

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n−p−q

),


������
���5��� ����� (p, q) = (n−k, i) ��� i = k, k−1, . . . , 1, 0' B����!��
�
�	�� ���
. k 	���� n1 � k−i = n1−i F 	���� n2 ��� i = n1, n1−1, . . . , 1, 0�

�1���� 	�� p = n − n1� q = n1 − n2 � n − p − q = n2� ��� 0 � n1 � n �
0 � n2 � n1� ������� ���
�

�1 ���� �������� �������	�
�� X∗ ���
�
������ �������. � ,����  
�' 
 ����������  �'(" ��� m = 2"G

x∗(n1, n2) = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1−n2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n2

), 0 � n1 � n� 0 � n2 � n1'  &'*"

0���� �!������ �����	��	����	� ���
��� �
���
��� X∗  � 
����
� !��.�
���� P �������	��
��" 
�
���� � ��
���������.
�� ����
���
�� ������
��� ���� x∗(n1, n2) ��  &'*"� ��� n1 ��
���������.
� ���
����� �
�	�
��
0, 1, . . . , n� � �
�� n1 ,��
�����
�� �� n2 ��
���������.
� ���
����� �
��
	�
�� 0, 1, . . . , n1' B�� ���� ��� 1 � k � n − 1 8���������9 ������� x∗

��  &'&" �
�. � ��	
�
�� ������� ���� x∗(k + 1, 0)� � ��������1 �������

������
����� �������� �� ������� y∗ = x∗(k, k) � ������� x∗ = x∗(k+1, 0)'

7�� x∗ ∈ X∗ �!��
�	�� 	���� alg(x∗) ���
������ �����  ���

���

��
�!����� ��������

�1]" ������� x∗ � ���.�� 	�� ���
�

�� ����������
	�
��� �������	�
��  &'*"' -
�	�
�� alg(x∗) !���� 
�1��
� � 
����5���
�������  � M *'*"'

.� 1���� �	����
������ ��� �$��)�� ��	��������� �	� m = 3

.��� ������� �$��)�� ��	���������� < ���������� ������� 
�
����������
� �����
 � 
���
�����
�� ,�
���� ������	��
�� ��� P ��

�+



 &'$"' 4��. ����� ������� F ����
�� ��
�5 ,������ ��� ����� �� �����
,�
���1  ���!�� ������� ,�
���� ������	��
�� ��������
� 
���
��
�	�

�"� ����
�����5��5 ��������� 

��� ��
���
�� � ����5��5 �� �� ���.�
	�� � ,�
����  �'*" ��� m = 2' D� ������� &'� 
������� 	�� �5!�� ,�
��
��� ������	��
�� ϕ ��� P 
����
���
� 
 
���1
���� ���

�� ��������
��

�
�� {X�}s

�=1 
��!��� ������� P ' B� ����� %'%  V" 	�
�� s ����� ���

��
���
� 	�
�� �����
��� � X∗G

s = |X∗| m=3= C n
n+3−1 = C 2

n+2 =
(n + 2)!

2! n!
=

(n + 1)(n + 2)
2

,  *'#"

�' �'

s =
(n + 1)(n + 2)

2
=

n=0

1 ,
n=1

3 ,
n=2

6 ,
n=3

10 ,
n=4

15 ,
n=5

21 ,
n=6

28 ,
n=7

36 , . . . .

H
��
���

� �
���. ��� P 
��!���� 8���
��
�59 ,�
���5 ������	��
��
Φ : X → N  ��� �!�	
�� N �!��
�	��� �
���
��� 
������.
�� 	�
��"�
�' �' ����5� 	�� ���	 x ∈ X� ��	 ��������� � ∈ {1, . . . , s} �� Φ(x) = �� �
��� ���� ��
����	
� ���������. �� ���.�� 
� �
���
��� X∗ ��.���
����
�� X 
 
��!���5���� ������
�����  
�'  %'&" � ��
����5��1 ���
�"'
>�� 8���
��
�59 ,�
���5 ������	��
�� ��� P !���� 
������. �����	��

�����	����	
'

@������ ��� Φ ���
� ����
����. ������
���� � �� �������� 
�
���.�
�� �����
��� ����� ����
�1� 	�� �������� ��	�� 8��	��
������.9 
���
,�
���5 Φ� ��������  &'*" �� M & � ��

��� �������� �� M &'$' ��	
�� 

���
���� 
����� 8����
��	�
���9� 
��!����
�1� �

���

�� 
� ��������
��� 
������ ���� ��������� ������� �����
�
� � ���� 
��
��� �
���
�

�����'

.��� 2��$������� ����� ��	 $�� ��� Φ� D���� ��
������� ����
��
�� �
���
��� X∗ = X∗

n,3 � 
������
���� 
  &'$"� �' �' ��
����� ,�
��
��5 Φ 
� X∗ ���� 	��!� �� �
�	�
�� ��
���������.
� ����
���
. �� 1
�� s = (n + 1)(n + 2)/2' B�������� ��� � �����
�� 
���� ������
��
‖x‖ =

∑n
i=1 xi ������� x = (x1, . . . , xn) ∈ {1, 2, 3}n' D� M &'$ ���
�� 	��

�
�� v1(x) = 0  �' �' 
�	�
�� 
 n����
��� ������� (2, . . . , 2) � ����� ��
(3, . . . , 3)"� ��

Φ(x) = ‖x‖ + cn, ��� x ∈ X∗ � v1(x) = 0'

7�� ����� 	��!� 
�1�� ����	�
� cn� �������� 	�� � 
��� ��
����  \'�"
������� &'� � ������	��
�� P ������ x0 = ( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

n

) 
������ 
���� ��

�#



�������� y0 = (1 , 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n−1

)� �������

2n + cn = Φ(x0) = Φ(y0) + 1,

��� 
�������� 
����� Φ(y0) ���
����� �
�	�
��  ��� �����	
�� n"

Φ(y0) =
n=2

3 ,
n=3

6 ,
n=4

10 ,
n=5

15 , . . . =
n(n + 1)

2
,

������

cn =
n(n + 1)

2
+ 1 − 2n =

(n − 2)(n − 1)
2

.

0���� �!������

Φ(x) =
( n∑

i=1

xi

)
+

(n − 2)(n − 1)
2

��� x ∈ X∗� v1(x) = 0'

-������� 	�� ���
����.
�� �
�	�
�� Φ 
� X∗ ���
�

Φ( 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n

) = 3n +
(n − 2)(n − 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)
2

= s.

B�
�. �����. 0 < v1(x) �= n  �
�� v1(x) = n� �� x = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

)� � �������

Φ(x) = 1"' A
���� ��

���� �� M &'$ ����������� 	��

��� n = 2 � v1(x) = 1G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x)P
��� n = 3 � v1(x) = 2 ��� 1G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x)P
��� n = 4 � v1(x) = 3 ��� 2G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x)P
��� n = 4 � v1(x) = 1G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x) + 1P
��� n = 5 � v1(x) = 4 ��� 3G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x)P
��� n = 5 � v1(x) = 2G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x) + 1P
��� n = 5 � v1(x) = 1G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x) + 3P
��� n = 6 � v1(x) = 5 ��� 4G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x)P
��� n = 6 � v1(x) = 3G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x) + 1P
��� n = 6 � v1(x) = 2G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x) + 3P
��� n = 6 � v1(x) = 1G Φ(x) = ‖x‖ − v1(x) + 6'
B�
���

�� 0, 1, 3, 6, . . . � ������5���
� � ������ 	�
��� ����

�� ���

Φ(x) F ��� 

��� �����
�� ��
���������.
�
�� (n + 1)(n + 2)/2� 
� 
�����

����

�1� � ���

�� (n− v1(x)− 2)(n− v1(x)− 1)/2' B�
���.�� ,������

�$



��� Φ(x) ����
� !��. 
����
���

�1 ��� �
�	�
�1 v1(x) = 0 � v1(x) > 0�
����	���G

Φ(x) =
( n∑

i=1

xi

)
− v1(x) +

(n−v1(x)−2)(n−v1(x)−1)
2

∀x ∈ X∗.  *'$"

<�
���.�������
. ����

����

(k − 2)(k − 1)
2

=
(k − 1)k

2
− (k − 1) ��� k = n − v1(x),

��
5�� 
�1���� 	��

Φ(x) =
( n∑

i=1

xi

)
+

(n − v1(x) − 1)(n − v1(x))
2

− (n − 1), x ∈ X∗.  *'�"

6!� ������
�� ��� Φ(x) ��5� �����
�� ��

���� �� M &'$ � ������.�

�1 ��
���������.
�
��� ��
��� ��!����. 
 ����� ������
���� 
� ����
�
���!
�� ������� 
��� !���� ������
� ��� 
�
���.��  !���� ���!
��" ���
���
��� ����
� ��� ,�
���� Φ'

B��
���� �� �
���
�� ����

���
∑n

i=1 xi = v1(x) + 2v2(x) + 3v3(x) �
 &'#"� ��  *'$" ����	��G

Φ(x) = 2v2(x) + 3v3(x) +
(v2(x) + v3(x) − 2)(v2(x) + v3(x) − 1)

2
=

=
(v2(x) + v3(x) + 1)(v2(x) + v3(x) + 2)

2
− v2(x) =  *'%"

=
(n + 1 − v1(x))(n + 2 − v1(x))

2
− v2(x), x ∈ X∗.  *'&"

B�� ������ ��
���
�� ���� ������
�1 ����� �����.� 	�� ,�
���� Φ
������������� �
������  U"R W" ����� &'#' /
�����  U" �  V" 
���� �������
5� ��  &'#" �  *'&"' B�������  W"' 0�� ��� v1(x) < v1(y) � v1(x)+v2(x) = n�
�� � 
��� 
���
���
��  &'#" ��� y ����� n − v2(x) = v1(x) < v1(y) =
n−v2(y)−v3(y) ��� v2(x) � v2(y)+v3(y)+1� ������� �
���.��� ����

���

(k + 1)(k + 2)
2

− k =
k(k + 1)

2
+ 1 ��� k = v2(x)  *'*"

� ����	��� 	�� v3(x) = 0� ��  *'%" 
�1���� 	��

Φ(x) =
(v2(x) + 1)(v2(x) + 2)

2
− v2(x) =

v2(x)(v2(x) + 1)
2

>

>
(v2(y) + v3(y) + 1)(v2(y) + v3(y) + 2)

2
− v2(y) = Φ(y).

��



0���� �!������ ��� ,�
���� Φ ��  *'$"R *'&" ����� ��
�� 
��1
���  &'�"�
� ��� 
���� �
����� v1(x) + v2(x) = n �� ����� &'#  W" ��������� ����
����� ����� 
��1
���' Z���� ����� �
�	�
�� ,�
���� Φ 
������5� �� �
��
������
�
��� n ��� ��	������
�� �� ������� 8���
���9P ���� �������
(1, 1, 1) � (1, 1, 1, 1, 1) ���5� ���������1 
���� 1� � ������� (3, 3)� (1, 3, 3)�
(1, 1, 3, 3) � (1, 1, 1, 3, 3) ���5� ���������1 
���� 6' D ���!��� � ������
�
�
�� n ������� ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

), . . . , (1, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n−1

) ���5� �� �� ���������� 
�����

�� 1 �� n(n + 1)/2� 	�� � ������� ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

), . . . , ( 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n−1

) � ������
�
��

n− 1� ��
���.�� ��
���
�� ����	�5�
� �� ������ ��	������
��� �����1
���
���'

.��� -
�
������ �	��"	
���
��� ��	 $�� ��� Φ �	� m = 3�
B���	�� ��� ���
 �����
� ����
� ,������ ��� ,�
���� Φ' < 
���  *'&"�
 *'*" ��� k = n − v1(x) � 
���
���
��  &'#" 
�1���� 	��

Φ(x) =
(n − v1(x))(n − v1(x) + 1)

2
+ (n − v1(x) − v2(x)) + 1 =  *'C"

= C 2
n−v1(x)+1 + v3(x) + 1 =  *')"

= C 2
n−v1(x)+1 + C 1

n−v1(x)−v2(x) + C 0
n−v1(x)−v2(x)−v3(x)−1,  *'("

��� C 2
1 = C 1

0 = 0 � ��
���
�� 
�������� �  *'(" � 
���  &'#" ���
� C 0
−1 =1'

D��

� ��
���
�� ��� ,������ ���
� �!�!���. ��� �5!��� 	�
�� ���
��
m � 2  � 
���� 
 ���� �������� 	�� ,������  �'*" �� M � ���
� ������
��.
� ����

Φ(x)
�����
= C 1

n−v1(x) + 1 = C 1
n−v1(x) + C 0

n−v1(x)−v2(x)−1, m = 2 ).  *'#+"

D
���� ��  *'C"R *'("� 
�����
� ��������. �����
�
�� ��
���  \'#"R
 \'�" �� ������� &'�' 7�1
������.
�� �
�� v1(x) = v1(y) � v2(x) = v2(y)� ��
� 
���  *'C"  ���  *'("" Φ(x) = Φ(y)� ������ ��������  \'#"' 7�� ��������
 \'$" ������������ 	�� x � yP ����� �� ����� %'�  V" 
�1���� 	�� x∗ �
y∗� ������ � 
��� ����� &'$ �  *'(" 
������� 	�� Φ(x) > Φ(y)' ����
���
������������ 	�� �����
�
� �
�����  \'�" � ������� k = v3(y) �= 0'
0���� v2(y) = 0� v1(y) = n − k� v3(x) = 0� v2(x) = k + 1� v1(x) = n − k − 1�
n − v1(y) + 1 = k + 1 � n − v1(x) + 1 = k + 2� ������� � 
���  *')"R *'("G

Φ(x) = C 2
k+2 + 1 =

(k + 1)(k + 2)
2

+ 1 >

>
(k + 1)(k + 2)

2
=

k(k + 1)
2

+ k + 1 = C 2
k+1 + k + 1 = Φ(y).

�%



.��� ��	���� ����� ��	 $�� ��� �$��)�� ��	����������
B����� �
��� �������� 	��� ��� ������
� � M �� ��� m = 2 	�
�� ���

��
��������
�
�
�� 
��!��� ������� P ���
� C 1

n+1 = n+1  
�' ����� ,�����
 %'C"" � ,�
���� ����	�
��
�� Φ � ���� 
��	�� ����� ���  �'*"� �' �' Φ(x) =
1 + v2(x) ��� x ∈ X = {1, 2}n'

B�
�. �����. m = 3' 0���� �
���
��� ��.���
���� ����� ��� X =
{1, 2, 3}n � 	�
�� ���

�� ��������
�
�
�� 
��!��� ������� P ��  &'$"
���
� �
�	�
�5  *'#"' J���� ��
��. x ∈ X∗ ���
�� x∗ ∈ X∗ � �������
2 = ( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

n

) � 3 = ( 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n

)' :�

������ ��

�� ��������

X∗
0 = {x ∈ X∗ : v1(x) = 0} = {( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

n

), ( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−1

, 3), . . . , ( 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n

)} =

= {x ∈ X∗ : 2 � x � 3}

� �������� 	�� |X∗
0 | = C 1

n+1 = n + 1' B�
�. Φ F ,�
���� ����	�
��
�� 
�
X � � ����� � 
� X∗

0 ' B�
�. x, y ∈ X∗
0 � ��� 	�� v1(x) = v1(y) = 0' 0���� ��

��
���  \'#" �  \'$" ������� &'� 
������� 	��

�
�� v2(x) = v2(y)� �� Φ(x) = Φ(y)� �  *'##"

�
�� x � y� �� Φ(x) > Φ(y)  *'#$"

 ��� �����

�� x � y ����������
�� ��
����  \'�" 
� �����
�5�
�"' >��
��
�	���� 	�� �
�� ���������. ���
�� 829 ��� 819� � ���
�� 839 F ��� 829� ��
��� Φ 
� X∗

0 �����
�
� �
�����  �'$" �  �'�"  ��� � 
��	�� m = 2"� � ���

���� �������	�
�� X∗

0 ������
� ������������ � 
��
�� M &'$  �' �' !��
��������� ���������"� � ������� ����� !��. ���
�
� ��� ������  
�����
����,�������

�1" ,������  �'*"G

Φ(x) = c + v3(x) ��� x ∈ X∗
0 , ��� c = Φ(2).

B�
���.�� Φ(2) = Φ(3) − |X∗
0 | + 1 � Φ(3) = max

x∈X∗
Φ(x) = s = C 2

n+2� ��

c = Φ(2) = C 2
n+2 − C 1

n+1 + 1 = C 2
n+1 + 1.

N���������.
��

Φ(x) = C 2
n+1 + v3(x) + 1 ��� x ∈ X∗, v1(x) = 0,

� ��� 
���� ,�
���� ���	�
��
�� Φ 
� X∗
0 ��
����
�'

�&



 J���� �����. ������.
� 

��� ����� �� ��

��� �������� �� &'$ ����
���
�
�� n� �������� ���.�� 	�� ���
�

�5 ���������'" :�

������ ���

���������.
�
�. �������� x ∈ X∗ ��� v1(x) = k ��� k = 1, 2, . . . , n − 1G

X∗
k = {x ∈ X∗ : v1(x)=k}={( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−k

), ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−k−1

, 3), . . . ,

. . . , ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n−k

)} =

= {x ∈ X∗ : 2k � x � 3k},  *'#�"

��� 2k = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−k

) � 3k = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n−k

)� � �������� 	�� ���

��
���������.
�
�. 
������� |X∗
k | = C 1

n−k+1 = n − k + 1 �����
���' >��
��

��� �������� ��
������
� � 
����
� !��.���� P �������	��
�� 
����

������ � ���� X∗

n, X∗
n−1, . . . , X

∗
1 , X∗

0 ' @�
���� ����	�
��
�� Φ 
� X∗
k ����

�� ������������� �
������  *'##" �  *'#$"� ������� �������	�
�� ��

���
X∗

k F �
��
���

��� �� �
�	��� ���
�����
�  ����,�������

�1" ,�����
��1  �'*"G

Φ(x) = ck + v3(x) ��� x ∈ X∗
k , ��� ck = Φ(2k).  *'#%"

B�
���.�� Φ(2k) = Φ(3) − (|X∗
0 | + |X∗

1 | + · · · + |X∗
k |) + 1� ��

ck = C 2
n+2 −

k∑
i=0

|X∗
i | + 1 = C 2

n+2 −
k∑

i=0

(n − i + 1) + 1 =

=
(n + 1)(n + 2)

2
− (2n + 2 − k)(k + 1)

2
+ 1 =

=
(n − k)(n − k + 1)

2
+ 1 = C 2

n−k+1 + 1.

0���� �!������ ����	��� 	�� k = v1(x)� � 
���  *'#%" 
�1���� 	��

Φ(x) = C 2
n−v1(x)+1 + v3(x) + 1 ��� �
�� x ∈ X∗,

� ��� � �
�. ,������  *')"  � �������  *'C"�  *'(" �  *'$"R *'&""' 6�������
� 	�
�
�
��� 	�� �� 
�� ��������� 	��

Φ(3) = C 2
n+1 + n + 1 = C 2

n+1 + C 1
n+1 = C 2

n+2 = s = max
x∈X∗ Φ(x)

� Φ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

) = C 2
1 + 0 + 1 = 1'

�*
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� 8
 ��
��9� �' �' 
����� P �������	�����.
��� ��
�

��� X∗

0 � 8
�	��.
���9 �
����� Φ(3) = C 2
n+2� � 8
 
�	���9� �' �' 
 
����
��

������	�����.
��� ��

��� X∗
n = {1}� ��� 1 = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

)� � 
�	��.
���

�
����� Φ(1) = 1'
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��.�� �����

������. 
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���� ���

���� ���
��" � ����	���
� �� ����
�
�� � ���������� �����

����
��
������  
�������� 2$� M %'$3" ������ ���

������� ���
���� !��.��

���  ^_`abc `UdYe_fg ehbc ��� ijk"�

������� ��
�
����.
��� !��.��

���  abheUb_fg ehbc ��� Tk"�

������� ����
���
�� J���X�  lYemU nYf_op ehbc ��� lk"'

B������

������� ��� 
� ������� ����	� �� ������ ����
���
��  !��
��� �����!
�5 �
,������5 � ����	�� ����
���
�� ���
� ��	���
��. ��
�
��� 2$� ;���� %3"' B�
�. X = {x, y, z} F �
���
��� �� ���� �����	
��
��.���
����� N F �
���
���� 
�
������ �� n = 13 ��!�������1  nYfce^"�
� 	�
�� ���
�� ���
� m = 3' :�

������ 
����5��� ������	��
�� ��!��
������1 �� N G

� nYfce^ % nYfce^ * nYfce^ ��
�

x x y 3
y z z 2
z y x 1

�' �'  x�y�z"  x�z�y"  y�z�x"  ���
��"

>�� ��
�	���� 	�� ��� ���� ��!�������1 �����
� x ������	�����.
��  ���
��	��"� 	�� �����
� y� � y ������	�����.
�� z  � ����� � x ������	���
���.
�� z"� ��� � ������1 ����
� x�y�z  �
�� � �
���.����
� � �����
�

�� 
��
��� ����	
�� �� M #'�� ���.�� � ���� ������� *'&"� � �
�����	
�1

��
� ���5� ������	��
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������
� ��!�������1' -���	� 
�
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�� !�
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��� �!��
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��� 	���� �� ������5�
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�� ��!�������1 N ��
�
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���� X '

#" N����

� ����	�� �������� ���
�	������ ���� ��.���
���� x, y ��
X ������ � ���������
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���
�� � ���� ������� x � y� �
�� �����
��	��
�� ���� x � y �
���	���
� � ���
���� !��.��

��� ��!�������1
�� N ' 7�� �����

��� ���� ������� �����G ��
���
�� x � y �
���	���
�
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� 3 + 4 = 7 ��!�������1  �' �' � ���
���� !��.��

��� �� 13 ��!�������1"�
������� x � y' 7����� ��
���
�� y � z �
���	���
� 3 + 6 = 9 ���� � x � z
F 3 + 4 = 7 ���� ������ y � z � x � z' N���� �
������
� ������
�� ���
���
��� y � x  6 ���"� z � y  4 ����" � z � x  6 ���" ���
���� !��.��

���

� 
�!�5����
�' 0���� �!������ x � y� y � z � x � z� ������� �����.�
����5���  ���������
��" ������	��
�� ����� ��� x � y � z� � �������

��!���� ������	�����.
�� �����
��� 
 ���������
�1 ��	�� ���
��  �' 
'
��!��������" ������
� ��.���
����� x'

$" < ����.
�� ����
���
��� 	�
�� �
���.����
� ����	�� �����	���
�

���� ���
�	������ 
����

� �������� �	�����5�
� ���.�� 
���� �����
��	�����.
�� ��.���
������ � ���������
�� ����
��� 
	�����
� �� ��.�
���
������ ������� 
�!����� 
��!��.��� 	�
�� ����
�� ��!�������1 �� N '
< �����
�
�� � 
����� ������� �����G ��
� �� 
��!���� ������	�����.�

�� ��.���
���� x 
�!����� 3 +4 = 7 ����
��� y 
�!����� 6 ����
�� � z F

� ��
��� ����
�� ������� ��!�������� 

��� ������
� ��.���
����� x'

6������� 	�� ��
�������� ��� ijk � Tk ��
����
� � 2#&3� 2#C3'

�" B����� 	�� ���
��. ����	�� ���������	
 1����� ��������� 
����5�
���' B�
����� �����1 ��.���
����� x ∈ X � 
������
���� 
�������� 	�
��
ri(x)� 
��������� �� ������ � �
��������.
�� ������	��
�� ��!�������
i ∈ N � ����� �!������ 	�� 	�� !���� ������	�����.
�1 ��� ��!������� i
������
� ��.���
������ ��� !��.�� �� ��
�' 0��  
�' ������ ����"� �
��
������	��
�� ������� ��!������� ���5� ��� x � y � z� �� r1(x) = 3�
r1(y) = 2 � r1(z) = 1� �' �' 
��!���� ������	�����.
�1 ��.���
����� x
���
����
� ��
� 3� 
����5��1 �� ������	�����.
�
�� ��.���
����� y F
��
� 2 �� 
���
��� 
����
�� ������	�����.
�1 ��.���
����� z F ��
� 1'
-���� ��� �����1 ��.���
����� x ∈ X �� ��
�� 
������5�
� �� �
��
��!��������G r(x) =

∑
i∈N ri(x)' N����

� ������� J����� ��.���
����� x

�!I������
� !���� ������	�����.
�1� 	�� ��.���
����� y  ������ x � y"�
�
�� r(x) > r(y)'

7�� �������

��� ���� ������� 
������� 	�� r(x) = (3+4) ·3+6 ·1 =
27� r(y) = 3 · 2 + 4 · 1 + 6 · 3 = 28� r(z) = 3 · 1 + (4 + 6) · 2 = 23' B�
���.��
r(y) > r(x) > r(z)� ��� 
����

� ������� J����� y � x � z� � �������
��!��������  
��!���� ������	�����.
�� 
 ���������
�1 ��	�� ���
��
�����
���" ������
� ��.���
����� y'

A�
�������� ��� ������� J���� ������
� � 2#)3'

%" D
���.��� ��
�� ��.���
���� �� 
����� ������� � ������� �� ���
���
��  ��� m = 3"� ��� ��.���
���� x, y, z ∈ X ����	��� 
����5���

�)




�!��� ������
�� ���
��G

x∗ = ( 1, 1, 1, 1, 1, 1︸ ︷︷ ︸
6

, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3︸ ︷︷ ︸
3+4

) ��� v1(x) = 6� v2(x) = 0� v3(x) = 7�

y∗ = ( 1, 1, 1, 1︸ ︷︷ ︸
4

, 2, 2, 2︸ ︷︷ ︸
3

, 3, 3, 3, 3, 3, 3︸ ︷︷ ︸
6

) ��� v1(y) = 4� v2(y) = 3� v3(y) = 6�

z∗ = ( 1, 1, 1︸ ︷︷ ︸
3

, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2︸ ︷︷ ︸
4+6

) ��� v1(z) = 3� v2(z) = 10� v3(z) = 0'

B�
���.�� v1(z) = 3<v1(y) = 4<v1(x) = 6� �� v(z)∠2 v(y)∠2 v(x)� ������
��� 
����

�  &'$"� zPyPx� �' �' ��!��������  
 ��	�� ���
�� 
������

���
� ��	�
���]" ������
� ��.���
����� z'

0���1 �� ����� ���
� 
�����.� �
�� ��
���.�����.
� ,�
����1 �����
	�
��
�� Φ ��  *'%"� ������� � �������

�� ��
���
�� ������ ���. �����

�		 ���	��
���� ����������	
' D����

Φ(x) =
(0+7+1)(0+7+2)

2
− 0 =

8 · 9
2

= 36,

Φ(y) =
(3+6+1)(3+6+2)

2
− 3 =

10 · 11
2

− 3 = 52,

Φ(z) =
(10 + 0 + 1)(10 + 0 + 2)

2
− 10 =

11 · 12
2

− 10 = 56,

������ Φ(z) > Φ(y) > Φ(x)� � ������� zPyPx'

.�.� ���������� ��	�������� �� �	
 alg(x∗) ��� x∗ ∈ X∗� ���
���
��� 	�� 	�
�� alg(x∗) ��� ��
���

��� ����
�������� x∗ ∈ X∗ !���
��������
� � ��
�� M &'$' < ���� ������� !���� ������
�� 	��

alg(x∗) = Φ(x) ��� �
�� x ∈ X,  *'#&"

��� Φ �
�. ,�
���� ����	�
��
�� ��� m = 3  
��������  *'%""'

H
�� x ∈ X � �� x∗ ∈ X∗� � ������� x∗ = x∗(n1, n2)� ��� �� ,������  &'*"

x∗(n1, n2) = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1−n2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n2

)

��� 
�������� 0�n1�n � 0�n2 �n1' 0���� �!������ 
������ ��	�
���.
�
�	�
�� alg(x∗(n1, n2)) � ����
���
�� �� �����

�� 
������ n1 � n2'

�(



B�� ,��
�����

�� 0 � n1 � n � 
���  *'#�" 
������� 	��

X∗
n−n1

=
{
( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1−n2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n2

) : 0 � n2 � n1

}
,

���	�� |X∗
n−n1

| = n − (n − n1) + 1 = n1 + 1' -���	��� 	�� alg(x∗(0, 0)) =
alg(1) = 1 � 	�� �����1 �����
� ��

��� X∗

n−n1
�
�. ������ x∗(n1, 0)� �

����� ����,������ ,������ alg(x∗(n1)) = alg(x∗(0)) + n1 = 1 + n1 ���
m = 2 �� ��
�� M �  ������� 829 ��� 819� � 839 F ��� 829"� ����	��G

alg(x∗(n1, n2)) = alg(x∗(n1, 0)) + n2.

7�� ����� 	��!� 
�1�� �
�	�
�� alg(x∗(n1, 0))� ��
���.����
� ����

����

alg(x∗(n1, 0)) = alg(x∗(n1 − 1, 0)) + |X∗
n−(n1−1)| =

= alg(x∗(n1 − 1, 0)) + n1 ��� �
�� 1 � n1 � n,

������� ��
�	���� 	�� ���������1 
���� ������� ������� x∗(n1, 0) ��
�

��� X∗

n−n1
�
�. ���������1 
���� ������� ������� x∗(n1 − 1, 0) 8������

������9 � ���������	�
��� �������	�
�� ��

��� X∗
n−(n1−1) ��5
 ����


� ��
���
��� |X∗
n−(n1−1)|  
����
��� 	�� ������� 
������
�� ��

����

X∗
n = {1}, X∗

n−1, . . . , X
∗
1 , X∗

0 
������
����� ��
������
�5 � 
����
� !��.�
���� P �������	��
��� 
�' M *'%"' N���������.
��

alg(x∗(n1, 0)) = alg(x∗(0, 0)) + 1 + 2 + · · ·+ n1 = 1 +
n1(n1+1)

2
= 1 + C 2

n1+1,

������ ���
	����.
� 
������� 	��

alg(x∗(n1, n2)) = C 2
n1+1 + n2 + 1, 0 � n1 � n, 0 � n2 � n1.  *'#*"

N �����1 
����
�� ����	��� 	�� ��� x∗ = x∗(n1, n2)

v1(x) = v1(x∗) = n − n1, v2(x) = v2(x∗) = n1 − n2 � v3(x) = v3(x∗) = n2,

���
������ ��� �
�	�
�� � ������
��  *'%" � �
���.��� ����

���  *'*"
��� k = n1� ����	��G

Φ(x) =
(n1+1)(n1+2)

2
− (n1 − n2) =

n1(n1+1)
2

+ 1 + n2 = C 2
n1+1 + n2 + 1.

N���
���� ��
���
�� ������
�� 
  *'#*"� �������� � ����

���  *'#&"'

%+



< 
��� ����

���  *'#&" �������� � ���
��� ������  
�'  *'#C" �  *'#)"

���"' 7�� ����� 	��!� ��� 
,�����������.� �������� 	�� �5!�1 ������
x∗ ∈ X∗ ����������  
�' 
 �����1 %'$" ����
�����
� � ����  &'*"� �' �' x∗ =
x∗(n1, n2) ��� 
�������� 
������ n1 = n1(x∗) � n2 = n2(x∗)� ����
����
�� x∗ � ������ 	�� 0 � n1(x∗) � n � 0 � n2(x∗) � n1(x∗)' B������ n(x∗) =
(n1(x∗), n2(x∗))' B�
���.�� v1(x∗) = n− n1(x∗) � v2(x∗) = n1(x∗)− n2(x∗)�
�� � 
���  &'$" � ��������
�� ���
������,�	�
���� �������

xPy ⇐⇒ x∗Py∗ ⇐⇒ n(y∗)∠ n(x∗) � R
2  *'#C"

� ��
������

�� !�������� ������� &'� �  *'#&"�

xPy ⇐⇒ Φ(x) > Φ(y) ⇐⇒ alg(x∗) > alg(y∗).  *'#)"

0���� �� 
������� !���� ����. ��
�� ��� �5!�� 	�
�� ���
�� m � 2'
< ��
�� M &'$ ����	�
�� 	�� � ���������	�
��� �������	�
�� X∗ ���

������1 ������� F ��� ������� �� ������� y∗ = x∗(k, k) � ������� x∗ =
x∗(k + 1, 0) ��� 1 � k � n− 1� ��� x∗ �
�. ��������1 ������' < 
���  *'#&"
���������� 
����� ��������� �������� ��	�
��5�
� ��� 1 � k � n − 1

����5��� �!�����G

alg(x∗(k + 1, 0)) = Φ(x∗(k + 1, 0)) =
(k+1)(k+2)

2
+ 1 =

=
k=1

4 ,
k=2

7 ,
k=3

11 ,
k=4

16 ,
k=5

22 ,
k=6

29 ,
k=7

37 , . . . .

6������� 	�� ������ y∗ = x∗(k, k) 
���
���
���

� ������
����� �������
x∗ = x∗(k + 1, 0)� �' �'

alg(x∗(k, k)) = Φ(x∗(k, k)) =
k(k+1)

2
+ k + 1 =

(k+1)(k+2)
2

, 1�k�n− 1.

3� ��	������ 
�	���	��
��� � ����	
 � �)���
 �

3��� (���� 
���
 �$��)�� �	���������� ��� P �	� m = 4�
B����� 	�� ���������. � ��

�����
�5 �!���� 
��	�� ����������
�� 

m > 3 ���
����� ���!���� �����!
� 
��	�1 m = 4' >�� 
����
� 
 ���� 	��
� �!��� 
��	��� 
�	�
�� ���

� 
 m = 4� � ��
�������� ,�
���1 �����
��	��
�� ��� ���������� ��
���
�� P �� M $'# � ���������.
���� 
�������

���5��� ������ ������5�
� 
���� �,,����� ������� 
� ���
��
���5�
��� m = 2 � m = 3' Z���� ����� ���!�� 
��	�� m = 4 ��� ��� �������
�!�
�
�. �����
������ ������'

%#



Z�� ���
� �� M �  ��
����  �'�" B����������
�����
��"� ��� m = 2
�������	�
�� �
���
��� X∗� ��� X = {1, 2}n� ����
����� ������������

�!������ !�� ��������� ���������' < �� �� ����� � M &'$ ������
�� 	��
��� m = 3 ���
����� 
���1 �,,���G �������	�
�� �
���
��� ��
���
�

�� ����
��������1 X∗ 
 X = {1, 2, 3}n ����
����� ��� ������ 	������
��
�� �
��
���

��� �������	�
��� !�������� ��
���� B����������
����
��
��  \'$" �� ������� &'�� � ��������� ��������� 
����

� ��
����  \'�"
�� ���1 �������' 0�� 
���� ���
� ����
� ����

� �����������.  �����
��� !���� �
��
����
� 
�����"� 	�� � ��� m = 4 
����
���
� ��� ,�
���
��
���.
�� ����
����
�
�.� �' �' �������	�
�� X∗ ��� X = {1, 2, 3, 4}n

����
����� 	�������
��� �
��
���

��� �������	�
�� � ��������� �����
����� ���������' �� �

��� ����� ����������
�� ��������
� ��� 
�1	�

������. ��������� ������� � ��������� �������� ��� m = 4'

<
5�� � ���� �������� ����� ����� C'&� 	�
�� ���
�� �
�. m = 4� ���
	�� M = {1, 2, 3, 4}' N���
���
��  #'$" � ���� 
��	�� ���
����� ���

v1(x)+v2(x)+v3(x)+v4(x) = n ��� �
�� x = (x1, . . . , xn) ∈ X,  C'#"

� ��������� 

��� ��
���
�� P �� M $'# �
�.

P =
{
(x, y)∈X×X : [v1(x)<v1(y)] ∨ [v1(x)=v1(y) ∧ v2(x)<v2(y)] ∨

∨[v1(x)=v1(y)∧v2(x)=v2(y)∧v3(x)<v3(y)]
}
.  C'$"

D���� �������	���� X∗ � 
������
���� 
 �����

�1 ����
����
�
�.5�
����	��� 
����5��� ��!���� ��������' -������� 	�� ��� m = 4 	�
��
�����
��� � X∗

n,4 ���
� (n + 3)(n + 2)(n + 1)/6� �' �' 10, 20, 35, 56, 84 
����
���
���

� ��� n = 2, 3, 4, 5, 6'

n = 2;
(1, 1)1, (1, 2)2, (1, 3)3, (1, 4)4,
(2, 2)5, (2, 3)6, (2, 4)7,
(3, 3)8, (3, 4)9, (4, 4)10�

n = 3;
(1, 1, 1)1, (1, 1, 2)2, (1, 1, 3)3, (1, 1, 4)4,
(1, 2, 2)5, (1, 2, 3)6, (1, 2, 4)7,
(1, 3, 3)8, (1, 3, 4)9, (1, 4, 4)10,
(2, 2, 2)11, (2, 2, 3)12, (2, 2, 4)13,
(2, 3, 3)14, (2, 3, 4)15, (2, 4, 4)16,
(3, 3, 3)17, (3, 3, 4)18, (3, 4, 4)19, (4, 4, 4)20�

n = 4;
(1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 3)3, (1, 1, 1, 4)4,
(1, 1, 2, 2)5, (1, 1, 2, 3)6, (1, 1, 2, 4)7,

%$



(1, 1, 3, 3)8, (1, 1, 3, 4)9, (1, 1, 4, 4)10,
(1, 2, 2, 2)11, (1, 2, 2, 3)12, (1, 2, 2, 4)13,
(1, 2, 3, 3)14, (1, 2, 3, 4)15, (1, 2, 4, 4)16,
(1, 3, 3, 3)17, (1, 3, 3, 4)18, (1, 3, 4, 4)19, (1, 4, 4, 4)20,
(2, 2, 2, 2)21, (2, 2, 2, 3)22, (2, 2, 2, 4)23,
(2, 2, 3, 3)24, (2, 2, 3, 4)25, (2, 2, 4, 4)26,
(2, 3, 3, 3)27, (2, 3, 3, 4)28, (2, 3, 4, 4)29, (2, 4, 4, 4)30,
(3, 3, 3, 3)31, (3, 3, 3, 4)32, (3, 3, 4, 4)33, (3, 4, 4, 4)34, (4, 4, 4, 4)35�

n = 5;
(1, 1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 1, 3)3, (1, 1, 1, 1, 4)4,
(1, 1, 1, 2, 2)5, (1, 1, 1, 2, 3)6, (1, 1, 1, 2, 4)7,
(1, 1, 1, 3, 3)8, (1, 1, 1, 3, 4)9, (1, 1, 1, 4, 4)10,
(1, 1, 2, 2, 2)11, (1, 1, 2, 2, 3)12, (1, 1, 2, 2, 4)13,
(1, 1, 2, 3, 3)14, (1, 1, 2, 3, 4)15, (1, 1, 2, 4, 4)16,
(1, 1, 3, 3, 3)17, (1, 1, 3, 3, 4)18, (1, 1, 3, 4, 4)19, (1, 1, 4, 4, 4)20,
(1, 2, 2, 2, 2)21, (1, 2, 2, 2, 3)22, (1, 2, 2, 2, 4)23,
(1, 2, 2, 3, 3)24, (1, 2, 2, 3, 4)25, (1, 2, 2, 4, 4)26,
(1, 2, 3, 3, 3)27, (1, 2, 3, 3, 4)28, (1, 2, 3, 4, 4)29, (1, 2, 4, 4, 4)30,
(1, 3, 3, 3, 3)31, (1, 3, 3, 3, 4)32, (1, 3, 3, 4, 4)33, (1, 3, 4, 4, 4)34, (1, 4, 4, 4, 4)35,
(2, 2, 2, 2, 2)36, (2, 2, 2, 2, 3)37, (2, 2, 2, 2, 4)38,
(2, 2, 2, 3, 3)39, (2, 2, 2, 3, 4)40, (2, 2, 2, 4, 4)41,
(2, 2, 3, 3, 3)42, (2, 2, 3, 3, 4)43, (2, 2, 3, 4, 4)44, (2, 2, 4, 4, 4)45,
(2, 3, 3, 3, 3)46, (2, 3, 3, 3, 4)47, (2, 3, 3, 4, 4)48, (2, 3, 4, 4, 4)49, (2, 4, 4, 4, 4)50,
(3, 3, 3, 3, 3)51, (3, 3, 3, 3, 4)52, (3, 3, 3, 4, 4)53, (3, 3, 4, 4, 4)54, (3, 4, 4, 4, 4)55,

(4, 4, 4, 4, 4)56�

n = 6;

(1, 1, 1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 1, 1, 3)3, (1, 1, 1, 1, 1, 4)4,

(1, 1, 1, 1, 2, 2)5, (1, 1, 1, 1, 2, 3)6, (1, 1, 1, 1, 2, 4)7,

(1, 1, 1, 1, 3, 3)8, (1, 1, 1, 1, 3, 4)9, (1, 1, 1, 1, 4, 4)10,

(1, 1, 1, 2, 2, 2)11, (1, 1, 1, 2, 2, 3)12, (1, 1, 1, 2, 2, 4)13,

(1, 1, 1, 2, 3, 3)14, (1, 1, 1, 2, 3, 4)15, (1, 1, 1, 2, 4, 4)16,

(1, 1, 1, 3, 3, 3)17, (1, 1, 1, 3, 3, 4)18, (1, 1, 1, 3, 4, 4)19, (1, 1, 1, 4, 4, 4)20,

(1, 1, 2, 2, 2, 2)21, (1, 1, 2, 2, 2, 3)22, (1, 1, 2, 2, 2, 4)23,

(1, 1, 2, 2, 3, 3)24, (1, 1, 2, 2, 3, 4)25, (1, 1, 2, 2, 4, 4)26,

(1, 1, 2, 3, 3, 3)27, (1, 1, 2, 3, 3, 4)28, (1, 1, 2, 3, 4, 4)29, (1, 1, 2, 4, 4, 4)30,

(1, 1, 3, 3, 3, 3)31, (1, 1, 3, 3, 3, 4)32, (1, 1, 3, 3, 4, 4)33, (1, 1, 3, 4, 4, 4)34,

(1, 1, 4, 4, 4, 4)35,

(1, 2, 2, 2, 2, 2)36, (1, 2, 2, 2, 2, 3)37, (1, 2, 2, 2, 2, 4)38,

(1, 2, 2, 2, 3, 3)39, (1, 2, 2, 2, 3, 4)40, (1, 2, 2, 2, 4, 4)41,

(1, 2, 2, 3, 3, 3)42, (1, 2, 2, 3, 3, 4)43, (1, 2, 2, 3, 4, 4)44, (1, 2, 2, 4, 4, 4)45,

(1, 2, 3, 3, 3, 3)46, (1, 2, 3, 3, 3, 4)47, (1, 2, 3, 3, 4, 4)48, (1, 2, 3, 4, 4, 4)49,

(1, 2, 4, 4, 4, 4)50,

%�



(1, 3, 3, 3, 3, 3)51, (1, 3, 3, 3, 3, 4)52, (1, 3, 3, 3, 4, 4)53, (1, 3, 3, 4, 4, 4)54,

(1, 3, 4, 4, 4, 4)55, (1, 4, 4, 4, 4, 4)56,

(2, 2, 2, 2, 2, 2)57, (2, 2, 2, 2, 2, 3)58, (2, 2, 2, 2, 2, 4)59,

(2, 2, 2, 2, 3, 3)60, (2, 2, 2, 2, 3, 4)61, (2, 2, 2, 2, 4, 4)62,

(2, 2, 2, 3, 3, 3)63, (2, 2, 2, 3, 3, 4)64, (2, 2, 2, 3, 4, 4)65, (2, 2, 2, 4, 4, 4)66,

(2, 2, 3, 3, 3, 3)67, (2, 2, 3, 3, 3, 4)68, (2, 2, 3, 3, 4, 4)69, (2, 2, 3, 4, 4, 4)70,

(2, 2, 4, 4, 4, 4)71,

(2, 3, 3, 3, 3, 3)72, (2, 3, 3, 3, 3, 4)73, (2, 3, 3, 3, 4, 4)74, (2, 3, 3, 4, 4, 4)75,

(2, 3, 4, 4, 4, 4)76, (2, 4, 4, 4, 4, 4)77,

(3, 3, 3, 3, 3, 3)78, (3, 3, 3, 3, 3, 4)79, (3, 3, 3, 3, 4, 4)80, (3, 3, 3, 4, 4, 4)81,

(3, 3, 4, 4, 4, 4)82, (3, 4, 4, 4, 4, 4)83, (4, 4, 4, 4, 4, 4)84�

A
���� ���� ��

���� ����������� 	�� ������5�
� ��� ���� 8�������
���9 �������� x∗� 
������
���5��� �������� 
 ��
�1 
����� 
� 
����5�
��5G ����� �!������ x∗Py∗� � ��	
��� y∗ ������
����� x∗ � ������	���

�� P � �
��

x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k+1

) � y∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
k

)  C'�"

��� �
�� k = 1, . . . , n − 1� ���

x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k1+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k1−k2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k2+1

) �  C'%"

y∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k1+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k1+1−k2

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
k2

)  C'&"

��� �
�� 1 � k1 � n − 1 � 1 � k2 � k1  
� ��	
�� �
�	�
�� ��������
����
�
�� �
���
�� k1 � k2 ���
� ���� 
� �!�����. �
���
�� F �
� ���
���!�5�
� � !���� �!�

���
� �����"' -��
. ���
� �������.� 	�� �  C'�"
x∗ ������	�����.
�� y∗� �
�� ��
�� �����
�� ���
������� ����	�
��� 8����

��9 � x∗ � y∗ �
�����1
� �� x∗ ������ x′ 
�
���� ���.�� �� ��
�� 8�����9
� � �
������
� �� y∗ ������� y′ �
���	���
� ���� !� ��
� 8���
���9  ���
������ �����

�1 ������ x′ �� ���� 8����� 9 ������	�����.
�� �����

���
������� y′ ���
 �� � ����� 8��	�	���9"' A
�����	
�� x∗ ������	�����.
��
y∗ �  C'%"R C'&"� �
�� ��
�� �����
�� ���
������� ����	�
��� 8���
��9 �
8�����9 �� x∗ � y∗ �
�����1
� �� x∗ ������ x′′ 
�
���� �� ��
�� 8�����9 � �
�
������
� �� y∗ ������� y′′ �
���	���
� ���� !� ��
� 8���1��9  ��������
������ x′′ �� ���� 8����� 9 ������	�����.
�� ������� y′′ ���
 �� �����

8�������9"'

%%



7�� ����� 	��!� ���������� 
��� � ������� C'# ��
����  \'�" �
 \'%" ��
���
�����
. !���� �
��
���

�� �������� 	�� ��� �5!�1 ,�
��
��� ������	��
�� ϕ ��� P �
�	�
�� ϕ(x) > ϕ(y) ��� x ∈ I[x∗] � y ∈ I[y∗]�
�
�� � 
��	�� �������� x∗ � y∗ ��  C'�" �����
�
� 
���
���
��G

v1(x) < v1(y), v1(x) + v2(x) = n � v1(y) + v4(y) = n,

��� � 
��	�� �������� x∗ � y∗ ��  C'%"R C'&" F 
���
���
��G

v1(x) = v1(y), v2(x) < v2(y), v1(x) + v2(x) + v3(x) = n

� v1(y) + v2(y) + v4(x) = n.

6

��
�1 �����.��� ����� ������� F 
����5��1 �
���� ������� &'�'

0��	� 
 3��� &������	� P 	�  C'$" ��������	�� �� X = {1, 2, 3, 4}n

��	 ����!	 �����		 ϕ : X → R 	�	 %��	�������� �����	
 ϕ ��������

���� � ���������� ������� %��	����������	 ������� ���
��� P ����� 	

���
�� ����� ����� ��
 ���� x, y ∈ X �����	
 ϕ ����������
�� ������

�!� ������� ���	����G

 \'#" ���	 v1(x)=v1(y) v2(x)=v2(y) 	 v3(x)=v3(y) �� ϕ(x) = ϕ(y);
 \'$" ���	 x � y �� ϕ(x) > ϕ(y);
 \'�" ���	 v1(x)=v1(y) v2(x)+1=v2(y) �=n−v1(y) v1(x)+v2(x)+v3(x)=n

	 v1(y)+v2(y)+v4(y)=n �� ϕ(x) > ϕ(y);
 \'%" ���	 v1(x)+1 = v1(y) �= n v1(x)+v2(x) = n 	 v1(y)+v4(y) = n ��

ϕ(x) > ϕ(y)#

7�� ���������.
��� ���1 ������� 
�� �����!���
� ��� �����G ����
�� C'$  �
���� ����� &'#"� ����� C'�  �
���� ��������
��  &'�"" � ����
�� C'%  �!�!��
�� ����� &'$ 
� 
��	�1 m = 4"'

!�  
 3��� "�	 m = 4 �������	�  C'$" �� ��������� ��
������	�

X = {1, 2, 3, 4}n ��������	�� ��	 ����!	 �����		 ϕ : X → R  � ������

 $'#"" ����� 	 ���
�� ����� ����� ��
 ���� x, y ∈ X �����	
 ϕ ��������

���
�� ������!	� �����	
�G

 U" ���	 v1(x) = v1(y) v2(x) = v2(y) 	 v3(x) = v3(y) �� ϕ(x) = ϕ(y);
 V" ���	 v1(x) = v1(y) v2(x) = v2(y) 	 v3(x) < v3(y) �� ϕ(x) > ϕ(y);
 W" ���	 v1(x) = v1(y) v2(x) < v2(y) 	 v1(x) + v2(x) + v3(x) = n ��

ϕ(x) > ϕ(y);
 m" ���	 v1(x) < v1(y) 	 v1(x) + v2(x) = n �� ϕ(x) > ϕ(y)#

< 
��5 �	����. ��� ���������.
��� ����� C'$ 
�� ��
���!��
�

%&



!�  
 3��� 2��	 �����	
 ϕ : X → R ����������
�� �����	
�  U"R m"
����� C'$ �� ��
 ���� x, y ∈ X ��� ����� ����������
�� �����	
�G

 α" ���	 v1(x) = v1(y) 	 v2(x) < v2(y) �� ϕ(x) > ϕ(y);
 β" ���	 v1(x) < v1(y) �� ϕ(x) > ϕ(y);
 γ" ���	 ϕ(x) = ϕ(y) �� v1(x) = v1(y) v2(x) = v2(y) 	 v3(x) = v3(y)#

-��
�
���
���� ��  � 3���  α" 0�� ��� v1(x) = v1(y)� v2(x) < v2(y) �

v1(y) + v2(y) � v1(y) + v2(y) + v3(y) + v4(y) = n,

�� v1(x) + v2(x) < v1(y) + v2(y) � n� �' �' v1(x) + v2(x) < n' :�

������
������ z ∈ X 
� 
��1
�����G

v1(z) = v1(x) = v1(y), v2(z) = v2(x) � v3(z) = n − v1(x) − v2(x).

<
�	��� 
���
�� ϕ(x) � ϕ(z)' D� 
�����

��� v1(x) + v2(x) + v3(x) � n

������� 	�� v3(x) � n − v1(x) − v2(x) = v3(z)� �' �'

v1(x) = v1(z), v2(x) = v2(z) � v3(x) � v3(z).

H
�� v3(x) = v3(z)� �� � 
���  �"  �
�����  U"�  V"�  W" �  m" !����
� �� ����
�� C'$" 
������� 	�� ϕ(x) = ϕ(z)' H
�� �� v3(x) < v3(z)� �� ��  V" 
�������
	�� ϕ(x) > ϕ(z)' D���� � �5!�� 
��	�� ϕ(x) � ϕ(z)' 0����. 
���
�� ϕ(z)
� ϕ(y)' B�
���.��

v1(z) = v1(y), v2(z) = v2(x) < v2(y) � v1(z) + v2(z) + v3(z) = n,

�� �����
�� �
�����  W"� � ������� x ����
�
 
� z� 
�1���� 	�� ϕ(z) >
ϕ(y)' N���������.
�� ϕ(x) � ϕ(z) > ϕ(y)� 	�� � ���!�����
.'

 β" -��
. ���������.
��� ������ 
� ���������.
��� ��������
��  &'�"
 W' $%"� ��
��� �� ������ 
 
�� 
��������G ����	�� 
�
���� � ���� 	��

���
���

� �
���.����
� ���������1 ��
��  α"� �������� 	��!� ������.
���� ���������.
��� ��
����������
� ���
�
�.5'

B�
���.�� v1(x) < v1(y) � v1(y) � n� �� v1(x) < n' :�

������ ������
z ∈ X ����1� 	��

v1(z) = v1(x) � v2(z) = n − v1(x).

D� 
�����

��� v1(x) + v2(x) � n ��������� 	�� v2(x) � n − v1(x) = v2(z)'
0���� �!������ v1(x) = v1(z) � v2(x) � v2(z)' H
�� v2(x) = v2(z)� ��
v1(x) + v2(x) = v1(z) + v2(z) = n� ������ v3(x) = v3(z) = 0 �� �
�	��� �

%*




���  U" ϕ(x) = ϕ(z)' H
�� �� v2(x) < v2(z)� �� � �	�� ������  α" !����
ϕ(x) > ϕ(z)' D���� � �!��� 
��	��� ϕ(x) � ϕ(z)' ����
��� ����	��� 	��

v1(z) = v1(x) < v1(y) � v1(z) + v2(z) = n,

� ��������� �
�����  m"� � ������� x ����
�
� 
� z� 
�1���� 	�� ϕ(z) >
ϕ(y)' 0���� �!������ ϕ(x) � ϕ(z) > ϕ(y)� �  V" 
������'

 γ" :���

��� v1(x) = v1(y) �������� �� ������
��� �� ��
���  β"�
v2(x) = v2(y) F �� ������
��� �� ��
��� (α)� � v3(x) = v3(y) F �� �������

��� �� ��
���  V" ����� C'$' �
-��
�
���
���� ��  � 3��� (������	����
' H
�� P ����
������ ���
������ ,�
���� ϕ� �' �' ����� ��
�� 
���
���
��  $'#"� �� ��
��  U" ���
������ �� ����� $'$  V"� ���

v(x) = (v1(x), v2(x), v3(x)), x ∈ X,  C'*"

� ��
���  V"�  W" �  m" F �� ��������
�� P �  C'$"'

������������
' B������� 	�� �
�� ϕ ������������� �
������  U"R m"�
�� ����� ��
�� 
���
���
��  $'#"' B�
�. x, y ∈ X ' D���������

(xPy) =⇒ (ϕ(x) > ϕ(y))  C'C"

�������� 
���
���
���

� ��  C'$"� ����� C'�  β"�  α" � ����������
��  V"
����� C'$' 7�� ����� 	��!� �
��
����. �!���
�5 ���������5� ��
���.�
����
� �����1 $'#  T'$"�  C'*"�  C'C" � ����������
���  U" ����� C'$G

¬(xPy) ⇐⇒ (yPx) ∨ (v(y) = v(x)) =⇒ (ϕ(y) > ϕ(x)) ∨ (ϕ(y) = ϕ(x)) ⇐⇒
⇐⇒ (ϕ(y) � ϕ(x)),

������ 
�1���� 	��

(ϕ(x) > ϕ(y)) ⇐⇒¬(ϕ(y) � ϕ(x)) =⇒¬(¬(xPy)) ⇐⇒ (xPy).

K���� C'$ ���
�
�.5 ������
�' �

K���	�
��� �
����������� ���� C'$ � C'� � ��	
�
�� ����� ��� ��� �
����� &'# � ��������
��  &'�"  
�' 
' $&"'

!�  
 3��� "�	 m = 4 ��
 ����� x, y ∈ X = {1, 2, 3, 4}n 	����G

(x∗ � y∗) ⇐⇒ [
v1(x) < v1(y) ∧ v1(x) + v2(x) � v1(y) + v2(y) ∧

∧ v1(x) + v2(x) + v3(x) � v1(y) + v2(y) + v3(y)
] ∨

∨[
v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y) ∧
∧ v1(x) + v2(x) + v3(x) � v1(y) + v2(y) + v3(y)

] ∨
∨[

v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) = v2(y) ∧ v3(x) < v3(y)
]
,

%C



��� x∗ 	 y∗ ' ���������� ��������	���	 �������������� x 	 y#

>�� ����� !���� ������
� � 
���� �!��� 
��	��  ��� �5!�� m � 2"
��� ����� C'& ��
�� ����������� 
��� ���������.
��� ������� C'#'

-��
�
���
���� ���	� � 3��� (������	����
' B�
�. ��
���
�� P ���
����
� ϕ�����
������� � x, y ∈ X ' 0���� ��
����  \'#" �������� �� ����
�� $'$  V"G �
�� � �!��
�	�
��  C'*" v(x) = v(y)� �� ϕ(x) = ϕ(y)' 7�� �����
	��!� ����	��. ��
����  \'$"� ������������ 	�� x � y' 0���� x∗ � y∗

�� ����� %'�  V"� ������ � 
��� ����� C'% 
������� 	�� v1(x) < v1(y) ���
v1(x) = v1(y)∧v2(x) < v2(y) ��� v1(x) = v1(y)∧v2(x) = v2(y)∧v3(x) < v3(y)�
�' �' xPy � 
���  C'$"' >�� ���
�� 
 ����������
���  $'#" ���� 
�����

���
ϕ(x) > ϕ(y) � ��� 
���� �
��
��������  \'$"' H
�� �����
�
� �������
����
�� ��
����  \'�"� �� v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y)� � �
�� �����
��

� ����������
�� ��
����  \'%"� �� v1(x) < v1(y)� ��� 	�� xPy � �!���

��	���' N
��� �����
��  $'#"� ����	�� 
�����

��� ϕ(x) > ϕ(y)� 	�� �
�
��
����  \'�" �  \'%"'

������������
' H
�� !���� �������
�� 	�� �� ��
���  \'#"R \'%" ���
����5� �
�����  U"R m" ����� C'$� �� �� ����� C'$ !���� 
�������. �
���
��� ϕ�����
������
�. ��
���
�� P '

O

�� 	�� �
�����  \'#" �  U" 
������5�'

B������� 	�� ��  \'#" �  \'$" ��������  V"' 7�� ����� ������������
	�� x, y ∈ X ������ 	�� v1(x) = v1(y)� v2(x) = v2(y) � v3(x) < v3(y)' 0����
�� ����� C'% x∗ � y∗� 	�� ���
�� 
  \'$" ���� 
�����

��� ϕ(x∗) > ϕ(y∗)'
B�
���.�� vj(x) = vj(x∗) � vj(y) = vj(y∗) ��� j = 1, 2, 3� ��� !��������
 \'#"� ϕ(x) = ϕ(x∗) � ϕ(y) = ϕ(y∗)� �� 
���������.
�� ϕ(x) > ϕ(y)'

B�������� 	�� ��  \'#"�  \'$" �  \'�" 
������  
"' 7��������.
��� �����
� ���1
�� ���
� ��������� �������� 
��1
���  \'#"∧ \'$"∧ A'�"=⇒ W" ��
���������.
��� ������� &'� � ������
� ��� ����,������1 � �!�!��
���'"

<��������� �������� 	�� ��
����  \'�" 
���������� � !�� ����
�	�
��
v2(y) �= n − v1(y)' 7�1
������.
�� �
�� v2(y) = n − v1(y)� ��

y∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
v1(y)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−v1(y)

) � x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
v1(y)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−v1(y)−1

, 3︸︷︷︸
1

),

������� x∗ � y∗� ������� ��� � ����� ϕ(x∗) > ϕ(y∗) � 
��� ��
����  \'$"
� ϕ(x) = ϕ(x∗) > ϕ(y∗) = ϕ(y) � 
��� ��
����  \'#"' B�
���.�� ��
���
��
��

����
�� �������5�
�  ��� ������ � ���� ���������.
���"� � ���.�

�1��� !���� 
������. �� �����������	'

B����������� 	�� x, y ∈ X ������ 	�� v1(x) = v1(y)� v2(x) < v2(y) �
v1(x)+v2(x)+v3(x) = n' 0��!���
� �������.� 	�� ϕ(x) > ϕ(y)' :�

������

%)



��� �
���������.
�� ������� x′, y′ ∈ X ������ 	��

v1(y′) = v1(y), v2(y′) = v2(y) � v4(y′) = v3(y) + v4(y),

v1(x′) = v1(y′), v2(x′) = v2(y′) − 1 = n − v1(y′) − v4(y′) − 1

� v3(x′) = v4(y′) + 1.

0�� ��� v1(x) = v1(y) = v1(x′) � v2(x) � v2(y) − 1 = v2(y′) − 1 = v2(x′)� �
�� ����

�� v1(x) + v2(x) + v3(x) = n � v1(x′) + v2(x′) + v3(x′) = n 
�������
	�� v3(x) � v3(x′) � v4(x) = v4(x′) = 0� �� ��� ��
���

�� ����
��������1
x � x′ ����� x∗ � x′∗' 6�
5�� ��� ������ ����������� ��

����
�1 �
��
���  \'#" �  \'$" ����	���� 	�� ϕ(x) = ϕ(x∗) � ϕ(x′∗) = ϕ(x′)' -���	��
������ 	�� v1(x′) = v1(y′)� v2(x′) + 1 = v2(y′)� v1(x′) + v2(x′) + v3(x′) = n
� v1(y′) + v2(y′) + v4(y′) = n� � 
��� ��
����  \'�" 
�1���� 	�� ϕ(x′) >
ϕ(y′)' ����
��� ��
���.�� v1(y′) = v1(y)� v2(y′) = v2(y) � v4(y′) � v4(y)� ��
y′∗ � y∗� �� 	��� ����������� �!����� 
������� 	�� ϕ(y′) � ϕ(y)' 0����
�!������ ϕ(x) � ϕ(x′) > ϕ(y′) � ϕ(y)� � 
��1
���  
" ����� C'$ 
������'

6
����
� �������.� 	�� �
�� �����
�
� ��
����  \'#"�  \'$" �  \'%"� ��
����� ��
�� �  m"' <
�	��� �������� 	�� ��
����  \'%" 
���������� � !��
����
�	�
�� v1(y) �= n� ��
���.�� � ������
�� 
��	�� y = 1 = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

)�

� ������� x � y� �� �
�	��� ϕ(x) > ϕ(y) � 
��� ��
����  \'$"' B�
�.
x, y ∈ X ������ 	�� v1(x) < v1(y) � v1(x)+v2(x) = n' 0��!���
� �
��
����.

�����

��� ϕ(x) > ϕ(y)'

:�

������ ��� �
���������.
�� ������� x′, y′ ∈ X 
� 
��1
�����G

v1(y′) = v1(y) � v4(y′) = v2(y) + v3(y) + v4(y),

v1(x′) = v1(y′) − 1 = n − v4(y′) − 1 � v2(x′) = v4(y′) + 1.

0�� ��� v1(x) � v1(y) − 1 = v1(y′) − 1 = v1(x′)� �� �� ����

�� v1(x) +
v2(x) = n � v1(x′)+v2(x′) = n ��������� 	�� x∗ � x′∗� ������ �����������


��
�!�� ����	���� 	�� ϕ(x) � ϕ(x′)' 7����� �����G v1(x′) + 1 = v1(y′)�
v1(x′)+ v2(x′) = n � v1(y′)+ v4(y′) = n� ������� ϕ(x′) > ϕ(y′) � 
���  \'%"�
� �' �' v1(y′) = v1(y) � v1(y′)+v4(y′) = n� �� y′∗ � y∗� ������ �����������

�!����� ����5	���� 	�� ϕ(y′) � ϕ(y)' D���� ϕ(x) � ϕ(x′) > ϕ(y′) � ϕ(y)�
	�� � ���!�����
.'

0������ C'# ���
�
�.5 ������
�' �

B������� �����. �!��� ���
�
�� 	�
��	
�� ��������

(x � y) ⇐⇒
( n∧

i=1

xi � yi

)
� (x � y) ⇐⇒

( n∧
i=1

xi � yi

)
∧

( n∨
k=1

xk > yk

)

��� ��
���

�� ����
��������1 x∗ � y∗ � �����
�� vj(x)� j = 1, . . . , m−1.

%(



!�  
 3��� "�	 ����� m � 2 ��
 ���� x, y ∈ X = {1, 2, . . . , m}n 	����G

 U" x∗ � y∗ ����� 	 ���
�� ����� �����
∑k

j=1 vj(x) �
∑k

j=1 vj(y) ��


���� 1 � k � m − 1  ��� �����	� ���
∑m−1

j=1 vj(x) �
∑m−1

j=1 vj(y) ⇐⇒
vm(x) � vm(y) � �	��  #'$""P

 V" x∗ � y∗ ����� 	 ���
�� ����� ����� �������
 1 � k � m−1 ����� 

��� vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � k − 1  %�� �����	� ����������� ��	

k = 1" vk(x) < vk(y) 	
∑p

j=1 vj(x) �
∑p

j=1 vj(y) ��
 ���� k +1 � p � m−1
 ��� ��������� �����	� ����������� ��	 k = m − 1"#

6������� 	�� ����� &'$ �������� �� ����� C'&  V" ��� m = 3 � �����
	�
�� � ����� C'&  U"� � ����� C'% F �� ����� C'&  V" ��� m = 4'
-��
�
���
���� ��  � 3���  U" <
�	��� 
������ 
�
���.�� ����	�
�1
��
�
����.
� ��
���

�� ����
��������1 x∗ �������� x ∈ X ' �����
���
	�� vj(x∗) = vj(x) ��� �
�� 1 � j � m' 7����� �� ���� ������� x∗ �  %'%" �

��1
��� x∗

1 � x∗
2 � . . . � x∗

n 
������� 	��

x∗
i = 1 ⇐⇒ 1 � i � v1(x),

x∗
i = 2 ⇐⇒ v1(x) + 1 � i � v1(x) + v2(x),

x∗
i = 3 ⇐⇒ v1(x) + v2(x) + 1 � i � v1(x) + v2(x) + v3(x),

� � �!��� 
��	�� ��� 1 � i � n � 1 � k � m �����G

x∗
i = k ⇐⇒

k−1∑
j=1

vj(x) + 1 � i �
k∑

j=1

vj(x),  C')"

���� !���� ��	
��

x∗
i � k ⇐⇒ i �

k−1∑
j=1

vj(x) + 1, �  C'("

x∗
i � k ⇐⇒ i �

k∑
j=1

vj(x),  C'#+"

���� ��� �!�	
�� ��
��� 
����
∑0

j=1(. . . ) �� ��������
�5 ���
� 
��5'

(������	����
' B������� ��

����
�� �� ������
���' H
�� 
����∑k
j=1 vj(x) !��.�� 
����

∑k
j=1 vj(y) ��� 
�������� 1 � k � m − 2� ��

������� i =
∑k

j=1 vj(x)� � 
���  C')" ����	��� 	�� x∗
i = k� � �� 
�����

���

i �
∑k

j=1 vj(y) + 1 �  C'(" 
�1���� 	�� y∗
i � k + 1� ������ x∗

i < y∗
i ' H
��

��
∑m−1

j=1 vj(x) >
∑m−1

j=1 vj(y)� �� ������� i =
∑m−1

j=1 vj(y) + 1� � 
���  C')"

&+




�1���� 	�� y∗
i = m� � �� 
�����

���

∑m−1
j=1 vj(x) � i �  C'#+" ����	���

	�� x∗
i � m − 1� �' �' x∗

i < y∗
i ' < �!��� 
��	��� ����	��� ���������	�� 


�
������ x∗ � y∗'
������������
' -�,��
����� ��������.
�1 
���� 1 � i � n' 0����

��� 
�������� ����
� ���������� ��������

�� 
����� 1 � k � m ���
���
�5�
� 
�����

���

∑k−1
j=1 vj(x) + 1 � i �

∑k
j=1 vj(x)� � ������� � 
���

 C')" x∗
i = k' H
�� k = m� �� x∗

i = m � y∗
i ' H
�� �� 1 � k � m − 1� ��

�� �
����5
∑k

j=1 vj(x) �
∑k

j=1 vj(y)� ������ i �
∑k

j=1 vj(y)� � ������� �

���  C'#+" y∗

i � k = x∗
i ' N���������.
�� x∗

i � y∗
i ��� �
�� 1 � i � n� �' �'

x∗ � y∗'
 V" ������������
' D� ����������
�1 ���������	��

∑p
j=1 vj(x) =∑p

j=1 vj(y) ��� �
�� 1 � p � k−1�
∑k

j=1 vj(x) <
∑k

j=1 vj(y) �
∑p

j=1 vj(x) �∑p
j=1 vj(y) ��� �
�� k + 1 � p � m − 1' 6�
5�� �� ����� C'&  U" x∗ � y∗'

H
�� !� x∗ = y∗� �� vj(x) = vj(y) ��� �
�� 1 � j � m� 	�� ���������	��
�
����5 vk(x) < vk(y)' N���������.
� x∗ � y∗'

(������	����
' B����������� 	�� x∗ � y∗' 0���� x∗ � y∗� � �������
�� ����� C'&  U" �����G

p∑
j=1

vj(x) �
p∑

j=1

vj(y) ��� �
�� 1 � p � m − 1.  C'##"

7����� �' �' x∗ � y∗� �� x∗ �= y∗� ������ � �!��
�	�
��  $'$" 
�1���� 	��
v(x) �= v(y)� �� 
���������.
�� �������
� ��������
 
����

k = min{1 � j � m − 1 : vj(x) �= vj(y)}.
H
�� k = 1� �� v1(x) �= v1(y)� � ��  C'##" ��� p = 1 ��������� 	�� v1(x) �
v1(y)' 0���� �!������ v1(x) < v1(y) � 
�����

���  C'##" 
���������� ���
�
�� k + 1 = 2 � p � m − 1� 	�� � ����������
� � ���� 
��	��' H
��
2 � k � m− 2� �� �� ��������
�� 
����� k 
������� 	�� vj(x) = vj(y) ���
�
�� 1 � j � k − 1 � vk(x) �= vk(y)' < 
���  C'##" ��� p = k

k−1∑
j=1

vj(x) + vk(x) �
k−1∑
j=1

vj(y) + vk(y),

������ vk(x) � vk(y)' N���������.
�� vk(x) < vk(y) � 
�����

���  C'##"

����
�5�
� ��� �
�� k + 1 � p � m − 1� 	�� � ���!�����
. �������.'
����
��� �
�� k = m−1� �� � 
��� ��������
�� 	�
�� k ����� vj(x) = vj(y)
��� �
�� 1 � j � m−2 = k−1 � vm−1(x) �= vm−1(y)' D�  C'##" ��� p = m−1
����� ��������� 	�� vm−1(x) � vm−1(y)� �� �
�	��� vm−1(x) < vm−1(y)'
B�
���
�� ��

����
�� ��������� ���������.
��� ����� C'&' �

&#



D� ���� %'�  V" � C'&  V" ���
� 

��� ����	��. ��������
��  %'#$"G
�
�� x, y ∈ X � �� (x � y) =⇒ (x∗ � y∗) =⇒ (xPy)'

3��� (���	�� ������� $��	�������� X∗ �	� m = 4�
3����� <
�	��� �������� 	�� ��������� ������� x∗ � ��

�����������


��	�� ���5� ���� ����
�����

�1 �  C'�" �  C'%"'

< ��
����  \'%" ������� C'# ������� k = v4(y)' 0'�' n �= v1(y) � 1
� v1(y) + v4(y) = n� �� 1 � k � n − 1� � �� ����

�� �  \'%" 
�������
	�� v1(y) = n − k� v2(y) = v3(y) = 0� v4(y) = k� v1(x) = v1(y) − 1 =
n− (k + 1)� v2(x) = n− v1(x) = k + 1 � v3(x) = v4(x) = 0� ������ ������5�
����
�����
�� x∗ � y∗ �  C'�"'

0����. � ��
����  \'�" ������� C'# �������

k1 = (n − 1) − v1(x) = (n − 1) − v1(y) � k2 = v4(y).  C'#$"

0�� ��� v1(x) � 0� �� k1 �= n� � �' �'

1 � v2(y) �= n − v1(y) = n − [(n − 1) − k1] = k1 + 1

� v2(y) + v4(y) = n − v1(y) = k1 + 1� ��� k1 �= 0' N���������.
�� 1 �
k1 � n − 1' H
�� �����. k1 ��,��
�����
�� �� v1(y) = (n − 1) − k1 ������
��
�  ������
� 
� ��
���" � ������� y∗ ��� ��
��� 8���
�����9� �������
0 � k2 = v4(y) � n − [(n − 1) − k1] = k1 + 1' H
�� k2 = 0� ��

n = v1(y) + v2(y) + k2 = (n − 1) − k1 + v2(y),

������ v2(y) = k1+1� 	��� ��� ������
� ����� 
�������
�' -
�	��� k2 �= 0'
H
�� k2 = k1 + 1� ��

n = v1(y) + v2(y) + k2 = (n − 1) − k1 + v2(y) + k1 + 1 = n + v2(y),

������ v2(y) = 0� 	�� ���������	�� 
�����

��� v2(y) � 1. N���������.
��
k2 �= k1 + 1� � ������� ���
	����.
�� 1 � k2 � k1' <�
���.�������
.
����

����� �  C'#$" � ��
����  \'�" ������� C'#� 
�1���� 	�� v1(x) =
v1(y) = n− k1 − 1� v2(y) = k1 +1− k2� v3(y) = 0� v4(y) = k2� v2(x) = k1 − k2�
v3(x) = k2 + 1 � v4(x) = 0� 	�� � ����������
� �  C'%" �  C'&"'

3�����<�	�
��� �!��� 	�
�� ��������� �������� x∗  �� 
���������.
��
� ��������� ���������" ��� m = 4' [�
�� ��������� �������� x∗ ����
 C'�" ���
� n − 1 = C 1

n−1  �' �' 	�
�� ����� 	�
�� k� �����������5���

�����

��� 1 � k � n − 1"� � 	�
�� ��������� �������� ����  C'%" ���
�
����	�
��� ��� ���� (k1, k2)� ��� 1 � k1 � n − 1 � 1 � k2 � k1� �' �'

1 + 2 + · · · + (n − 1) =
(n − 1)n

2
= C 2

n .

&$



D���� �!��� 	�
�� ��������� �������� x∗ ����  C'�" �  C'%" ���
�

C 1
n−1 + C 2

n = (n − 1) +
(n − 1)n

2
=

(n − 1)(n + 2)
2

.  C'#�"

3����� 7�� ����� 	��!� ����
�� �������� �������	�
�� ��.���
����
X∗� 
������
���5��1 P  � ����!
�1  &'*" ��� m = 3"� ��

������ ��

��
��������� �
�����	
�1  *'#�"G

X∗
� = {x ∈ X∗ : v1(x) = �} ��� 0 � � � n

� �������� 	�� X∗
n = {1}� ��� 1 = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

)� 	�� � ������� ������� �� �����

��

��� ������ � ��
� ��
��� 8���
�����9  ������
�� 	�� � ��������
8���
��9 
��� �' �' � = 0" � 	�� � 
���  *'#"  ���  %'C" ��� m = 3"

|X∗
� | = C 2

(n−�)+2 ��� �
�� 0 � � � n.  C'#%"

B�
���������.
�
�. X∗
n, X∗

n−1, . . . , X
∗
1 , X∗

0  � 
�������
�� 
���� 
������"

������
����� �����
��
�5 P �������	��
��  �' �' �5!�1 ������ ��

���
X∗

�−1� ��� ���5��1 ��
.��� 	�
�� 8���
��9� ������
� !���� P �������	�
�����.
��� 	�� �5!�1 ������ ��

��� X∗

� � 1 � � � n"'

-�,��
����� 0 � � � n' 0���� ��� x, y ∈ X∗
� 
����

� ������� C'# ���


���
�� ��
���
�� P 
� X∗
� ×X∗

� � �5!�1 ,�
���� ������	��
�� ϕ ���
P �����G

U" �
�� v2(x) = v2(y) � v3(x) = v3(y)� �� xIy  x ∼ y ��� ϕ(x) = ϕ(y)"P
V" �
�� x � y� �� xPy  ��� ϕ(x) > ϕ(y))P
W" �
�� v2(x)+1 = v2(y) �= n−�� v2(x)+v3(x) = n−� � v2(y)+v4(y) = n−��

�� xPy  ��� ϕ(x) > ϕ(y))'
B� ������� &'�  �
�� ���������. 829 ��� 819� 839 F ��� 829 � 849 F

��� 839" ��� ��
�	���� 	�� ��

�� X∗
� �������	�
 � 
������
���� 
 P ���

������ ���������  &'*" � ������
�
�� n − �  ���
�� n"G

( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
�

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
(n−�)−n′

1

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n′

1−n′
2

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n′

2

), 0 � n′
1 � n − �, 0 � n′

2 � n′
1.

B������ ���
. n1 = n − �� n2 = n′
1 � n3 = n′

2 � �	������� 	�� ���
��
��� n1 ��
���������.
�� �
�	�
�1 0, 1, . . . , n 
������
����� ��������
�5
��

���� � ������� X∗

n, X∗
n−1, . . . , X

∗
1 , X∗

0 � 
�1���� 	��

x∗(n1, n2, n3) = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1−n2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n2−n3

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n3

),  C'#&"

��� 0 � n1 � n� 0 � n2 � n1 � 0 � n3 � n2.

&�



0���� �!������ �����	��	����	� ���
��� X∗ � 
����
� !��.���� P ������
��	��
�� 
�
���� � ��
���������.
�� ����
���
�� �������� ����  C'#&"�
��� n1 ��
���������.
� ���
����� �
�	�
�� 0, 1, . . . , n� � �
�� n1 ,��
��
����
�� �� n2 ��
���������.
� ���
����� �
�	�
�� 0, 1, . . . , n1� � �
�� � n2

,��
�����
� � �����

�� ���� ��������� �� n3 ��
���������.
� ���
��
���� �
�	�
�� 0, 1, . . . , n2'

3����� < M C'# ��

��� �������� �� X∗ = X∗
n,4 ����
�
� ���
�� 
 ������

������ 
������� 
����

� ���������  C'#&" 
����5��� �!�����  ���
.

����� ≺ ��
�	��� �
��
���

�� B�������������	�
�� � 
����
� !��.����
P �������	��
��"G

�����
�� ������	�����.
�1 ������G (1, 1, . . . , 1, 1, 1, 1)
≺ (1, 1, . . . , 1, 1, 1, 2) ≺ (1, 1, . . . , 1, 1, 1, 3) ≺ (1, 1, . . . , 1, 1, 1, 4)'

 q" B�������1 �������  C'�" ��� k = 1G (1, 1, . . . , 1, 1, 2, 2)
≺ (1, 1, . . . , 1, 1, 2, 3) ≺ (1, 1, . . . , 1, 1, 2, 4)'

 qq" B�������1 �������  C'&"R C'%" ��� k1 = 1 � k2 = 1G (1, 1, . . . , 1, 1, 3, 3)
≺ (1, 1, . . . , 1, 1, 3, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 1, 4, 4)'

 q" B�������1 �������  C'�" ��� k = 2G (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 2)
≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 3) ≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 4)'

 qq" B�������1 �������  C'&"R C'%" ��� k1 = 2 � k2 = 1G (1, 1, . . . , 1, 2, 3, 3)
≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 3, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 4, 4)'

 qq" B�������1 �������  C'&"R C'%" ��� k1 = 2 � k2 = 2G (1, 1, . . . , 1, 3, 3, 3)
≺ (1, 1, . . . , 1, 3, 3, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 3, 4, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 4, 4, 4)'

 q" B�������1 �������  C'�" ��� k = 3G (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 2, 2)
≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 2, 3) ≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 2, 4)'

 qq" B�������1 �������  C'&"R C'%" ��� k1 = 3 � k2 = 1G (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 3, 3)
≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 3, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 4, 4)'

 qq" B�������1 �������  C'&"R C'%" ��� k1 = 3 � k2 = 2G (1, 1, . . . , 1, 2, 3, 3, 3)
≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 3, 3, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 3, 4, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 2, 4, 4, 4)'

 qq" B�������1 �������  C'&"R C'%" ��� k1 = 3 � k2 = 3G (1, 1, . . . , 1, 3, 3, 3, 3)
≺ (1, 1, . . . , 1, 3, 3, 3, 4) ≺ (1, 1, . . . , 1, 3, 3, 4, 4, ) ≺ (1, 1, . . . , 1, 3, 4, 4, 4)
≺ (1, 1, . . . , 1, 4, 4, 4, 4)'

 q" B�������1 �������  C'�" ��� k = 4G (1, 1, . . . , 1, 2, 2, 2, 2, 2)'
7����� �
��
���

�� �������	�
�� ≺ 	�����5�
� 
 ���������� �����

������  C'&"R C'%" ��� (k1, k2) = (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4)� � �' �'� . . . � �����.
��G

 qq" B�������1 �������  C'&"R C'%" ��� k1 = n− 2 � k2 = n− 2G (1, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n−1

)

≺ (1, 3, . . . , 3, 4) ≺ (1, 3, . . . , 3, 4, 4) ≺ · · · ≺ (1, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n−1

)'

&%



 q" B�������1 �������  C'�" ��� k = n − 1G ( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

)'

B�
�� ����� �������	�
�� ��

��� 2 = ( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

) � x∗ � ( 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n

) = 4

����
����� ��� � 
��	�� m = 3  
 �!�	
��� ����
��� 2 → 1� 3 → 2 �
4 → 3)'
3����� 7�� x∗ ∈ X∗ �!��
�	�� 	���� alg(x∗) ��������

�1 ���

���
�


�� �!����� ���������1 
���� ������� x∗ � ���������	�
��� ��������
	�
��  C'#&" � ��	�
��� ���' 7�� ����� ��
���.����
�  C'#&" � ��������
	�� ��� ,��
�����

�� 0 � n1 � n �����G

X∗
n−n1

=
{
( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1−n2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
n2−n3

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n3

) : 0�n2 �n1 � 0�n3 �n2

}
,

���	�� � 
���  C'#%" |X∗
n−n1

| = C 2
n1+2' 7����� �' �' alg(x∗(0, 0, 0))=alg(1)=1

� �����1  �' �' 
����
�� ������	�����.
�1" ������ ��

��� X∗
n−n1

�
�.
x∗(n1, 0, 0)� �� �� ,������  *'#*"  
 �
��
���

��� ����
��� n 
� n1� n1

F 
� n2 � n2 F 
� n3"G

alg(x∗(n1, n2, n3)) = alg(x∗(n1, 0, 0) + C 2
n2+1 + n3

��� �
�� 0 � n2 � n1 � 0 � n3 � n2' 7�� ����� 	��!� 
�1�� ������

�������� 
������ �
���.���� ����

���G

alg(x∗(n1, 0, 0)) = alg(x∗(n1 − 1, 0, 0)) + |X∗
n−(n1−1)| =

= alg(x∗(n1 − 1, 0, 0)) + C 2
n1+1, 1 � n1 � n,

������

alg(x∗(n1, 0, 0)) = alg(x∗(0, 0, 0)) +
n1∑

j=1

C 2
j+1 = 1 + C 3

n1+2.

6��
	����.
� 
������� 	��

alg(x∗(n1, n2, n3)) = 1 + C 3
n1+2 + C 2

n2+1 + n3 =

= 1 +
m−1∑
i=1

C m−i
ni+m−i−1 ��� m = 4  C'#*"

��� �
�� 0 � n1 � n� 0 � n2 � n1 � 0 � n3 � n2'

&&



3���.� <��

�� ������ �� ���������� 
����� alg(x∗) ��������� ����
����� x∗ ��  C'�" �  C'%" � �
��
���� ��
���������.
�
�.� � ������1 �
�

����5� F 
� �������� ��� ���� ���
�5 �
,������5 �! ��.���
������'

D
���.���  C'#&"� ��������� ������� x∗ ��  C'�" ���
� ����
��. ���
�
�� 1 � k � n � ���� x∗ = x∗(k + 1, 0, 0)� ������� ��������1 ������� ��
��
����  \'%" ������� C'# 
������
����� ��������  C'�" �� ������� ����
y∗ = x∗(k, k, k) � ������� ���� x∗ = x∗(k + 1, 0, 0)' B�� ���� 
����

�
,������  C'#*" �����G

alg(x∗(k + 1, 0, 0)) = 1 + C 3
k+3 ��� �
�� 1 � k � n − 1.

A
�����	
�� � ��
����  \'�" ������� C'# ������
 ��������1 ������� ��
������� ���� y∗ = x∗(k1 + 1, k2, k2) ��  C'&" � ���������� ������� ��  C'%"�
���5���� ��� x∗ = x∗(k1 + 1, k2 + 1, 0)� ���	�� � 
������
���� 
  C'#*"
�����G

alg(x∗(k1 + 1, k2 + 1, 0)) = 1 + C 3
k1+3 + C 2

k2+2, 1 � k1 � n− 1, 1 � k2 � k1.

[��!� ������. ����
����
�
�. 
������
�� 
������ ��������� ������
���� �!�����
� � �������  ���������" �� ������� C'$'%' 6!��
�	�� �
���
�
��������1 �������  C'�" 	���� q � ��������1 �������  C'&"R C'%" F 	���� qq�

�1���� 	�� ����� ��
�� 
����5��� ����
����
�
�.G

qG y∗ = x∗(1, 1, 1) −→ x∗ = x∗(2, 0, 0)  ��� k = 1"P
qqG y∗ = x∗(2, 1, 1) −→ x∗ = x∗(2, 2, 0)  ��� k1 = 1 � k2 = 1"P

qG y∗ = x∗(2, 2, 2) −→ x∗ = x∗(3, 0, 0)  ��� k = 2"P
qqG y∗ = x∗(3, 1, 1) −→ x∗ = x∗(3, 2, 0)  ��� k1 = 2 � k2 = 1"P
qqG y∗ = x∗(3, 2, 2) −→ x∗ = x∗(3, 3, 0)  ��� k1 = 2 � k2 = 2"P

qG y∗ = x∗(3, 3, 3) −→ x∗ = x∗(4, 0, 0)  ��� k = 3"P
qqG y∗ = x∗(4, 1, 1) −→ x∗ = x∗(4, 2, 0)  ��� k1 = 3 � k2 = 1"P
qqG y∗ = x∗(4, 2, 2) −→ x∗ = x∗(4, 3, 0)  ��� k1 = 3 � k2 = 2"P
qqG y∗ = x∗(4, 3, 3) −→ x∗ = x∗(4, 4, 0)  ��� k1 = 3 � k2 = 3"'

0���� �!������ ��������� ������� ��� m = 4 ���5� ���G

x∗ = x∗(n1, n2, 0), 2 � n1 � n, 0 � n2 � n1, n2 �= 1,  C'#C"

���	�� � 
���  C'#*" ������� 
������
�� �� 
������ ����� !��. ��	�
��

�� ,������G

alg(x∗(n1, n2, 0)) = 1+C 3
n1+2+C 2

n2+1 = 1+
n1(n1+1)(n1+2)

6
+

n2(n2+1)
2

,

 C'#)"

&*



��� n1 � n2 ����
�5�
� ������ ��� �  C'#C"' <������ 
�
���.�� ������
	��
�� ��
���������.
�
��  C'#)"  ���	���
���� 
����� 
������
���5�
��������� �������� ���� q= C'�""G

n1=2

5 , 8 ,
n1=3

11 , 14 , 17 ,
n1=4

21 , 24 , 27 , 31 ,
n1=5

36 , 39 , 42 , 46 , 51 ,
n1=6

57 , 60 ,

63 , 67 , 72 , 78 ,
n1=7

85 , . . . .  C'#("

3��� +$��)�� ��	��������� Φ �	� m = 4�
3����� H��

���

�1 ���.5 ����� ������� ������
� �
������
�1 �����

��.���
����
�1 ����
� ,������ ��� ,�
���� ����	�
��
�� Φ ��� m = 4P

�����1 ����� �������
 � ������� C'�'$'

< 
��� ������� C'# �5!�� ,�
���� ������	��
�� ϕ ��� ��
���
��
P ��  C'$" 
� X = {1, 2, 3, 4}n 
����
���
� 
 
���1
���� {X�}s

�=1 ���

��
��������
�
�
�� 
��!��� ������� P � ��� 
����

�  %'C"

s = |X∗| = C 4−1
n+4−1 = C 3

n+3 =
(n + 3)!

3! n!
=

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
6

,

�' �'

s =
n=0

1 ,
n=1

4 ,
n=2

10 ,
n=3

20 ,
n=4

35 ,
n=5

56 ,
n=6

84 , . . . .

@�
���5 ������	��
�� Φ : X → N ��� P 
������ �����	�� �����	��

���	
� �
�� �
� �!������ 
����5��� 
��1
����G

�
�� x ∈ X � x ∈ X� ��� 
�������� 1 � � � s� �� Φ(x) = �'  C'$+"

D� ����

��� Φ(x) = Φ(x∗)� x ∈ X � ������� �������� �� ��
����  \'#"
������� C'# 
������� 	�� ,�
���5 Φ ��
����	
� ���������. 
� �
���
���
X∗ ��
���

�� ����
��������1 �����
��� �� X '

D� ���� ��

���� �������� � M C'# ���
� �������.� 	�� �
�� v1(x) = 0�
�' �' 
�	�
�� 
 ������� 2 = ( 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

n

) � �' �' �� ������� 4 = ( 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n

)� ���

��������
��  � ��

�� 
��	�� ������� 
������
�� �������� �� X∗" �����

�!� ������ ��� � 
��	�� m = 3� ��� ���
�� ���
�� 1, 2, 3 �
���.��5�
�

������
���

� ���
�� 2, 3, 4' 0���� �� ,������  *'%"  ��� ����
��� v2(x)

� v3(x) � v3(x) F 
� v4(x)" ��� x ∈ X∗ ������� 	�� v1(x) = 0� ����	��

����5��� ������
�� ��� Φ(x)G

Φ(x)=cn+
(v3(x)+v4(x)+1)(v3(x)+v4(x)+2)

2
− v3(x), 2�x�4,  C'$#"

&C



��� cn = Φ(y0) �
�. ���������1 
���� ������� y0 = (1, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n−1

)' B�
���.�

�� v3(2) = v4(2) = 0� �� � 
���  C'$#"

Φ(2) = cn + 1 = Φ(y0) + 1,

��� ��� �����	
�� n ����	�
� Φ(y0) ���
����� �
�	�
��G

cn = Φ(y0) =
n=2

4 ,
n=3

10 ,
n=4

20 ,
n=5

35 , · · · =
n(n+1)(n+2)

6
.

0���� �!������ ,������  C'$#" ��� v1(x) = 0 ���
����� ���G

Φ(x) =
n(n+1)(n+2)

6
+

(v3(x)+v4(x)+1)(v3(x)+v4(x)+2)
2

− v3(x).

A
�����	
�� ��

����
�� ��� �5!�� �
�	�
�� 0 � v1(x) � n  � �
����
������� 
������
�� �������� � ��

���� �� M C'#" �������� � 
����5����
���
	����.
��� ������
�5 ��� ΦG

Φ(x) =
(n − v1(x))(n + 1 − v1(x))(n + 2 − v1(x))

6
+

+
(v3(x)+v4(x)+1)(v3(x)+v4(x)+2)

2
− v3(x), x ∈ X.  C'$$"

6������� 	�� ���
����.
�� �
�	�
�� ,�
���� Φ 
� X∗ ���
�

Φ(4) =
n(n+1)(n+2)

6
+

(n+1)(n+2)
2

= C n−1
n+2 + C n

n+2 =

= C n
n+3 =

(n+1)(n+2)(n+3)
6

= s.  C'$�"

B�������� 	�� ,�
���� Φ �!������ 
��1
�����  U"R m" ����� C'$� �' �'
������
� ,�
����1 ������	��
�� ��� ��
���
�� P ' B�
�. x, y ∈ X '

 U" H
�� v1(x) = v1(y)� v2(x) = v2(y) � v3(x) = v3(y) � �� ��  C'#" �������
��� 	�� v4(x) = v4(y)� ������ � 
���  C'$$" ����	��� ����

��� Φ(x) = Φ(y)'

 V" H
�� v1(x) = v1(y)� v2(x) = v2(y) � v3(x) < v3(y)� �� v3(x) + v4(x) =
v3(y) + v4(y) � 
���  C'#"� � ����� ������ ��� 
�������� �  C'$$" ��� Φ(x)
���
� ������ ���� 
�������� �  C'$$" ��� Φ(y)' -���	��� 	�� −v3(x) >
−v3(y)� ��  C'$$" ����	��� 	�� Φ(x) > Φ(y)'

 W" B�
�. v1(x) = v1(y)� v2(x) < v2(y) � v1(x) + v2(x) + v3(x) = n' D�
 C'#" ��� y � 
�����

��� v2(x) < v2(y) 
������� 	��

n − v1(x) − v3(x) = v2(x) < v2(y) = n − v1(y) − v3(y) − v4(y),

&)



������

v3(x) > v3(y) + v4(y) ��� v3(x) � v3(y) + v4(y) + 1.  C'$%"

/	������� 	�� � 
���  C'#" ��� x ����� v4(x) = 0� ��� ������� � ����.���

�������� �  C'$$"� !��������  *'*" ��� k = v3(x) �  C'$%"� ����	��� 	��
 �������� 	�� ������ 
�������� �  C'$$" ��� Φ(x) � Φ(y) ���
� � 
���
����� 	�� v1(x) = v1(y)"

(v3(x)+v4(x)+1)(v3(x)+v4(x)+2)
2

−v3(x) =
(v3(x)+1)(v3(x)+2)

2
−v3(x) =

=
v3(x)(v3(x)+1)

2
+ 1 >

(v3(y)+v4(y)+1)(v3(y)+v4(y)+2)
2

− v3(y),

�� 
���������.
�� � 
���  C'$$" Φ(x) > Φ(y)'
 m" B����������� 	�� v1(x) < v1(y) � v1(x) + v2(x) = n' D�  C'#" �����

����� 	��

n − v2(x) = v1(x) < v1(y) = n − v2(y) − v3(y) − v4(y),

��� 	��

v2(x) � v2(y) + v3(y) + v4(y) + 1.  C'$&"

0' �' v3(x) = v4(x) = 0� �� � 
���  C'$$"� ����

��� n− v1(x) = v2(x)�  C'$&"
�  C'$�"� ��� n ����
�
� 
� n − v1(y) = v2(y) + v3(y) + v4(y)� 
�1���� 	��

Φ(x)=
(n−v1(x))(n+1−v1(x))(n+2−v1(x))

6
+1 =

=
v2(x)(v2(x)+1)(v2(x)+2)

6
+1>

v2(x)(v2(x)+1)(v2(x)+2)
6

�

� [v2(y)+v3(y)+v4(y)+1][v2(y)+v3(y)+v4(y)+2][v2(y)+v3(y)+v4(y)+3]
6

=

=
(n−v1(y))(n−v1(y)+1)(n−v1(y)+2)

6
+

+
(v2(y)+v3(y)+v4(y)+1)(v2(y)+v3(y)+v4(y)+2)

2
�

� (n−v1(y))(n+1−v1(y))(n+2−v1(y))
6

+

+
(v3(y)+v4(y)+1)(v3(y)+v4(y)+2)

2
− v3(y) = Φ(y).

0�� 
���� �
� �
����� ����� C'$ ��� ,�
���� Φ �������
�'

&(



3����� < ���� ������� ��������
� 
�����1  
� 
������

�1" �����
,������ ��� Φ ��� m = 4' -�,��
����� 0 � k � n � ��

������ ��

��
��������

X∗
k = {x ∈ X∗ : v1(x) = k} =

{
( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−k

), ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−k−1

, 3︸︷︷︸
1

),

= . . . . . . , ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n−k

)
}

=

= {x ∈ X∗ : 2k � x � 4k},

��� 2k = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−k

) � 4k = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
n−k

)� � �������� 	�� �


���  *'#" 	�
�� �����
���  � ������� ������ k ������
�� ��� ��
���
8���
�����9" � �
���
��� X∗

k ���
�

|X∗
k | = C 2

(n−k)+2, 0 � k � n.  C'$*"

H
�� Φ F ,�
���� ����	�
��
�� ��� P 
� X � �� �
� ������
� ,�
����1
������	��
�� ��� P 
� X � � ������� � 
� X∗

k ' B�
�. x, y ∈ X∗
k � ��� 	��

v1(x) = k = v1(y)' 0���� �� ��
���  \'#"�  \'$" �  \'�" ������� C'# 
�1����
	��

�
�� v2(x) = v2(y) � v3(x) = v3(y)� �� Φ(x) = Φ(y)P
�
�� x � y� �� Φ(x) > Φ(y)� �

�
�� v2(x)+1 = v2(y) �=n−k� v2(x)+v3(x)=n−k � v2(y)+v4(y)=n−k�
�� Φ(x) > Φ(y)'

>�� ��
�	���� 	�� 
���
�� Φ|X∗
k

,�
���� Φ 
� �
���
��� X∗
k ������
�

,�
����1 ������	��
�� ���  
���
�� 
� X∗
k ×X∗

k" ��
���
�� P � ��� ���.
1 ������ 2� ���. 2 ������ 3 � ���. 3 ������ 4' B������ ���
� ��
���.���
���.
� ,������1  *')"� � 
��� ������1 ����	��� 	��

Φ(x) = ck + C 2
(n−k)−v2(x)+1 + v4(x), x ∈ X∗

k ,  C'$C"

��� ck
���= Φ(2k)' -���	��� 	�� Φ(4) = Φ( 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸

n

) = s = C 3
n+3 � 	��  
�����


��� 	�� 
���� 
������ ��

��� X∗
n, X∗

n−1, . . . , X
∗
1 , X∗

0 
����5� � 
����
�
�����
��
�� P �������	��
��"

Φ(2k) = Φ(4) − (|X∗
0 | + |X∗

1 | + · · · + |X∗
k |

)
+ 1,

*+



��
���.�������
.  C'$*" � 
����5��� ����

����

C 3
n+3 = C 2

n+2 + C 3
n+2 = C 2

n+2 + C 2
n+1 + C 3

n+1 = C 2
n+2 + C 2

n+1 + C 2
n + C 3

n =

= · · · =
( k∑

i=0

C 2
n−i+2

)
+ C 3

n−k+2,


�1���� 	��

ck = Φ(2k) = C 3
n+3 −

k∑
i=0

|X∗
i | + 1 = C 3

n+3 −
k∑

i=0

C 2
n−i+2 + 1 =

= C 3
n−k+2 + 1.

B��
������ ��� ������
�� �  C'$C"� ��� k = v1(x)� ����	��G

Φ(x) = C 3
n−v1(x)+2 + C 2

n−v1(x)−v2(x)+1 + v4(x) + 1 =  C'$)"

= C 3
n−v1(x)+2 + C 2

n−v1(x)−v2(x)+1 + C 1
n−v1(x)−v2(x)−v3(x) +

+ C 0
n−v1(x)−v2(x)−v3(x)−v4(x)−1 =  C'$("

=
m∑

i=1

C m−i
n−(v1(x)+···+vi(x))+m−i−1 ��� m = 4,  C'�+"

���� ��� �!�	
�� C 3
2 = C 2

1 = C 1
0 = 0� � ��
���
�� 
�������� �  C'$(" � 
���

 C'#" ���
� C 0
−1 = 1'

-������� 	�� ,������  C'�+" 
������� � 
�!� � ��	�
��� 	�
�
�� 
���
	��� ,������  *'(" ��� m = 3 �  *'#+" ��� m = 2' Z���� ����� ��
���.��
 *'%" 
�������� 
  *'C"R *'("� �� �  C'$$" 
������� 
  C'$)"R C'�+"'

D
���� ��  C'$)" �  C'$("� ��� ,�
���� Φ 
�����
� ��������. ������

�
�� ��
���  \'#"R \'%" ������� C'#' A�
����  \'#" 
���� �������� ��
 C'$("' B�
�. �����. x, y ∈ X ' H
�� x � y� �� �� ����� %'�  V" x∗ � y∗� �
����� �� ����� C'% � ����

���  C'$(" 
������� 	�� Φ(x) > Φ(y)� �' �' ���
Φ �����
���
� ��
����  \'$"' H
�� �����
�
� ����������
�� � ��
����
 \'�"� �� x∗ � y∗ ���5� 
������
���

� ���  C'%" �  C'&" ��� 
��������
1 � k1 � n − 1 � 1 � k2 � k1' 0����� ���
������ �
�	�
�� vj(x) � vj(y)�
j = 1, 2, 3, 4� ��  C'$)" W �	����  *'*" 
�1���� 	��

Φ(x) = C 3
k1+3 + C 2

k2+2 + 1 �

Φ(y) = C 3
k1+3 + C 2

k2+1 + k2 + 1 = C 3
k1+3 + C 2

k2+2,

�' �' Φ(x) = Φ(y) + 1 > Φ(y) �� ��� 
����� ��
����  \'�" �������
�' B�
�.
�����. �����
�
� ����������
�� � ��
����  \'%"' 0���� x∗ � y∗ ���5�

*#



���� �������

�1 �  C'�" ��� 
��������� 1 � k � n − 1� ������� � 
���
 C'$)"

Φ(x) = C 3
k+3 + 1 = C 3

k+2 + C 2
k+2 + 1 = C 3

k+2 + C 2
k+1 + C 1

k+1 + 1 �

Φ(y) = C 3
k+2 + C 2

k+1 + k + 1,

������ 

��� Φ(x) = Φ(y)+ 1� 	�� ����
	�����
� �������� ��
����  \'%"'

< ����5	�
�� ����� ������� �
��
���� ����

���  *'#&" ��� m = 4G

Φ(x) = alg(x∗) ��� �
�� x ∈ X.  C'�#"

7�1
������.
�� �
�� x ∈ X � �� x∗ ∈ X∗� ������� x∗ ��
��
�	
� ����
���
���� � ����  C'#&"� �' �' x∗ = x∗(n1, n2, n3) ��� 
�������� 0 � n1 � n�
0 � n2 � n1 � 0 � n3 � n2' B�
���.�� v1(x) = n − n1� v2(x) = n1 − n2�
v3(x) = n2−n3 � v4(x) = n3� �� ���
������ ��� ������
�� �  C'$)"� 
�1����
	��

Φ(x) = Φ(x∗) = C 3
n1+2 + C 2

n2+1 + n3 + 1.

N���
���� ��� ������
�� 
� 
���
�� ������
��� �  C'#*"� ������ � ���
��

���  C'�#"'

4� (���� 
���
 ��	������� 
�	���	��
��� � m �)���
 �

< ���� ������� ��������
� ��
�������� ,�
���1 ������	��
��  ���
,�
���1 ���������
��� ����
��� ��� ,�
���1 �!��
���

��� �
�
��"
ϕ ��� ���������� 

��� ��
���
�� 
���
�
�� ��.���
���� P �� M $'# 
�
�
���
��� X = Mn ��� M = {1, 2, . . . , m} � 
��	��� ����� 	�
�� �
���.���
���� ��� 
���
�
�� ���
�� m � 3 ��������.
�' N
�	��� ������ �������
 !�� ���������.
��" ��� ��
�������� ��� ���� ���
��  m = 5"  
�' 
  �'$"
�  �'�" ��� m = 2� �������1 &'� ��� m = 3 � �������1 C'# ��� m = 4"'

4��� (���� 
���
 �	� m = 5� B������� ��!���� �������	�

��
�������� �� X∗� ��� X = {1, 2, 3, 4, 5}n' -������� 	�� 	�
�� �����
��� �
�
���
��� X∗

n,5 ���
� (n + 4)(n + 3)(n + 2)(n + 1)/(24)� �' �' 15, 35, 70, 126

������
���

� ��� n = 2, 3, 4, 5'

n = 2;
(1, 1)1, (1, 2)2, (1, 3)3, (1, 4)4, (1, 5)5,
(2, 2)6, (2, 3)7, (2, 4)8, (2, 5)9,
(3, 3)10, (3, 4)11, (3, 5)12,
(4, 4)13, (4, 5)14, (5, 5)15�

*$



n = 3;
(1, 1, 1)1, (1, 1, 2)2, (1, 1, 3)3, (1, 1, 4)4, (1, 1, 5)5,
(1, 2, 2)6, (1, 2, 3)7, (1, 2, 4)8, (1, 2, 5)9,
(1, 3, 3)10, (1, 3, 4)11, (1, 3, 5)12,
(1, 4, 4)13, (1, 4, 5)14, (1, 5, 5)15,
(2, 2, 2)16, (2, 2, 3)17, (2, 2, 4)18, (2, 2, 5)19,
(2, 3, 3)20, (2, 3, 4)21, (2, 3, 5)22,
(2, 4, 4)23, (2, 4, 5)24, (2, 5, 5)25,
(3, 3, 3)26, (3, 3, 4)27, (3, 3, 5)28,
(3, 4, 4)29, (3, 4, 5)30, (3, 5, 5)31,
(4, 4, 4)32, (4, 4, 5)33, (4, 5, 5)34, (5, 5, 5)35�

n = 4;
(1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 3)3, (1, 1, 1, 4)4, (1, 1, 1, 5)5,
(1, 1, 2, 2)6, (1, 1, 2, 3)7, (1, 1, 2, 4)8, (1, 1, 2, 5)9,
(1, 1, 3, 3)10, (1, 1, 3, 4)11, (1, 1, 3, 5)12,
(1, 1, 4, 4)13, (1, 1, 4, 5)14, (1, 1, 5, 5)15,
(1, 2, 2, 2)16, (1, 2, 2, 3)17, (1, 2, 2, 4)18, (1, 2, 2, 5)19,
(1, 2, 3, 3)20, (1, 2, 3, 4)21, (1, 2, 3, 5)22,
(1, 2, 4, 4)23, (1, 2, 4, 5)24, (1, 2, 5, 5)25,
(1, 3, 3, 3)26, (1, 3, 3, 4)27, (1, 3, 3, 5)28,
(1, 3, 4, 4)29, (1, 3, 4, 5)30, (1, 3, 5, 5)31,
(1, 4, 4, 4)32, (1, 4, 4, 5)33, (1, 4, 5, 5)34, (1, 5, 5, 5)35,
(2, 2, 2, 2)36, (2, 2, 2, 3)37, (2, 2, 2, 4)38, (2, 2, 2, 5)39,
(2, 2, 3, 3)40, (2, 2, 3, 4)41, (2, 2, 3, 5)42,
(2, 2, 4, 4)43, (2, 2, 4, 5)44, (2, 2, 5, 5)45,
(2, 3, 3, 3)46, (2, 3, 3, 4)47, (2, 3, 3, 5)48,
(2, 3, 4, 4)49, (2, 3, 4, 5)50, (2, 3, 5, 5)51,
(2, 4, 4, 4)52, (2, 4, 4, 5)53, (2, 4, 5, 5)54, (2, 5, 5, 5)55,
(3, 3, 3, 3)56, (3, 3, 3, 4)57, (3, 3, 3, 5)58,
(3, 3, 4, 4)59, (3, 3, 4, 5)60, (3, 3, 5, 5)61,
(3, 4, 4, 4)62, (3, 4, 4, 5)63, (3, 4, 5, 5)64, (3, 5, 5, 5)65,
(4, 4, 4, 4)66, (4, 4, 4, 5)67, (4, 4, 5, 5)68, (4, 5, 5, 5)69, (5, 5, 5, 5)70�

n = 5;

(1, 1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 1, 3)3, (1, 1, 1, 1, 4)4, (1, 1, 1, 1, 5)5,

(1, 1, 1, 2, 2)6, (1, 1, 1, 2, 3)7, (1, 1, 1, 2, 4)8, (1, 1, 1, 2, 5)9,

(1, 1, 1, 3, 3)10, (1, 1, 1, 3, 4)11, (1, 1, 1, 3, 5)12,

(1, 1, 1, 4, 4)13, (1, 1, 1, 4, 5)14, (1, 1, 1, 5, 5)15,

(1, 1, 2, 2, 2)16, (1, 1, 2, 2, 3)17, (1, 1, 2, 2, 4)18, (1, 1, 2, 2, 5)19,

(1, 1, 2, 3, 3)20, (1, 1, 2, 3, 4)21, (1, 1, 2, 3, 5)22,

(1, 1, 2, 4, 4)23, (1, 1, 2, 4, 5)24, (1, 1, 2, 5, 5)25,

(1, 1, 3, 3, 3)26, (1, 1, 3, 3, 4)27, (1, 1, 3, 3, 5)28,

(1, 1, 3, 4, 4)29, (1, 1, 3, 4, 5)30, (1, 1, 3, 5, 5)31,

(1, 1, 4, 4, 4)32, (1, 1, 4, 4, 5)33, (1, 1, 4, 5, 5)34, (1, 1, 5, 5, 5)35,

*�



(1, 2, 2, 2, 2)36, (1, 2, 2, 2, 3)37, (1, 2, 2, 2, 4)38, (1, 2, 2, 2, 5)39,

(1, 2, 2, 3, 3)40, (1, 2, 2, 3, 4)41, (1, 2, 2, 3, 5)42,

(1, 2, 2, 4, 4)43, (1, 2, 2, 4, 5)44, (1, 2, 2, 5, 5)45,

(1, 2, 3, 3, 3)46, (1, 2, 3, 3, 4)47, (1, 2, 3, 3, 5)48,

(1, 2, 3, 4, 4)49, (1, 2, 3, 4, 5)50, (1, 2, 3, 5, 5)51,

(1, 2, 4, 4, 4)52, (1, 2, 4, 4, 5)53, (1, 2, 4, 5, 5)54, (1, 2, 5, 5, 5)55,

(1, 3, 3, 3, 3)56, (1, 3, 3, 3, 4)57, (1, 3, 3, 3, 5)58,

(1, 3, 3, 4, 4)59, (1, 3, 3, 4, 5)60, (1, 3, 3, 5, 5)61,

(1, 3, 4, 4, 4)62, (1, 3, 4, 4, 5)63, (1, 3, 4, 5, 5)64, (1, 3, 5, 5, 5)65,

(1, 4, 4, 4, 4)66, (1, 4, 4, 4, 5)67, (1, 4, 4, 5, 5)68, (1, 4, 5, 5, 5)69, (1, 5, 5, 5, 5)70,

(2, 2, 2, 2, 2)71, (2, 2, 2, 2, 3)72, (2, 2, 2, 2, 4)73, (2, 2, 2, 2, 5)74,

(2, 2, 2, 3, 3)75, (2, 2, 2, 3, 4)76, (2, 2, 2, 3, 5)77,

(2, 2, 2, 4, 4)78, (2, 2, 2, 4, 5)79, (2, 2, 2, 5, 5)80,

(2, 2, 3, 3, 3)81, (2, 2, 3, 3, 4)82, (2, 2, 3, 3, 5)83,

(2, 2, 3, 4, 4)84, (2, 2, 3, 4, 5)85, (2, 2, 3, 5, 5)86,

(2, 2, 4, 4, 4)87, (2, 2, 4, 4, 5)88, (2, 2, 4, 5, 5)89, (2, 2, 5, 5, 5)90,

(2, 3, 3, 3, 3)91, (2, 3, 3, 3, 4)92, (2, 3, 3, 3, 5)93,

(2, 3, 3, 4, 4)94, (2, 3, 3, 4, 5)95, (2, 3, 3, 5, 5)96,

(2, 3, 4, 4, 4)97, (2, 3, 4, 4, 5)98, (2, 3, 4, 5, 5)99, (2, 3, 5, 5, 5)100,

(2, 4, 4, 4, 4)101, (2, 4, 4, 4, 5)102, (2, 4, 4, 5, 5)103, (2, 4, 5, 5, 5)104, (2, 5, 5, 5, 5)105,

(3, 3, 3, 3, 3)106, (3, 3, 3, 3, 4)107, (3, 3, 3, 3, 5)108,

(3, 3, 3, 4, 4)109, (3, 3, 3, 4, 5)110, (3, 3, 3, 5, 5)111,

(3, 3, 4, 4, 4)112, (3, 3, 4, 4, 5)113, (3, 3, 4, 5, 5)114, (3, 3, 5, 5, 5)115,

(3, 4, 4, 4, 4)116, (3, 4, 4, 4, 5)117, (3, 4, 4, 5, 5)118, (3, 4, 5, 5, 5)119, (3, 5, 5, 5, 5)120,

(4, 4, 4, 4, 4)121, (4, 4, 4, 4, 5)122, (4, 4, 4, 5, 5)123, (4, 4, 5, 5, 5)124, (4, 5, 5, 5, 5)125,

(5, 5, 5, 5, 5)126�

6�
5�� ���
� ������. ��	 ���
����
�
�� ��������� �������� x∗G
������ ��� ���� ��������� �������� 
�� ,����	�
�� �
�����  
�' 
  C'�"
�  C'%" � ��
������  \'&" �  \'%" �� 
���
����5��1 ������� )'#"G

x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k+1

) � y∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k

, 5, . . . , 5︸ ︷︷ ︸
k

), 1 � k � n − 1,

x∗=( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k1+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k1−k2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k2+1

) � y∗=( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k1+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k1+1−k2

, 5, . . . , 5︸ ︷︷ ︸
k2

),

��� 1 � k1 � n − 1 � 1 � k2 � k1�

*%



� ��� ����	� ��� ��������� �������� x∗ ������
� 
����G

x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k1+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k1−k2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k2−k3

, 4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
k3+1

) �

y∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−(k1+1)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k1−k2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k2+1−k3

, 5, . . . , 5︸ ︷︷ ︸
k3

),

��� 1 � k1 � n − 1� 1 � k2 � k1 � 1 � k3 � k2

 �������
� ���� 
��	�1 ���
� ��
	����. �� ���������1 
��� � ������
�� )'# ��
��������� ��,��
������ � ��
����  \'�" �
�	�
�� v1(x) = v1(y)
�� ��� 
����� 
���� 8�
�9 � 
��	�5 ��
����  \'�" ������� C'#� � �����
��
���.�������
. ������5���� �� 
�� ������
����  C'%" �  C'&"P ������
�����
�����5�
� ���
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��� 	������5"' 6!��� 	�
�� ���������
�������� ��� m = 5 ���
�

C 1
n−1 + C 2

n + |{(k1, k2, k3) : 1�k1 �n − 1� 1�k2 �k1 � 1�k3 �k2}|=
= C 1

n−1 + C 2
n + (C 2

2 + C 2
3 + · · · + C 2

n ) = C 1
n−1 + C 2

n + C 3
n+1.

< 
��� �������

��� ���� �
�� ��������� �������� x∗ � �� ������
��
��5��� y∗ ��� m = 5 
����5��� ��
��������  � ������� )'#" ����
����
����
� ����
� �
��
���

�1'

0��	� 
 4��� "�	 m = 5 ��������� �������	� P 	� M $'# ��������	��

�� X = Mn ��	 ����!	 �����		 ϕ : X → R ����� 	 ���
�� ����� �����

��
 ���� x, y ∈ X �����	
 ϕ ����������
�� ������!	� �
�	 ���	����G

 \'#" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � 4 �� ϕ(x) = ϕ(y);
 \'$" ���	 x � y �� ϕ(x) > ϕ(y);
 \'�" ���	 v1(x) = v1(y) v2(x) = v2(y) v3(x)+1 = v3(y) �= n−v1(y)−v2(y) 

v1(x)+v2(x)+v3(x)+v4(x) = n 	 v1(y)+v2(y)+v3(y)+v5(y) = n ��

ϕ(x) > ϕ(y);
 \'%" ���	 v1(x)=v1(y) v2(x)+1=v2(y) �=n−v1(y) v1(x)+v2(x)+v3(x)=n

	 v1(y)+v2(y)+v5(y)=n �� ϕ(x) > ϕ(y);
 \'&" ���	 v1(x)+1 = v1(y) �= n v1(x)+v2(x) = n 	 v1(y)+v5(y) = n ��

ϕ(x) > ϕ(y)#
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�� )'$� ������� �
�����	
� ����� C'$� � ����� C'& ��� m = 5'

!�  
 4��� "�	 m = 5 �������	� P 
��
���
 ϕ���������	��� �� X =
{1, 2, 3, 4, 5}n ����� 	 ���
�� ����� ����� ��
 ���� x, y ∈ X �����	


ϕ : X → R ����������
�� ������!	� �����	
�G
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 U1" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 1 � j � 4 �� ϕ(x) = ϕ(y);
 U2" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 1 � j � 3 	 v4(x) < v4(y) �� ϕ(x) > ϕ(y);
 U3" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 1 � j � 2 v3(x) < v3(y) 	 v1(x) + v2(x) +

v3(x) + v4(x) = n �� ϕ(x) > ϕ(y);
 U4" ���	 v1(x) = v1(y) v2(x) < v2(y) 	 v1(x) + v2(x) + v3(x) = n ��

ϕ(x) > ϕ(y);
 U5" ���	 v1(x) < v1(y) 	 v1(x) + v2(x) = n �� ϕ(x) > ϕ(y)#

4��� (���� 
���
 � �"5� ��$�
�� < ���� ������� ,��
�����
��������.
�� ����� 	�
�� m � 3' 0���� ��������� 

��� ��
���
�� P
����� �!��1 ��� �� M $'#� � ��� ��.���
���� x ∈ X = Mn� ��� M =
{1, 2, . . . , m}� 
���������� 
���
���
��  #'$"'

6

��
�1 �����.��� ����� ������� � ��
����.
�1 �����.��� �
�1 ��!��
�� F 
����5��� �������� �!�!��5��� ������� &'� ��� m = 3� ������� C'#
��� m = 4 � ������� )'# ��� m = 5'

0��	� 
 4�� 6
���� 
���
 �$��)�� �	���������� ��� P 7� "������

��� �������	� P ��������	�� �� X ��	 ����!	 �����		 ϕ : X → R

	�	 %��	�������� �����	
 ϕ ����������� � ���������� ������� %��	�

����������	 ������� ���
��� P � ��� 	 ���
�� ��� ������ ����� ��


���� x, y ∈ X �����	
 ϕ ����������
�� ������!	� m ���	����G

 \'#" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � m − 1 �� ϕ(x) = ϕ(y);
 \'$" ���	 x � y �� ϕ(x) > ϕ(y),

	 ���	����  \'k" ��
 ���� 3 � k � m ���

 \'k" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � m − k  %�� �����	� ��������

���� ��	 k = m" vm−k+1(x) + 1 = vm−k+1(y) �= n − ∑m−k
j=1 vj(y) ∑m−k+1

j=1 vj(x) + vm−k+2(x) = n 	
∑m−k+1

j=1 vj(y) + vm(y) = n ��

ϕ(x) > ϕ(y) ��� �� ���������	� �����
 �����
∑0

j=1( . . . ) = 0#

7�� ���������.
��� ���1 ������� 
�� �����!�5�
� ��� �����G ����
�� )'% � )'&� ���������� 
���� � ��� ������

�� ��
�� ����� C'&  U"�  V"'

!�  
 4��� &������	� P �� X ��������	�� �����	�� ϕ : X → R  �
������  $'#"" ����� 	 ���
�� ����� ����� ��
 ���� x, y ∈ X �����	
 ϕ
����������
�� ������!	� m �����	
�G

 U1" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � m − 1 �� ϕ(x) = ϕ(y);
 U2" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � m − 2 	 vm−1(x) < vm−1(y) ��

ϕ(x) > ϕ(y),

**



	 �����	
�  Uk" ��
 ���� ����� 3 � k � m ���

 Uk" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � m − k  ��	 k = m %�� �����	�

�����������" vm−k+1(x) < vm−k+1(y) 	
∑m−k+2

j=1 vj(x) = n ��

ϕ(x) > ϕ(y)#

< 
��5 �	����. ����� )'% �������
� 
� 
����5��5 �����'

!�  
 4��� 2��	 �����	
 ϕ : X → R ����������
�� �����	
�  U1"R
 Um" ����� )'% �� ��
 ���� x, y ∈ X 	 3 � k � m ��� ����������
��

����� �����	
�G

 Vk" ���	 vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � m−k  %�� �����	� �����������

��	 k = m" 	 vm−k+1(x) < vm−k+1(y) �� ϕ(x) > ϕ(y) 

� ����� ������!��� �����	�G

 W" ���	 ϕ(x) = ϕ(y) �� vj(x) = vj(y) ��
 ���� 1 � j � m − 1#

-��
�
���
���� ��  � 4��� #' <
�	��� �������� �����
�
�� �
�����
 V3"� ��� 	��� ������������ 	�� vj(x) = vj(y) ��� �
�� 1 � j � m− 3  ���
�
����� ��
��
����� ��� m = 3" � vm−2(x) < vm−2(y)' < 
���  #'$" ��� y
��
5�� ��������� 	��

v1(x) + · · · + vm−3(x) + vm−2(x) < v1(y) + · · · + vm−3(y) + vm−2(y) � n.

:�

������ �
���������.
�1 ������ z ∈ X ����1� 	��

vj(z)=vj(x)=vj(y) ��� 1�j�m − 3  �
����� ��
��
����� ��� m=3"�

vm−2(z) = vm−2(x) � vm−1(z) = n −
m−2∑
j=1

vj(x)'

N���
�� �
�	�
�� ϕ(x) � ϕ(z)' < 
���  #'$" ����� v1(x)+. . .+vm−1(x)�n�

������ vm−1(x) � n − ∑m−2
j=1 vj(x) = vm−1(z)� �� 
���������.
��

vj(x) = vj(z) ��� �
�� 1 � j � m − 2 � vm−1(x) � vm−1(z)'

H
�� vm−1(x) = vm−1(z)� �� � 
��� ����������
��  U1" ����� )'% 
�1����
	�� ϕ(x) = ϕ(z)' H
�� �� vm−1(x) < vm−1(z)� �� ��  U2" ��������� 	��
ϕ(x) > ϕ(z)' D���� �
��
����
�� 	�� ϕ(x) � ϕ(z)' 0����. 
���
�� ϕ(z) �
ϕ(y)' 0�� ���

vj(z) = vj(y) ��� 1 � j � m − 3  �
����� ��
��
����� ��� m = 3"�

vm−2(z) = vm−2(x) < vm−2(y) �

m−1∑
j=1

vj(z) = n�
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�� �����
�� ����������
��  U3" �� ����� )'%� � ������� x ����
�
� 
�
z� ������ � 
�����

��� ϕ(z) > ϕ(y)' 0���� �!������ ϕ(x) � ϕ(z) > ϕ(y)�
	�� � ����������
. �  V3"'

$' 0����. ������������ 	�� ��������
��  Vk" ��� �
��
����
� ���
���������!� 3 � k � m − 1� � �������� 	�� ����� ��
�� ��������
��
 Vk+1"' 7�� ����� ��
�
����.
� x, y ∈ X ������������ 	�� vj(x) = vj(y)
��� �
�� 1 � j � m−k−1  
�� �
����� ��� m = k+1" � vm−k(x) < vm−k(y)'
6�
5�� �  #'$" ��������� 	��

∑m−k
j=1 vj(x) <

∑m−k
j=1 vj(y) � n' :�

������

�
���������.
�1 ������ z ∈ X 
� 
��1
����G

vj(z)=vj(x)=vj(y) ��� �
�� 1�j�m−k−1  
�� �
����� ��� m=k+1"�

vm−k(z) = vm−k(x) � vm−k+1(z) = n −
m−k∑
j=1

vj(x)'

<
�	��� 
���
�� �
�	�
�� ϕ(x) � ϕ(z)' D� 
�����

���
∑m−k+1

j=1 vj(x) � n


������� 	�� vm−k+1(x) � n − ∑m−k
j=1 vj(x) = vm−k+1(z)� ������ 
�������

	��

vj(x) = vj(z) ��� �
�� 1 � j � m − k � vm−k+1(x) � vm−k+1(z)'

H
�� vm−k+1(x) = vm−k+1(z)� ��
∑m−k+1

j=1 vj(x) =
∑m−k+1

j=1 vj(z) = n�
������� vj(x) = vj(z) = 0 ��� �
�� m − k + 2 � j � m� �� �
�	���
ϕ(x) = ϕ(z) � 
���  U1"' H
�� �� vm−k+1(x) < vm−k+1(z)� �� �
���.���
 ��� �������������" ��������
��  Vk"� � ������� y ����
�
 
� z� 
�1�
���� 	�� ϕ(x) > ϕ(z)' D���� ϕ(x) � ϕ(z)' 0����. 
���
�� �
�	�
�� ϕ(z) �
ϕ(y)' B�
���.��

vj(z)=vj(y) ��� �
�� 1�j�m−k−1  �
����� 
�� ��� m=k+1"�

vm−k(z) = vm−k(x) < vm−k(y) �

m−k+1∑
j=1

vj(z) = n�

�� �����
�� ����������
��  Uk+1" ����� )'%� � ������� x ����
�
 
�
z� ����	��� 	�� ϕ(z) > ϕ(y)' N���������.
�� ϕ(x) � ϕ(z) > ϕ(y)� 	�� �
���!�����
. ��� ��������
��  Vk+1"'

B������ ��
���������.
� k = 3� k = 4� . . . � k = m − 1 � �����
��
�������

�� ��

����
��� �
��
���� �
� ��������
��  V3"R Vm"'

�' /�������
��  W" ����������
� �� ������
���� �
���� �� 
��1
���
����
�����

�� � ������ )'%  U2" � )'&  V3"R Vm"' �
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7��������.
��� ����� )'% ,����	�
�� ��������� ��

����
�� �����
�����.
��� ����� C'$  � ����5	����.
�1 	�
�� ����� &'#"'

-��
�
���
���� ��  � 4��� (������	����
' H
�� ��������� ��
����

�� P ����
������ ��� ������ ,�
���� ϕ� �� ����� ��
�� 
���
���
��
 $'#"� � ����� ��
��  U1" �������� �� ����� $'$  V"�  W"� ��� ������ v(x)
��������
 �  $'$"� � �
������
� ��
���  U2"R Um" 
����5� �� ��������
��
P � M $'#'

������������
' B������� 	�� �
�� ,�
���� ϕ ������������� �
���
����  U1"R Um"� �� 
���������� 
���
���
��  $'#"' B�
�. x, y ∈ X ' D�����
�����

(xPy) =⇒ (ϕ(x) > ϕ(y))  )'#"


���� 
������ �� ��������
�� P � ��
����  Vm"�  Vm−1"� . . . �  V3" ����� )'&
� ����������
��  U2" ����� )'%' 7�� ����� 	��!� �
��
����. �!���
�5
�  )'#" ���������5� ��
���.����
� �����1 $'#  T'$"� ��������
���  $'$"�
����������1  )'#" � ����������
���  U1" 
�
�����1 �����G

¬(xPy) ⇐⇒ (yPx) ∨ (v(y)=v(x)) =⇒ (ϕ(y)>ϕ(x)) ∨ (ϕ(y)=ϕ(x))

⇐⇒ (ϕ(y) � ϕ(x)),

������ ���
	����.
� 
�1���� 	��

(ϕ(x) > ϕ(y)) ⇐⇒¬(ϕ(y) � ϕ(x)) =⇒¬(¬(xPy)) ⇐⇒ (xPy),

	�� � ���!�����
.' �

-��
�
���
���� ���	� � 4��� (������	����
' B�
�. ��
���
�� P ���
����
� ϕ�����
������� 
� X � x, y ∈ X ' 0���� ��
����  \'#" ��������
�� ����� $'$  V"� � ������1 �	�������
� �!��
�	�
��  $'$"' 7�� ��������
��
����  \'$" ������������ 	�� x � y' 0���� �� ����� %'�  V" x∗ � y∗� ���
����� �����
�� ����� C'&  V"� 
�1���� 	�� 
���
����� ����� 1 � k � m−1�
	�� vj(x) = vj(y) ��� �
�� 1 � j � k − 1  ��� �
����� ��
��
����� ���
k = 1" � vk(x) < vk(y)� �' �' xPy � 
��� ��������
�� P �� M $'#' B�
����

�� �!
������.
��� ���
�� 
 ����������
���  $'#" �������� � 
�����

���
ϕ(x) > ϕ(y)� 	�� � �
��
��������
�  \'$"' H
�� 3 � k � m � �����
�
�
����������
�� ��
����  \'k"� �� vj(x) = vj(y) ��� �
�� 1�j�m − k  ���
k = m ��� �
����� ��
��
�����" � vm−k+1(x) < vm−k+1(y)� ��� 	�� 

���
xPy' 6�
5�� �  $'#" �������� 
�����

��� ϕ(x) > ϕ(y)� �' �' ����5	�
��
��
����  \'k"'

������������
' B�������� 	�� �� ��
���  \'#"R \'m" 
����5� �
���
���  U1"R Um" ����� )'%' D� ����� )'% ����� !���� �������. �
�����

*(



ϕ�����
������
�. ���������� ��
���
�� P � � ������� � 
����
���

�
�.
,�
���� ϕ 
 ���

��� ��������
�
�
�� {X�}s

�=1 
��!��� ������� P '

O

�� 	�� ��
����  \'#" � �
�����  U1" ����� )'% 
������5�'

B������� 	�� ��  \'#" �  \'$" ��������  U2"' 7�� ����� ������������
	�� x, y ∈ X ������ 	�� vj(x) = vj(y) ��� �
�� 1 � j � m − 2 � vm−1(x) <
vm−1(y)' < 
��� ����� C'&  V"  ��� k = m − 1" ��� ��
�	���� 	�� x∗ � y∗'
0���� �� ��
����  \'$" 
������� 	�� ϕ(x∗) > ϕ(y∗)' 6
����
� �������.� 	��
vj(x) = vj(x∗) � vj(y) = vj(y∗) ��� �
�� 1 � j � m− 1� �������� !��������
��
����  \'#"� ϕ(x) = ϕ(x∗) � ϕ(y) = ϕ(y∗)' N���������.
�� ϕ(x) > ϕ(y)'

B������ �����.� 	�� ��� �5!��� 3 � k � m �� ��
���  \'#"�  \'$" �
 \'k" �������� 
��1
���  Uk" ����� )'%' <
�	��� �������� 	�� ����5	�
��

� ��
����  \'k" 
���������� � � 
��	��� ����� vm−k+1(y) = n−∑m−k
j=1 vj(y)G

��1
������.
�� �
�� �����
�
� ��
���
�� ����

���� ��

x∗ = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
v1(x)

, . . . , m−k, . . . , m−k︸ ︷︷ ︸
vm−k(x)

, m−k+1, . . . , m−k+1︸ ︷︷ ︸
vm−k+1(x)

, m−k+2︸ ︷︷ ︸
1

)�

� ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
v1(x)

, . . . , m−k, . . . , m−k︸ ︷︷ ︸
vm−k(x)

, m − k + 1, . . . , m − k + 1︸ ︷︷ ︸
vm−k+1(x)+1

) = y∗,

�������� ��� � ����� �� ��
���  \'#" �  \'$" �������� 	�� ϕ(x) = ϕ(x∗) >
ϕ(y∗) = ϕ(y)'

B�
�. �����
�
� ������
���� �  Uk"� �' �' x, y ∈ X F ������ 	�� vj(x) =
vj(y) ��� �
�� 1 � j � m − k  ��� k = m ����� �
����� 
��"� vm−k+1(x) <

vm−k+1(y) �
∑m−k+2

j=1 vj(x) = n' 0��!���
� �������.� 	�� ϕ(x) > ϕ(y)' :�
�

������ �
���������.
�� ������� x′, y′ ∈ X ������ 	��

vj(y′)=vj(y)=vj(x) ��� 1 � j � m − k  
�� �
����� ��� k = m"�

vm−k+1(y′) = vm−k+1(y) � vm(y′) =
m∑

j=m−k+2

vj(y)�

vj(x′) = vj(y′) ��� 1 � j � m − k  ����. 
�� �
����� ��� k = m"�

vm−k+1(x′) = vm−k+1(y′) − 1 = n −
m−k∑
j=1

vj(y′) − vm(y′) − 1

� vm−k+2(x′) = vm(y′) + 1'

<��������� � 
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������.
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vm−k+1(x) � vm−k+1(y) − 1 = vm−k+1(y′) − 1 = vm−k+1(x′),

∑m−k+2
j=1 vj(x) = n �

∑m−k+2
j=1 vj(x′) = n� � ������� vl(x) = vl(x′) = 0 ���
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���
�� x∗ � x′∗ � ��
���  \'#" �  \'$"
�����������	 ��

����
���� ����	���  
�"����

��� ϕ(x) = ϕ(x∗) �
ϕ(x′∗) = ϕ(x′)'

<��������� vj(x′) = vj(y′) ��� �
�� 1 � j � m − k  ��� �
����� ��
���

����� ��� k = m"� vm−k+1(x′) + 1 = vm−k+1(y′)�

m−k+1∑
j=1

vj(x′) + vm−k+2(x′) = n �

m−k+1∑
j=1

vj(y′) + vm(y′) = n�

������� ��� x′ � y′ �����
�
� ����������
�� ��
����  \'k"� � 
��� ���
����1 ϕ(x′) > ϕ(y′)'

<�����.�� y′∗ � y∗� ��
���.��  
�' 
 �����1 C'&  U"" vj(y′) = vj(y) ���
�
�� 1 � j � m − k + 1� vj(y′) = 0 ��� �
�� m − k + 2 � j � m − 1 �
vm(y′) � vm(y)' D� 
�����

��� y′∗ � y∗ � ��
���  \'#" �  \'$" ���������

��� �!����� ��������� 	�� ϕ(y′) = ϕ(y′∗) � ϕ(y∗) = ϕ(y)'
N���������.
�� ϕ(x) � ϕ(x′) > ϕ(y′) � ϕ(y)� 	�� � ���������
� ����

����� �
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�
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Chistyakov V.V., Kalyagin V.A. An axiomatic model of non-compensatory aggregation:  
Working paper WP7/2009/01. — Moscow: State University — Higher School of Economics, 
2009. — 76 p.

In practice the opinion of a society of n individuals is often expressed by means of the scale of 
grades from 1 to m with each member of the society involved (for instance, 1 means bad, 2 means 
somewhat better, 3 means even more better, ..., m means perfect). In this way we have collections 
of n-dimesional vectors (x

1
, ..., x

n
) with components x

i
 from 1 to m, each of which characterizing 

this or that alternative (possibility). The problem is to order these collections or, in another termi-
nology, to aggregate individual preferences of members of the society into the social decision.  
If m = 2, the problem reduces to the problem of voting, when each individual expresses his/her most 
preferable alternative. If m = 3, an axiomatic approach to the description of properties of preference 
functions was applied in a series of papers by F.T. Aleskerov, D.A. Yuzbashev and V.I. Yakuba (2007), 
where a new phenomenon of the threshold preference was discovered. In this paper we present the 
solution of the aggregation problem in the general case (for any n and m). We develop the axioma
tics of preference functions and, moreover, deduce explicit formulas for the preference functions, 
which assign to each vector-alternative (x

1
, ..., x

n
) its ordinal number (the more the number the more 

preferable the alternative). In addition, we show that the explicit preference functions satisfy the 
introduced axioms and take into account all the threshold preferences for all m.
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