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1 Ââåäåíèå

Â ôèíàíñîâîì àíàëèçå ïðè ðàññìîòðåíèè áóäóùèõ ïîòîêîâ ïëàòåæåé

÷àñòî èñïîëüçóþò ïîíÿòèå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ (present value). Ðàññìîò-

ðèì àëüòåðíàòèâó: ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü 1 ðóáëü ÷åðåç 1 ãîä èëè

d ðóáëåé ñåé÷àñ. Çíà÷åíèå d, ïðè êîòîðîì àëüòåðíàòèâû áóäóò ðàâíî-

çíà÷íû, íàçûâàþò òåêóùèì çíà÷åíèåì 1 ðóáëÿ, ïîëó÷åííîãî ÷åðåç 1

ãîä. Ýòî òà ñóììà, êîòîðóþ ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêèé èíâåñòîð ñîãëàñèòñÿ

ïîëó÷èòü èëè îòäàòü ñåé÷àñ â îáìåí íà ïëàò¼æ â áóäóùåì, òåêóùàÿ

ðûíî÷íàÿ ñòîèìîñòü 1 ðóáëÿ, ïîëó÷åííîãî ÷åðåç 1 ãîä. Çàâèñèìîñòü òå-

êóùåé ñòîèìîñòè 1 ðóáëÿ îò ñðîêà äî ïëàòåæà x íàçûâàþò ôóíêöèåé

äèñêîíòèðîâàíèÿ è îáîçíà÷àþò d(x), à å¼ çíà÷åíèÿ â îòäåëüíûõ òî÷-

êàõ xi íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè äèñêîíòèðîâàíèÿ è îáîçíà÷àþò di.

Èñõîäÿ èç ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà, ìîæíî ïîñòóëèðîâàòü ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ:

1. d(0) = 1: 1 ðóáëü íåìåäëåííî ñòîèò ðîâíî îäèí ðóáëü.

2. d(x1) < d(x2), åñëè x1 < x2: ìû ïðåäïî÷èòàåì ïîëó÷èòü äåíüãè

ðàíüøå, ÷åì ïîçæå.

3. d(x) > 0: äåíüãè ñòîÿò ñêîëüêî-òî ÷åðåç ëþáîé ïðîìåæóòîê âðå-

ìåíè.

4. limx→+∞ d(x) = 0: äåíüãè áåñêîíå÷íî äàëåêî íàñ íå èíòåðåñóþò.

Âìåñòî ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå

ïðîöåíòíûå ñòàâêè, òàê êàê îíè áîëåå íàãëÿäíû. Òàê, ïðîöåíòíàÿ ñòàâ-

êà íà ñðîê x, ïîäðàçóìåâàåìàÿ êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ d(x)
� ýòî ðàçìåð ñòàâêè ïî âêëàäó íà ñðîê x, êîòîðûé äîëæåí íà÷èñëÿòü

áàíê, ÷òîáû âêëàä ðàçìåðîì d(x) ÷åðåç âðåìÿ x âûðîñ äî ðàçìåðà 1.

Êîíêðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ïðîöåíòíîé ñòàâêè r(x) çàâèñèò îò ñïî-
ñîáà íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ. Ïðè íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ
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âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

d(x) = exp(−r(x)x),

à ïðè äèñêðåòíîì ðàç â δ:

d(x) =
1

(1 + r(x)δ)
x
δ
.

Âûáîð òîãî èëè èíîãî ñïîñîáà íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ � âîïðîñ êîí-

âåíöèè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíîå íà÷èñëåíèå ïðîöåíòîâ,

òàê êàê ýòî óäîáíåå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðû-

íî÷íûå êîòèðîâêè ÷àùå äàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî íà÷èñ-

ëåíèÿ ïðîöåíòîâ ðàç â 3, 6 èëè 12 ìåñÿöåâ.

Ìãíîâåííàÿ ôîðâàðäíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà íà ñðîê x, f(x), ñâÿçàíà
ñ ïðîöåíòíîé ñòàâêîé r(·) ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

r(x) =
1
x

∫ x

0

f(τ) dτ.

Ýòî ìãíîâåííàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà (r(0)), êîòîðàÿ äîëæíà ðåàëèçîâàòü-
ñÿ ÷åðåç âðåìÿ x, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ñòðàòåãèé:

ïîëîæèòü äåíüãè íà ñðîê x ïîä ïðîöåíò r(x) è íåïðåðûâíî âêëàäûâàòü
íà áåñêîíå÷íî ìàëûé ñðîê ïîä ïîñòîÿííî ìåíÿþùèéñÿ ïðîöåíò r(0) â òå-
÷åíèå âñåãî ñðîêà x. Ìû áóäåì çàïèñûâàòü òåêóùåå (àñòðîíîìè÷åñêîå)

âðåìÿ íèæíèì èíäåêñîì, îáîçíà÷àÿ òåêóùèé ìîìåíò ÷åðåç t: rt(0) �

òåêóùåå çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè, à rt+x(0) � å¼ çíà-

÷åíèå ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè x. Òàêèì îáðàçîì, â ìèðå, ëèø¼ííîì

ñëó÷àéíîñòè, âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî

rt+x(0) = ft(x).
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Ãîâîðÿ î ñðî÷íîé ñòðóêòóðå ïðîöåíòíûõ ñòàâîê, îáû÷íî ïîäðàçóìå-

âàþò êðèâóþ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê r(x) (èëè áåñêóïîííóþ êðèâóþ äîõîä-

íîñòåé1; ýòî íàçâàíèå áóäåò îáúÿñíåíî íèæå), òåì íå ìåíåå, äëÿ ðÿäà öå-

ëåé (íàïðèìåð, äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ) ãî-

ðàçäî âàæíåå êðèâàÿ ìãíîâåííûõ ôîðâàðäíûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê f(x).

1.1 Öåíîîáðàçîâàíèå îáëèãàöèé

×òîáû èñïîëüçîâàòü êîòèðîâêè îáëèãàöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðî÷íîé

ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó

ýòèìè îáúåêòàìè. Ðàññìîòðèì áåñêóïîííóþ îáëèãàöèþ íîìèíàëîì 1 ñî
ñðîêîì äî ïîãàøåíèÿ x. Áåñêóïîííàÿ îáëèãàöèÿ � ýòî òà, ïî êîòîðîé

áóäåò ïðîâåäåíà âñåãî îäíà âûïëàòà. Ïóñòü ýòà âûïëàòà èìååò ðàçìåð 1
è ïðîèçîéä¼ò ÷åðåç âðåìÿ x. È ïóñòü îáëèãàöèÿ áåçðèñêîâàÿ, ò.å. îòñóò-

ñòâóþò êðåäèòíûå ðèñêè (ðèñêè íåóïëàòû), ðèñêè ëèêâèäíîñòè (íåâîç-

ìîæíîñòè ïðîäàòü áóìàãó) è äðóãèå. Òîãäà å¼ òåêóùàÿ ñòîèìîñòü áó-

äåò ðàâíà d(x). Êðèâàÿ äîõîäíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ôóíêöèè

äèñêîíòèðîâàíèÿ (r(x) = − 1
x ln d(x)), íàçûâàåòñÿ áåçðèñêîâîé êðèâîé

äîõîäíîñòåé.

Åñëè ó íàñ òåïåðü åñòü ðåàëüíàÿ îáëèãàöèÿ, å¼ öåíà áóäåò íèæå, ÷òî-

áû êîìïåíñèðîâàòü âîçìîæíûå ðèñêè, à êðèâàÿ äîõîäíîñòåé, ïîñòðîåí-

íàÿ ïî òàêèì îáëèãàöèÿì, áóäåò ëåæàòü âûøå áåçðèñêîâîé êðèâîé äî-

õîäíîñòåé. Òåì íå ìåíåå, äëÿ îöåíêè ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ñõîæèõ

ñ äàííîé îáëèãàöèåé ïî êðåäèòíîìó êà÷åñòâó è ëèêâèäíîñòè, ñêîðåå ïî-

äîéä¼ò èìåííî ýòà êðèâàÿ, à íå áåçðèñêîâàÿ.

Åñëè îáëèãàöèÿ êóïîííàÿ, ò.å. ïî íåé èìåþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå âû-

ïëàòû ïðîöåíòîâ (êóïîíîâ), èëè àìîðòèçàöèîííàÿ,ò.å. îñíîâíîé äîëã

âûïëà÷èâàåòñÿ ïî ÷àñòÿì, òî ïîòîêîâ ïëàòåæåé áóäåò áîëüøå. Ïóñòü

1×àñòî èñïîëüçóþò òåðìèí �êðèâàÿ äîõîäíîñòè�, îäíàêî ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòü-

ñÿ óêàçàííîãî íàïèñàíèÿ, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü òîò ôàêò, ÷òî äîõîäíîñòè íà ðàçíûå

ñðîêè ðàçíûå.
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èìååòñÿ ns ïîòîêîâ ïëàòåæåé âî âðåìåíà τ1, ..., τns ðàçìåðàìè F1, ..., Fns
ñîîòâåòñòâåííî. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñòîèìîñòü òàêîé îáëèãà-

öèè áóäåò ðàâíà ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ (íàáîðà) èç ns áåñêóïîííûõ îáëè-

ãàöèé ñî ñðîêàìè äî ïîãàøåíèÿ τ1, ..., τns è íîìèíàëàìè F1, ..., Fns ñîîò-

âåòñòâåííî. Âëàäåíèå ïîðòôåëåì áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé äà¼ò áîëüøå

âîçìîæíîñòåé, íåæåëè âëàäåíèå îäíîé êóïîííîé îáëèãàöèåé: òàê, ïîðò-

ôåëü ìîæíî ïðîäàòü ÷àñòÿìè, à êóïîííóþ îáëèãàöèþ òîëüêî öåëèêîì,

íî ýòî ñòàíäàðòíîå äîïóùåíèå. Â òàêîì ñëó÷àå, ñòîèìîñòü íàøåé êó-

ïîííîé îáëèãàöèè P áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

P =
ns∑
s=1

Fsd(τs).

Â ðåàëüíîñòè íà öåíîîáðàçîâàíèå î÷åíü ñèëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàþò

âîïðîñû êðåäèòíîãî êà÷åñòâà, ëèêâèäíîñòè, íàëîãîîáëîæåíèÿ. Ïåðâûé

âîïðîñ ìû ðàññìîòðèì ïîçæå, à âòîðîé è òðåòèé íå áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ââèäó îòñóòñòâèÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü

àäåêâàòíîãî èõ îïèñàíèÿ (êàê ìàòåìàòè÷åñêîãî, òàê è ýêîíîìè÷åñêîãî).

Îáû÷íî ìîäåëè êðèâîé äîõîäíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òð¼õ öåëåé:

• Öåíîîáðàçîâàíèå è õåäæèðîâàíèå. Ýòî òî, çà÷åì ìîäåëè èñïîëü-

çóþò òðåéäåðû. Èì âàæíà òî÷íàÿ îöåíêà òåêóùåé ñòîèìîñòè èí-

ñòðóìåíòîâ äëÿ âûÿâëåíèÿ ñðåäè íèõ íåäî- è ïåðåîöåí¼ííûõ. Òàê-

æå îíè èñïîëüçóþò ìîäåëè äëÿ õåäæèðîâàíèÿ � óìåíüøåíèÿ (â

èäåàëå � ñâåäåíèÿ ê íóëþ) ðèñêà, ñâÿçàííîãî ñ çàíÿòèåì òîé èëè

èíîé ïîçèöèè íà ðûíêå. Ýòî ñàìàÿ ìíîãî÷èñëåííàÿ ãðóïïà ïîëü-

çîâàòåëåé ìîäåëåé êðèâîé äîõîäíîñòåé.

• Ðèñê-ìåíåäæìåíò. Ðèñê-ìåíåäæåðû èñïîëüçóþò ìîäåëè äëÿ ïðî-

ðàáîòêè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿ ñîáûòèé, ÷òîáû äàòü

îöåíêó ìàêñèìàëüíî íåáëàãîïðèÿòíîãî âàðèàíòà ðàçâèòèÿ ñîáû-

òèé.
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• Îáúÿñíåíèå èçìåíåíèé êðèâîé äîõîäíîñòåé. Åñëè áû ìû ìîãëè

îáúÿñíèòü, ïî÷åìó (â ðàìêàõ ìîäåëè) ïðîöåíòíûå ñòàâêè èçìåíè-

ëèñü òàê èëè èíà÷å, ýòî äàëî áû íàì âîçìîæíîñòü ãëóáæå ïîíÿòü

ýêîíîìè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðîöåíòíûìè ñòàâêàìè è ðàç-

ëè÷íûìè ýêîíîìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.

Êàêîé äîëæíà áûòü ìîäåëü? Â ñâÿçè ñî ñêóäíîñòüþ è ïëîõèì êà÷å-

ñòâîì äîñòóïíûõ äàííûõ, õîðîøåå èõ îòðàæåíèå íå ìîæåò áûòü êðè-

òåðèåì êà÷åñòâà ìîäåëè: ëþáóþ ìàëî-ìàëüñêè ñëîæíóþ ìîäåëü ìîæíî

îòêàëèáðîâàòü ïîä èìåþùèåñÿ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò äàííûå. Êàëèá-

ðîâêà ìîäåëè ïî èñòîðè÷åñêèì äàííûì (êîòîðûõ, ðàçóìååòñÿ, ãîðàçäî

áîëüøå), âïîëíå âåðîÿòíî, áóäåò äàâàòü î÷åíü ðàçíûå ðåçóëüòàòû â ðàç-

íûå ïåðèîäû. È õîòÿ îïðåäåëèòü ëó÷øóþ ìîäåëü âåñüìà ñëîæíî, ìîæíî

âûäåëèòü îáùèå êà÷åñòâà, êîòîðûìè äîëæíà îáëàäàòü õîðîøàÿ ìîäåëü.

• Òî÷íàÿ îöåíêà ïðîñòûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Åñëè ýòîãî íå

áóäåò, ìîäåëü áóäåò áåñïîëåçíà è äàæå îïàñíà. Ðûíîê î÷åíü áûñò-

ðî çàìåòèò áàíê (èëè äðóãîé ôèíàíñîâûé èíñòèòóò), êîòîðûé âû-

ñòàâëÿåò íåïðàâèëüíûå öåíû è âåñüìà ñêîðî áàíê ïîíåñ¼ò ñåðü¼ç-

íûå óáûòêè îò íåïðàâèëüíîé îöåíêè èíñòðóìåíòîâ.

• Ë¼ãêîñòü êàëèáðîâêè ê ðûíêó. Åñëè ïàðàìåòðû ìîäåëè íåâîçìîæ-

íî îöåíèòü, îíà áåñïîëåçíà. Åñëè ýòîò ïðîöåññ çàíèìàåò ìíîãî

âðåìåíè, ïîëåçíîñòü ìîäåëè ñèëüíî îãðàíè÷åíà.

• Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè. Ìîäåëü äîëæíà ðàáîòàòü íà ìàêñèìàëüíî

øèðîêîì äèàïàçîíå ðûíêîâ è ðûíî÷íûõ ñèòóàöèé. Íàïðèìåð, ìî-

äåëü ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûìè èçìåíåíèÿìè äîõîäíîñòåé ñòà-

íîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè ïðèáëèæåíèè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê ê íó-

ëþ. Èñïîëüçîâàòü òàêóþ ìîäåëü äëÿ àíàëèçà ðûíêà ßïîíèè â 1998

ãîäó � ïëîõàÿ èäåÿ.
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• Âîçìîæíîñòü îöåíêè äðóãèõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, â òîì

÷èñëå è íîâûõ. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü � ýòî ñåðü¼çíîå ïðåèìóùåñòâî

íà ðûíêå. Íåêîòîðûå ýêçîòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû íå ìîãóò áûòü

îöåíåíû ïðîñòûìè ìîäåëÿìè.

• Óñòîé÷èâîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âî âðåìåíè. Ýòî ïîëåçíî, åñ-

ëè äàííûõ íåäîñòàòî÷íî, êîãäà íåêîòîðûå èíñòðóìåíòû ìîãóò íå

òîðãîâàòüñÿ â òå÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íèæå áóäåò î÷åíü êðàòêî èçëîæåíà ñóòü ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè äèíà-

ìèêè êðèâîé äîõîäíîñòåé. Êðàòêîå å¼ îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ

[1, 2]; áîëåå ïîäðîáíîå áóäåò äîñòóïíî â ñêîðîì âðåìåíè.

2.1 Áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

Ôàçîâîé ïåðåìåííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ ìãíîâåííûõ ôîðâàðäíûõ

ïðîöåíòíûõ ñòàâîê ft(x), x ∈ [0, T ], êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëå-

ìåíò ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H = W 1
2 [0, T ], ãäå T = const � ãîðè-

çîíò ìîäåëèðîâàíèÿ (î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå çàäàíû íà êîíå÷íîì îòðåçêå

âðåìåíè; âêóïå ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [3, 4], ãîâîðÿùèì, ÷òî â áîëü-

øèíñòâå ðàçóìíûõ ñëó÷àåâ ìãíîâåííûå ôîðâàðäíûå ñòàâêè ñòðåìÿòñÿ

ê ïðåäåëó: limx→0 ft(x) = Lt).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà áåñêîíå÷íîìåðíîé ïå-

ðåìåííîé � êðèâîé ìãíîâåííûõ ôîðâàðäíûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê � îïè-

ñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ïðîñòðàí-

ñòâå H:{
dft = (Dft +

∑∞
s=1 S(σsft)−

∑∞
s=1 γ

sσsft) dt+
∑∞
s=1 σ

sft dβst
f0 = f0,
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ãäå βst � íåçàâèñèìûå îäíîìåðíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû, D � èí-

ôèíèòåçèìàëüíûé ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû ñäâèãîâ S(t) : (S(t)f)(x) =
f(min(x + t, T )),S � îïåðàòîð (Sf)(x) = f(x)

∫ x
0
f(τ) dτ , σs ∈ H, s =

1, ...,∞è γs ∈ R, s = 1, ...,∞ � ïàðàìåòðû ìîäåëè: σs ñóòü êîýôôèöèåí-

òû âîëàòèëüíîñòè, à γs � ïîñòîÿííûå ðûíî÷íûå öåíû ðèñêà, ñâÿçàííûå

ñ s-ûì ñëó÷àéíûì ôàêòîðîì.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé ξt = ln ft è ëèíåàðèçàöèè eξ = eξ0 +eξ0(ξ−
ξ0) + ō(ξ − ξ0) ìû èìååì

dξt = ((A+D)ξt + b) dt+
∞∑
s=1

σs dβst , (1)

ãäå

b(x) =
∞∑
s=1

σs(x)
∫ x

0

f0(τ)(1−ξ0(τ))σs(τ) dτ−
∞∑
s=1

γs(x)σs(x)−1
2

∞∑
s=1

σs(x)2,

D � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à îïåðàòîð A äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ

ξ ïî çàêîíó

(Aξ)(x) =
∞∑
s=1

σs(x)
∫ x

0

f0(τ)σs(τ)ξ(τ) dτ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî íàáëþäåíèÿ (ñäåëêè) ïðîèñõîäÿò â èç-

âåñòíûå (íåñëó÷àéíûå) ìîìåíòû âðåìåíè ti. Èíôîðìàöèÿ, çàêëþ÷¼í-

íàÿ â íàáëþäåíèè, ñîñòîèò èç (âåðõíèé èíäåêñ i îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå

îòíîñÿòñÿ ê i-ìó íàáëþäåíèþ):

• öåí îáëèãàöèé P ik, k = 1, ..., nik;

• êîòèðîâîê ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà íèõ bik, a
i
k, k = 1, ..., nik;

• ñòàòè÷åñêîé èíôîðìàöèè îá îáëèãàöèÿõ, ò.å. î ðàñïèñàíèè τ is, s =
0, ..., nis è îáú¼ìàõ F

i
s,k, s = 0, ..., nis, k = 1, ..., nik ïëàòåæåé.
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Ñðîêè âûïëàò τ is, îòñ÷èòûâàþùèåñÿ îò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ti, åäèíû

äëÿ âñåõ îáëèãàöèé: ÷åðåç ñðîê τ is, ò. å. â ìîìåíò âðåìåíè ti + τ is ïî k-îé

îáëèãàöèè èç íàáëþäàåìûõ áóäåò âûïëà÷åíà ñóììà F is,k. Åñëè âðåìåíà

íå åäèíû, ââåä¼ì ôèêòèâíûå íóëåâûå ïëàòåæè, ãäå ýòî íåîáõîäèìî.

Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå öåíîîáðàçîâàíèÿ îáëèãàöèé áóäåò

âûãëÿäåòü òàê:

P ik =
n∑
s=0

F is,k exp

[
−
∫ τ is

0

fti(x) dx

]
.

×òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî âðåìåíè, ìû áóäåì

îïóñêàòü âåðõíèé èíäåêñ i, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èíôîðìàöèÿ îòíîñèòñÿ

ê i-îìó íàáëþäåíèþ).

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîñòîâåðíîñòü èíôîðìàöèè, íåñîìîé íà-

áëþäåíèåì, ñòàâèòñÿ ïîä ñîìíåíèå. Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè (credibility)

ýòîé èíôîðìàöèè ìîæåò çàâèñåòü îò ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ:

• îò ðàçíèöû êîòèðîâîê ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ (ò.í. bid-ask ñïðýäó)

� îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî;

• îò îáú¼ìà ñäåëêè/êîòèðîâêè � íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü: òåì äî-

ñòîâåðíåå, ÷åì áëèæå ê ñðåäíåìó îáú¼ìó, õàðàêòåðíîìó äëÿ ðûí-

êà;

• îò ëþáûõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.

×òîáû ó÷åñòü ýòî â ìîäåëè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû Pk íà-

áëþäàþòñÿ ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûì øóìîì εk ∼ N(0, δ2
k). Òàêîé

ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåðîÿòíîñòè: âåðîÿò-

íîñòü � ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè óòâåðæäåíèÿ.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà bid-ask ñïðýäå: âûáåðåì ñðåä-

íåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå øóìà ðàâíûì åìó, ÷òîáû ñâÿçàòü òî÷íîñòü

ñ ëèêâèäíîñòüþ ðûíêà.
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Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñèëüíûì óïðîùåíèåì ñèòó-

àöèè. Íà ñàìîì äåëå, ðàñïðåäåëåíèå öåíû ñäåëêè ïî îòíîøåíèþ ê êî-

òèðîâêàì bid-ask ñèëüíî çàâèñèò êàê îò òèïà ðûíêà (íàëè÷èÿ íà í¼ì

market-maker'îâ), òàê è îò äîñòóïíûõ äàííûõ: ïðè ïîëíûõ äàííûõ ìû

áóäåì íàáëþäàòü ñäåëêè èñêëþ÷èòåëüíî ïî êîòèðîâêàì, íî àãðåãèðî-

âàííàÿ (ñêàæåì, çà äåíü) öåíà ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò ëåæàòü

âíóòðè àãðåãèðîâàííûõ êîòèðîâîê, îäíàêî ýòîò âîïðîñ áóäåò èññëåäî-

âàí â äðóãîé ðàáîòå.

È íàêîíåö, ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî íàáëþäåíèé çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êðèâûå äîõîäíîñòåé, èñïîëüçóåìûå ó÷àñòíèêàìè

ðûíêà äëÿ ðàñ÷¼òà öåíû ñäåëêè, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè. Ïî-

äîáíî ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâäîïîäîáíîñòü

òîãî, ÷òî âîñïðèÿòèå ðûíêîì ñäåëêè ïðèâåä¼ò ê êðèâîé h, áóäåò ïðî-

ïîðöèîíàëüíà e−αE(h), ãäå E(h) - íåêîòîðàÿ ìåðà íåãëàäêîñòèè êðèâîé
h. Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ó÷àñòíèêîâ ðûíêà åñòü ñðåäíåå ìíåíèå

îòíîñèòåëüíî òîãî, íàñêîëüêî ãëàäêîé äîëæíà áûòü ôîðâàðäíàÿ êðè-

âàÿ, òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ íåãëàäêîñòè

ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé ïðè ôèêñèðîâàííîì ñðåäíåì çíà÷åíèè α−1.

Ôóíêöèîíàë E(h) ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ÷òî-

áû îòðàçèòü íàøå ïðåäñòàâëåíèå î æåëàåìîé êðèâîé äîõîäíîñòåé. Íàì

áóäåò óäîáíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ìåðû íåãëàäêîñòè âåëè÷èíó E(h) =
‖(
√
h)′‖2L2

, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò [5] è [6]. Îíà êàæåòñÿ íåëîãè÷íîé íà ïåð-

âûé âçãëÿä, òåì íå ìåíåå, èìåííî òàêîå âûðàæåíèå ïîçâîëèò íàì ïî-

ëó÷èòü êëþ÷åâîå ñîâïàäåíèå â äàëüíåéøåì. Ðàçóìååòñÿ, âîçìîæíû è

äðóãèå ôîðìàëèçàöèè íåãëàäêîñòè.

Ýòî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ïðèíöèïîì ðåãóëÿðèçàöèè (ñì. [7]): çà-

äà÷à îöåíêè äàæå ñàìîé êðèâîé äîõîäíîñòè, íå ãîâîðÿ óæå î ïàðàìåò-

ðàõ å¼ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè, êàê ïîäìå÷åíî âî ââåäåíèè, ÿâëÿåòñÿ

íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, êðîìå òîãî, ãëàäêîñòü êðèâîé ìãíîâåííûõ

ôîðâàðäíûõ ñòàâîê � ðàçóìíîå ïðåäïîëîæåíèå ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè
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çðåíèÿ.

Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé öåíû Pk ïðè èçâåñòíîé êðèâîé

ìãíîâåííûõ ôîðâàðäíûõ ñòàâîê f(·) áóäåò ðàâíî

Pk ∼ N

(
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

f(x) dx
]
, ak − bk

)
,

ãäå ak, bk � ñîîòâåòñòâåííî êîòèðóåìûå öåíû ïðîäàâöà è ïîêóïàòåëÿ

k-îé îáëèãàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäåíèå â ôîðìàëèçóåòñÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèè

ïðàâäîïîäîáèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

− ln
dPfti

dPfti−0

∝
N∑
k=1

wk

(
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

fti(x) dx
]
− Pk

)2

+

+ α

∫ T

0

(
√
fti(x))′

2
dx,

ãäå wk = (ak − bk)−1. Åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé çàäàíèþ,

� α, ìåðà æåëàåìîé ãëàäêîñòè êðèâîé, íåêîòîðûé àíàëîã òåìïåðàòó-

ðû. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü åãî çàäàííûì èçâíå, íàïðèìåð, ïîëüçîâàòåëåì

ñèñòåìû, íî ìîæíî îöåíèòü åãî è íà îñíîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

2.2 Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íå âûïèñûâàåòñÿ, òàê êàê îïåðà-

òîð et(A+D) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ

∂ξ(x, t)
∂t

=
∞∑
s=1

σs(x)intx0f0(τ)σs(τ)ξ(τ, t) dτ +
∂ξ(x, t)
∂x

,
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àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ êîòîðîãî ïîêà íå íàéäåíî.

Ïîýòîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî ââåñòè â ïðî-

ñòðàíñòâå H áàçèñ è âñå äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèòü ñ ðàç-

ëîæåíèåì ïî ýòîìó áàçèñó. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì àïïàðàò êðàò-

íîìàñøòàáíîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [8, 9] èëè ëþáîé ó÷åáíèê ïî

âåéâëåò-àíàëèçó).

Â ïðîñòðàíñòâå L2 ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü êàê

f(x) =
∑
j

cjϕj(x) +
0∑

i=−∞

∑
k

di,kψi,k(x),

ãäå

ϕj(x) = ϕ(x− j), ψi,k = 2k/2ψ
(
2ix− k

)
,

à ψ(·) � ñîáñòâåííî âåéâëåò. Åñëè îí ïðèíàäëåæèò ê êëàññó òàê íàçû-

âàåìûõ îðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ, òî âñå ôóíêöèè {ϕj}, {ψi,k} ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíû.

Ñ ó÷¼òîì òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ‖f‖H, à òàêæå â ñâÿçè ñ òåì

ôàêòîì, ÷òî âñå ôóíêöèè, ñ êîòîðûìè íàì ïðåäñòîèò ðàáîòàòü, áóäóò

äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, ìû îòáðîñèì âñþ âòîðóþ ñóììó, ÷òî ðàâíîñèëüíî

ðàáîòå â ïðîñòðàíñòâå àïïðîêñèìàöèè. Òàê êàê íóëåâîé óðîâåíü ìîæíî

âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòü ðàñ-

ñóæäåíèé.

Áîëåå ïîäðîáíî ïðèìåíåíèå àïïàðàòà âåéâëåò-àíàëèçà â ñòàòèñòè÷å-

ñêîì ìîäåëèðîâàíèè îïèñàíî â [10].

Òàê êàê ìû ðàáîòàåì íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå [0, T ], ñóììû ïî

èíäåêñó k áóäóò êîíå÷íûìè. Îñëîæíÿåò çàäà÷ó òî, ÷òî íàøå ïðîñòðàí-

ñòâî H � íå L2[0, T ], à W 1
2 [0, T ], ïîýòîìó ôóíêöèè ϕk íå áóäóò â í¼ì

îðòîãîíàëüíûìè. Òàê êàê â íàøó çàäà÷ó âõîäèò èñêëþ÷èòåëüíî ïîëó÷å-

íèå ïðèåìëåìîãî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàçëîæåíèÿ, è ìû íå

ñîáèðàåìñÿ â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçîâàòü àïïàðàò âåéâëåò-àíàëèçà, äëÿ
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ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïîäîéä¼ò îðòîãîíàëèçàöèÿ ïî Ãðàììó-Øìèäòó.

Îíà, ðàçóìååòñÿ, èñïîðòèò êàê ïðîñòðàíñòâåííóþ, òàê è ÷àñòîòíóþ ëî-

êàëèçàöèþ áàçèñíûõ ôóíêöèé, íî â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è ýòî íå ïðèí-

öèïèàëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ðàçëîæåíèå

ξ =
N∑
j=1

cjej ,

ãäå {ej}Nj=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V0 �äîñòàòî÷íî

ãëàäêèõ� ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, íîðìà â H ýòèõ ôóíêöèé îãðàíè÷åíà,

òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ìîäåëè îãðàíè÷åíà èõ íîðìà â L∞, à â êîíå÷íî-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ V0, âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Èòàê, ìû ïîëîæèì ft =
∑N
j=1 cjej è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äèíàìèêè

ïîêîîðäèíàòíî (c � âåêòîð êîîðäèíàò ïðîåêöèè ft íà V0).

dc = ((A+D)c+ b) dt+
N∑
s=1

σs dβs = ((A+D)c+ b) dt+ Σ dW.

Îíî èìååò ÿâíîå ðåøåíèå

c ∼ N
(
et(A+D)c0 +

∫ t

0

e(t−u)(A+D)b du,
∫ t

0

e(t−u)(A+D)BBT
(
e(t−u)(A+D)

)T
du
)
.

dc = ((Aσ +D)c+ b) ds+ Σ dW,

ãäå

Aσ = D +
N∑
s=1

A4(σs, σs, ·, ·),
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D � ìàòðèöà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à A4 � 4-ëèíåéíàÿ ôîðìà:

A4(i, j, l, k) = 〈ek, eiI(f0ejel)〉H , (I f)(x) =
∫ x

0

f(τ) dτ,

b =
N∑
s=1

A4(σs, σs, 1− ξ0, ·)−
1
2

N∑
s=1

A3(σs, σs, ·)− Σγ,

A3(i, j, k) = 〈ek, eiej〉 .

Ïðè ýòîì íàáëþäåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïðîèçâîëüíûå (íî íåñëó÷àéíûå) ìî-

ìåíòû âðåìåíè è îïèñûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Pk:

Pk ∼ N

(
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

exp {ξt} (x) dx
]
, wk

)
.

Êðîìå òîãî, ïðè êàæäîì íàáëþäåíèè ïðàâäîïîäîáíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâîé öåíû ïðè ñäåëêå áûëà èñïîëüçîâàíà êðè-

âàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàáîðó ïàðàìåòðîâ c, ñîñòàâëÿåò α 〈c,DDc〉, ãäå
DD(i, j) =

∫ T
0

exp(ξ0(x))e′i(x)e′j(x)dx.
Íàøà ìîäåëü î÷åíü ïðîñòà ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê êàê óðàâíåíèå äè-

íàìèêè ôàçîâîé ïåðåìåííîé ξ ëèíåéíîå, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû ñëèøêîì

ñëîæíà, òàê êàê íàáëþäàåòñÿ íå íåïîñðåäñòâåííî çíà÷åíèå ïðîöåññà, à

âåñüìà ñëîæíàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò íåãî. Åñëè ïî ôîðìóëå Èòî âû-

ïèñàòü äèíàìèêó íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ê îáû÷íî

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèôôóçèè ïî ÷àñòè÷íî íà-

áëþäàåìûì çíà÷åíèÿì, òî çàäà÷à ñðàçó ñòàíåò äîñòàòî÷íî ñëîæíîé.

Áëèæàéøàÿ ïî ïîðÿäêó ñëîæíîñòè ïîäîáíàÿ ìîäåëü, ïàðàìåòðû êî-

òîðîé îöåíèâàëèñü â ëèòåðàòóðå, îïèñàíà â [11], íî äàæå îíà ãîðàçäî

ïðîùå: âî ïåðâûõ, îíà äèñêðåòíàÿ, à âî-âòîðûõ, òàì íàáëþäàþòñÿ çíà-

÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðîöåññà (ïóñòü äàæå åãî ÷àñòè).
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3 Îáçîð ìåòîäîâ îöåíêè ïàðàìåòðîâ

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ëþáîé ìîäåëè � íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à. Ïðè÷¼ì å¼

ñëîæíîñòü íåïðîïîðöèîíàëüíî âîçðàñòàåò ñî ñëîæíîñòüþ ìîäåëè. Íè-

æå äàí êðàòêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿþùèõñÿ äëÿ îöåíêè

ïàðàìåòðîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò îáçîð

ïðèâîäèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ çàêîí÷åííîñòè èçëîæåíèÿ è íå ïðåòåí-

äóåò íà ïîëíîòó. Ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [12], [13] è

[14]. Âñå óòâåðæäåíèÿ, äåëàåìûå çäåñü áåç ÿâíîãî óêàçàíèÿ èñòî÷íèêà,

âçÿòû èç îäíîé èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðàáîò.

3.1 Êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ îöåíêè

Íà âåðøèíå èåðàðõèè ìåòîäîâ íàõîäèòñÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ, òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìàÿ. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè

ìèíóñ ëîãàðèôìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (çäåñü è äàëåå â ýòîì ïóíêòå

θ � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ):

− lnL(θ) = − ln p(ξ0, ξ1, ..., ξn|θ),

ãäå p({ξi}|θ � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàáëþäàòü äàííûå çíà÷åíèÿ ξi

ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå θ. Åñëè ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì

(êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò), òî ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ:

− lnL(θ) = − ln p(ξ0|θ)−
n−1∑
i=0

p(ξi+1|ξi, θ),

ãäå p(ξi+1|ξi, θ � ïëîòíîñòü ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè ïðè èçâåñòíîì ñî-

ñòîÿíèè ξi è èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ θ. Ê ñîæàëåíèþ, àíàëèòè÷åñêîå âû-

ðàæåíèå äëÿ íå¼ äîñòóïíî êðàéíå ðåäêî, ÷òî ïðèâåëî ê ðàçðàáîòêå â

òå÷åíèå 90-õ ãîäîâ XX âåêà øèðîêîãî ñïåêòðà ìåòîäîâ, íå òðåáóþùèõ
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àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè.

×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂f

∂t
=

− N∑
i=1

∂

∂xi
D1
i (x1, . . . , xN ) +

N∑
i=1

N∑
j=1

∂2

∂xi∂xj
D2
ij(x1, . . . , xN )

 f,
ãäå

D1
i (x, t) = µi(x, t), D2

ij(x, t) =
1
2

∑
k

σik(x, t)σjk(x, t).

ñ ïîäõîäÿùèìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ïðîñòåéøèõ

ñëó÷àÿõ îíî ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, îäíàêî â áîëüøèíñòâå ïðèëîæå-

íèé íåîáõîäèìî ÷èñëåííîå åãî ðåøåíèå. Ñ ïîäðîáíîñòÿìè ìîæíî îçíà-

êîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [15], [16] è [17].

Äèñêðåòíàÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ãëàâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà � ïðèáëèæåíèå ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè âû-

ðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì èç äèñêðåòèçàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì

ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå Ýéëåðà-Ìàðóÿìû:

Xi+1 = Xk + µ(Xi; θ)∆ + σ(Xi; θ)εi,

ãäå εi ∼ N(0,∆) � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû (øóì).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïî ýòîìó ìåòîäó, îêàçû-

âàþòñÿ ñìåù¼ííûìè (ñì. îáñóæäåíèå ýòîãî ñìåùåíèÿ â [18]). Òåì íå

ìåíåå, â ñèëó ïðîñòîòû, à òàêæå òîãî, ÷òî çà÷àñòóþ ýòîò ïîäõîä äà¼ò
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îöåíêè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, áåç íåîáõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð

ìèíèìèçàöèè, äèñêðåòíûå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ øèðî-

êî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå (ñì., íàïðèìåð, [19] èëè õîðîøèé îáçîð

â [20]). Â ðàáîòå [21] ïðåäëîæåíî ðàçëîæåíèå êîýôôèöèåíòà ñíîñà â

ñòåïåííîé ðÿä ïåðâîãî ÷ëåíà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó âûáðàííîìó

ñïîñîáó ëèíåàðèçàöèè.

Ðàçëîæåíèå ïî ìíîãî÷ëåíàì Ýðìèòà

Â ðàáîòàõ [22, 23, 13] ðàçðàáîòàí ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè ïóò¼ì å¼ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ìíîãî÷ëåíàì Ýð-

ìèòà â îêðåñòíîñòè ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè. Áîëåå òîãî, ïî-

êàçàíî, êàê àíàëèòè÷åñêè ïåðåãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå ïî ñòåïåíÿì ∆t.
Àâòîð óòâåðæäàåò, ÷òî ðàçëîæåíèÿ äî (∆t)2 äîñòàòî÷íî â àáñîëþòíîì

áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé. Â ïðèìåíåíèè ê ìíîãîìåðíûì äèôôóçèÿì

ýòîò ìåòîä òðåáóåò âîçìîæíîñòè ïðèâåñòè å¼ ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå äèô-

ôóçèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå äà¼òñÿ â âèäå äâîéíîãî ðÿäà (ñì.

[13]).

Âûáîðî÷íàÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ýòîò ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí â [24] è [25], ñ âàðèàöèåé â [26]. Ñóòü ìåòî-

äà � â ïðèáëèæåíèè ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè å¼ âûáîðî÷íûì àíàëîãîì.

Äëÿ ýòîãî ÷èñëåííî ìîäåëèðóåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî òðàåêòîðèé ñè-

ñòåìû, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ, íàïðèìåð,

ïóò¼ì ÿäåðíûõ îöåíîê. ×àñòî ýòîò ìåòîä êîìáèíèðóþò ñ âûáîðêîé ïî

çíà÷èìîñòè (importance sampling) � ñì., íàïðèìåð, [27]. Åñòåñòâåííûì

îáîáùåíèåì ýòîãî ìåòîäà âûñòóïàåò
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Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé (Markov Chain

Monte Carlo, MCMC)

Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà � â äîðàçáèòèè èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ

äàííûõ [ti, ti+1] íà M ðàâíîìåðíûõ ìåíüøèõ îòðåçêîâ ïóò¼ì ââåäåíèÿ

(M − 1) íåíàáëþäàåìûõ âåëè÷èí â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Çàòåì àëãîðèòì ôóíêöèîíèðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Âûáèðàþòñÿ íåíàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ Xi+1
u èç ðàñïðåäåëåíèÿ

P (Xu|Xo, θ
i) (Xo � íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà).

2. Âûáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θi+1 èç P (θ|Xo, X
i
u).

Ïðè äîâîëüíî ñëàáûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ìàðêîâñêàÿ öåïü, îïèñàí-

íàÿ âûøå, èìååò ïðåäåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå P (Xu, θ|Xo),
êîòîðîå ìîæíî ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü â èíòåðåñóþùåå íàñ P (θ|Xo). Ëèòå-
ðàòóðà íà ýòó òåìó âåñüìà îáøèðíà: îáçîð ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî

íàéòè â êíèãàõ [28, 29, 30]. Ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì îöåí-

êè ïàðàìåòðîâ äèôôóçèè � â [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38]. Îñíîâíîé

íåäîñòàòîê ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî � ÷ðåçâû÷àéíàÿ ðåñóðñî¼ìêîñòü ïî

ïîñòðîåíèþ. Òåì íå ìåíåå, ýòè ìåòîäû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ èç-çà ñâîåé

óíèâåðñàëüíîñòè, õîðîøåé ìàñøòàáèðóåìîñòè, ñïîñîáíîñòè ó÷èòûâàòü

íåíàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå, îøèáêè íàáëþäåíèÿ è ò.ï., à òàêæå âîç-

ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ óñêîðåíèÿ ïðî-

öåññà.

Îáîáù¼ííûé ìåòîä ìîìåíòîâ

Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â [39]. Åãî ÿäðî � â óêàçàíèè íåêî-

òîðîãî êîëè÷åñòâà óñëîâèé ψk(X; θ), òàêèõ, ÷òî E[ψk(Xi; θ∗)] = 0, ãäå θ∗

� èñòèííîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü Ψk,i(X; θ) = ψk(Xi|θ).
Òîãäà îöåíêà âåêòîðà θ ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(θ) = E[Ψ(X, θ)]TΣE[Ψ(X; θ)], ãäå Σ � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ
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ìàòðèöà âçâåøèâàíèÿ. Â [40] ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðî-

åíèÿ ýòîé ìàòðèöû. Ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèé ψk îïè-

ñàíû â [41, 42]. Äîñòîèíñòâàìè ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîòà ðåàëè-

çàöèè, ñêîðîñòü è îáùíîñòü (ïðèìåíèìîñòü ê øèðîêîìó êëàññó äèô-

ôóçèé), îäíàêî îí íå ó÷èòûâàåò âñþ äîñòóïíóþ èíôîðìàöèþ, à òàêæå

ñòðàäàåò îò ïîãðåøíîñòè äèñêðåòèçàöèè (èñïîëüçóåìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ôóíêöèé ψk).

Íåïðÿìàÿ îöåíêà (Indirect Estimation)

Â ýòèõ ìåòîäàõ ïàðàìåòðû îöåíèâàþòñÿ íå íàïðÿìóþ ÷åðåç (îáû÷íî

íåäîñòóïíóþ) ïëîòíîñòü ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè, à êîñâåííî � ïðè ïî-

ìîùè âñïîìîãàòåëüíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ëåãêî îöå-

íèâàåòñÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, à ñ äðóãîé äà¼ò ðà-

çóìíîå ïðèáëèæåíèå ê èñòèííîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Îäíàêî ìû

ó÷èòûâàåì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ ìîäåëü óêàçàíà íåâåðíî, è ïîýòîìó

îöåíêè θ̂ ñâÿçàíû ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè θ∗ ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè

θ̂ = ϕ(θ∗), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïóò¼ì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ê

ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â [43] è [44] (ýòîò ìå-

òîä èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì �ýôôåêòèâíûé ìåòîä ìîìåíòîâ�, E�cient

method of moments, EMM). Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåòîäîâ è êà÷åñòâî ïî-

ëó÷àåìûõ îöåíîê ñèëüíî çàâèñÿò îò âñïîìîãàòåëüíîé ìîäåëè. Åñëè ìî-

äåëü âûáðàíà õîðîøî, òî êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ äàæå

ïðè íåáîëüøèõ ðàçìåðàõ âûáîðêè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòü ñóùåñòâåííî ïàäàåò [26].

Ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Â ðàáîòàõ [45, 46, 47] áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ îöåíîê íà

îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà â òåðìèíàõ íå ïëîòíîñòè
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ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè, à å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

f̃(p, t) =
∫
e−pxf(x, t) dx.

Òåì íå ìåíåå, èçâåñòíîñòü ýòîìó ìåòîäó ïðèäàëè íå ýòè èññëåäîâàíèÿ

(ò.ê. îñòà¼òñÿ íåîáõîäèìîñòü îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòè), à âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óñëîâèé äëÿ

ìåòîäà ìîìåíòîâ. Ê ýòîìó æå êëàññó ñòîèò îòíåñòè óñëîâèÿ, ïîëó÷åí-

íûå èç èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà â ðàáîòå [48].

Ìåòîä ìàðãèíàëüíîé ïëîòíîñòè

Â [49] ïðåäëîæåíî îöåíèâàòü θ ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ ìàðãèíàëüíîé ïëîòíî-

ñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è å¼ íåïàðàìåòðè-

÷åñêîé îöåíêîé ïî íàáëþäàåìûì äàííûì. Íåäîñòàòêàìè ýòîãî ìåòîäà

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåàëüíûå äàííûå, ñêîðåå âñåãî, ÷ðåçâû÷àéíî ñèëüíî

êîððåëèðîâàíû, òîãäà êàê äëÿ îöåíêè ìåòîäîì ÿäåð ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Â [50] ïîäìå-

÷åíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå êà÷åñòâî îöåíêè íåóäîâëåòâîðèòåëüíî.

3.2 Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Â ñèëó ñïåöèôèêè çàäà÷è ìû âûáåðåì ïîäõîä [21] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíê-

öèè ïðàâäîïîäîáèÿ è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé äëÿ

ñîáñòâåííî îöåíêè. Ýòà ëèíåàðèçàöèÿ, óæå ïðîâåä¼ííàÿ ðàíüøå äëÿ

îöåíêè çíà÷åíèÿ êðèâîé äîõîäíîñòè, ïðèãîäèòñÿ è äëÿ îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ, òàê êàê ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü âìåñòî ñëîæíûõ è âû÷èñëèòåëüíî

òðóäî¼ìêèõ ìåòîäîâ, îïèñàííûõ âûøå, îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè ñàìûì ðàöèîíàëüíûì

ìåòîäîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ îöåíêà, îñíîâàííàÿ íà ðàçëîæåíèè ïëîòíîñòè

ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè ïî ìíîãî÷ëåíàì Ýðìèòà [13]: òàê êàê äèíà-
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ìèêà ïî÷òè ëèíåéíàÿ, îòêëîíåíèÿ îò íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè äîëæíû

áûòü íåáîëüøèìè è ëåãêî çàõâàòûâàåìûìè äàæå íåáîëüøèì êîëè÷å-

ñòâîì ÷ëåíîâ ðÿäà.

4 Îïèñàíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìàð-

êîâñêèõ öåïåé

Îïèøåì êðàòêî àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà, èñïîëüçóåìûé äëÿ

âûáîðêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñëîæíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ýòîò àë-

ãîðèòì áûë ïðåäëîæåí ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ ìåòîäîì Ìîíòå-

Êàðëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà â ðàáîòàõ [51, 52], çàòåì

ðàçâèò â [53]. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [54, 55].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî âûáðàòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò èç íåêî-

òîðîãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(θ), ãäå p(θ) = f(θ)/K,

à íîðìàëèçèðóþùàÿ êîíñòàíòà K íåèçâåñòíà èëè î÷åíü òðóäíà äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ. Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà, ïðåäëîæåííûé â 1953 ãîäó [51, 52],

ãåíåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ, âûáðàííûõ èç ýòîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ θ0 âûáèðàåòñÿ ëþáîå çíà÷åíèå ñ

f(θ0) > 0.

2. Èñïîëüçóÿ òåêóùåå çíà÷åíèå θ, âûáðàòü âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó

θ∗ èç íåêîòîðîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ q(θ1, θ2), êîòî-
ðîå åñòü âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òî÷êó θ2 ïðè óñëîâèè,

÷òî òåêóùàÿ òî÷êà � θ1. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò �proposal�,

�jumping� èëè �candidate-generating�, ðóññêîÿçû÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ

íå ñëîæèëàñü. Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ïëîòíîñòü q � å¼ ñèì-

ìåòðè÷íîñòü: q(θ1, θ2) = q(θ2, θ1).
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3. Äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ θ∗ âû÷èñëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ p âî âñïîìîãàòåëüíîé (θ∗) è òåêóùåé (θt−1) òî÷êàõ.

α =
p(θ∗)
p(θt−1)

=
f(θ∗)
f(θt−1)

.

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì îòíîøåíèå çíà÷åíèé îäíîé ïëîòíîñòè

â äâóõ òî÷êàõ, íîðìàëèçèðóþùèå êîíñòàíòû ñîêðàùàþòñÿ.

4. Åñëè ïðåäëîæåííîå çíà÷åíèå áîëåå âåðîÿòíî (α > 1), òî ïðèíè-

ìàåì åãî êàê íîâîå çíà÷åíèå (θt = θ∗) è âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó

2. Èíà÷å, åñëè îíî óìåíüøàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (α < 1),
òî ìû ïðèíèìàåì åãî ñ âåðîÿòíîñòüþ α, à èíà÷å îòêëîíÿåì åãî

(θt = θt−1). Ïîñëå ýòîãî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 2.

Ýòà ïðîöåäóðà ãåíåðèðóåò ìàðêîâñêóþ öåïü θ0, θ1, ..., θk, ..., òàê êàê âå-

ðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îò θt ê θt+1 çàâèñÿò òîëüêî îò θt, à íå îò θ0, ..., θt−1.

Â 1970 ãîäó Ãàñòèíãñ [53] îáîáùèë ýòîò ìåòîä íà ïðîèçâîëüíóþ âñïîìî-

ãàòåëüíóþ ôóíêöèþ q(θ1, θ2) = P (θ1 → θ2) ïóò¼ì ìîäèôèêàöèè âåðîÿò-

íîñòè ïðèíÿòèÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ:

α = min
(
f(θ∗)q(θ∗, θt−1)
f(θt−1)q(θt−1, θ∗)

, 1
)
.

Ýòîò àëãîðèòì íàçûâàþò àëãîðèòìîì Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà. Ïðè äî-

ñòàòî÷íî ìÿãêèõ òåõíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷àåìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü

èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ðàñïðåäåëåíèåì p.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðêè èç p íåîáõîäèìî, çàïóñòèâ öå-

ïî÷êó èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ, îòêèíóòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, ÷òîáû öåïî÷êà óñïåëà ñîéòèñü ê ñòàöèîíàðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ, à ïîñëå ýòîãî çíà÷åíèÿ θt ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

çàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì p.

Íåóäà÷íûé âûáîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ èëè âñïîìîãàòåëüíîãî ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿ ìîæåò î÷åíü ñèëüíî óõóäøèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àëãîðèò-

ìà.

Âàðèàíò, ïðåäëîæåííûé â [56], èçâåñòíûé êàê Gibbs sampler, çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûáîðêà ïðîèçâîäèòñÿ îòäåëüíî ïî êàæäîìó èçìå-

ðåíèþ: òàê, åñëè òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå p(x, y), òî ïîñëåäîâàòåëüíî

âûáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ

xt ∼ p(x|y = yt−1),

yt ∼ p(y|x = xt).

Ïîâòîðåíèå ýòîãî ïðîöåññà ìíîãî ðàç äà¼ò ìàðêîâñêóþ öåïü, ñõîäÿ-

ùóþñÿ ê ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ p(x, y). Ìîùü ýòîãî ìåòîäà - â

òîì, ÷òî âûáîðêó íà êàæäîì ýòàïå ìîæíî ïðîâîäèòü ïðè ïîìîùè àë-

ãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà. Ïîëó÷åííóþ ñõåìó îáû÷íî íàçûâàþò

Metropolis-within-Gibbs.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòîò âàðèàíò. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

A ìû áóäåì ãåíåðèðîâàòü ìàðêîâñêóþ öåïü, âûáèðàÿ ñëó÷àéíûå ýëå-

ìåíòû ñíà÷àëà ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (c|σ, ν), çàòåì � ñ P (ν|σ, c) è ïîòîì

ñ P (σ|c, ν). Ñ áîëåå ïîäðîáíûì îïèñàíèåì òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ìåòîäà

è ïðàêòè÷åñêèõ àñïåêòîâ åãî ðåàëèçàöèè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ëèòå-

ðàòóðå, ïåðå÷èñëåííîé âûøå ïðè êðàòêîì îáçîðå ìåòîäîâ îöåíêè ïàðà-

ìåòðîâ.

Òàê êàê íè îäèí èç óïîìÿíóòûõ øàãîâ íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì,

íèæå ìû ðàññìîòðèì êàæäûé èç íèõ â îòäåëüíîñòè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé

ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìû âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ïî ïàðàìåòðàì c, σ, ν. Ýòè âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûì

äèôôåðåíöèðîâàíèåì, íî âåñüìà ãðîìîçäêè è ïîýòîìó âûíåñåíû â îò-

äåëüíûé ïóíêò, òàê êàê ëèøü çàãðîìîæäàþò òåêñò, çàòðóäíÿÿ ïîíèìà-

íèå àëãîðèòìà.
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5 Îïèñàíèå øàãîâ àëãîðèòìà

5.1 Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

Íåñëîæíî ïîëó÷èòü âèä ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (ñóììèðîâàíèå èä¼ò

ïî íàáëþäåíèÿì, äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû ïèøåì èíäåêñ i âìåñòî ti

äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî äàííûå îòíîñÿòñÿ ê i-ìó íàáëþäåíèþ, â ìî-

ìåíò ti):

− ln p({ci}, {σs}, γ) =
1
2

∑
i

{〈
ci −mi, B

−1
i (ci −mi)

〉
+

+
nk∑
k=1

wk

(
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

fc(x) dx
]
− P ki

)2

+

+α 〈ci, DDci〉} , (2)

ãäå

mi = e(ti−ti−1)Aci−1 +
∫ ti−ti−1

0

e(ti−ti−1−u)Ab(σs, γ) du

Bi =
∫ ti−ti−1

0

e(ti−ti−1−u)AΣΣT
(
e(ti−ti−1−u)A

)T
du

b({σs}, γ) =
N∑
s=1

A4(σs, σs, 1− ξ0, :)−
1
2

N∑
s=1

Ak(σs, σs, :)−
N∑
s=1

γsσ
s.

(Çäåñü çíàêîì : îáîçíà÷åíî èçìåðåíèå, îñòàþùååñÿ ïîñëå ñâ¼ðòêè). Çà-

âèñèìîñòü î÷åíü ñëîæíàÿ, îñîáåííî ñëîæíà çàâèñèìîñòü ïåðâîãî ñëàãà-

åìîãî îò {σs} ÷åðåç A. Â òî æå âðåìÿ, âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îíî

âíîñèò íàèìåíüøèé âêëàä â ïðàâäîïîäîáíîñòü. Ïîýòîìó ìû ïîñòðîèì

àëãîðèòì èòåðàòèâíî: îöåíêà {σs} áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ ôèêñèðîâàí-
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íîãî çíà÷åíèÿ A, çàòåì ïåðåñ÷¼ò A è íîâàÿ îöåíêà {σs}. Îäíàêî íà

ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ðàçóìíîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè äî-

ñòàòî÷íî âñåãî äâóõ èòåðàöèé.

Ïðè ýòîì, âìåñòî γ ìû áóäåì îöåíèâàòü âåëè÷èíó ν = Σγ. Â [57] ïî-

äðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïî÷åìó òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ áóäåò óëó÷øàòü

êà÷åñòâî îöåíêè.

Ñïåðâà ìû ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íà÷àëü-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ:

1. Íà ïåðâîì øàãå ìû äîáàâèì ñëàãàåìîå εI ê âûðàæåíèþ äëÿ Bi:

Bi = εI +
∫ ti−ti−1

0

e(ti−ti−1−u)AΣΣT
(
e(ti−ti−1−u)A

)T
du, (3)

ãäå ε èìååò ïîðÿäîê 10−4, è ïðîâåä¼ì îöåíêó {ci} ìåòîäîì ìàêñè-

ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ σs.

2. Çàòåì, óáðàâ ýòî ñëàãàåìîå, îöåíèì {σs} è γ ïðè ôèêñèðîâàííûõ

{ci}.

3. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, íî íà êàæäîì øàãå çíà÷åíèå ε óìåíüøàåòñÿ.

Îáû÷íî äîñòàòî÷íî 3�4 èòåðàöèé, çà âðåìÿ êîòîðûõ ε óìåíüøàåò-

ñÿ îò 10−4 äî 10−6.

Òåïåðü ñ íàéäåííûìè çíà÷åíèÿìè {σs} îöåíèì ìåòîäîì ìàêñè-

ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ çíà÷åíèÿ {ci}, à çàòåì, ïðè ôèêñèðîâàííûõ

{σs}, {ci}, � ν. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïîëó÷åíî.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà Σ íå êâàäðàòíàÿ, à êîíêðåòíî, åñëè

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà áîëüøå ðàçìåðíîñòè øóìà, ìàòðèöà Bt áó-

äåò èìåòü íåïîëíûé ðàíã. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé ñëàãàåìîå εI

ñëåäóåò äîáàâëÿòü â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè è â îñòàëüíûõ ðàñ÷¼òàõ.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò ðàçóìíûìè çíà÷åíèÿ 10−6�10−7.
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5.2 Âûáîðêà {ci}

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ {σs}, ν ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ {ci}
èìååò âèä

− ln p({ci}|{σs}, ν) =
1
2

∑
i

〈
ci −mi, B

−1
i (ci −mi)

〉
+J i2(ci)+α 〈ci, DDci〉 ,

J i2(c) =
1
2

nk∑
k=1

wk

(
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

rc(τ)dτ
]
− P ki

)2

,

ïðè÷¼ì ïåðâîå ñëàãàåìîå äëÿ i = 0 (íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ) îòñóòñòâóåò.

×òîáû óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü {ci}, ìû ðàçîáü¼ì ci íà ãðóïïû ïî i:

ci0 ..ci1 , ci1 ..ci2 , ..., ciK−1 ..ciK . Äëÿ óìåíüøåíèÿ àâòîêîððåëÿöèè è óñêîðå-

íèÿ ïåðåìåøèâàíèÿ ãðàíèöû ãðóïï íà êàæäîé èòåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ

ñëó÷àéíî ñî ñðåäíèì ðàçìåðîì ãðóïïû â 6 èçìåðåíèé (ïðè 20-30 ÷ëåíàõ

â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó ýòî îòâå÷àåò ðàçìåðíîñòè ïîðÿäêà 100-200). Äëÿ

ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íóæíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìû èñïîëü-

çóåì àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà ñî âñïîìîãàòåëüíîé íîðìàëüíîé

ïëîòíîñòüþ, öåíòðèðîâàííîé â ìàêñèìóìå ïëîòíîñòè è ñ ìàòðèöåé êî-

âàðèàöèé ðàâíîé ìèíóñ îáðàòíîé ìàòðèöå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ëîãà-

ðèôìà ïëîòíîñòè (ò.ê. äâà ñëàãàåìûõ èç òð¼õ � êâàäðàòè÷íûå). Òàêèì

îáðàçîì, âûáîðêà {ci} ñâîäèòñÿ ê ìíîãîêðàòíîé âûáîðêå èç ìíîãîìåð-

íîãî (íî íå ñëèøêîì) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè, îïðå-

äåëÿåìûìè ïðîöåäóðîé ìèíèìèçàöèè.

5.3 Âûáîðêà {σs}

Îöåíêà {σs} a priori òðóäíà, ò.ê. ïàðàìåòðû êîâàðèàöèè ïëîõî îöåíè-

âàþòñÿ. Ê òîìó æå, èõ ìíîãî. Äëÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ìû íàëîæèì

îãðàíè÷åíèå σsj = 0 ïðè j < s. Ïåðåõîä ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå êîâàðèà-

öèé, êàê îïèñàíî â [13] â äàííîì ñëó÷àå íåöåëåñîîáðàçåí, õîòÿ è âîçìî-
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æåí. Âûáîðêó òàêæå íåëüçÿ îñóùåñòâëÿòü ïî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñà-

Ãàñòèíãñà, òàê êàê íàéòè óäîâëåòâîðèòåëüíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîò-

íîñòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì: ïîäõîä, îïèñàííûé â [11], íå ðà-

áîòàåò èç-çà ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû ìîäåëè.

Âìåñòî ýòîãî ìû èñïîëüçóåì àëãîðèòì, îïèñàííûé â [58]. Ñóòü åãî

â òîì, ÷òî ìû ïðîèçâîäèì âûáîðêó ñëó÷àéíîé òî÷êè âäîëü íåêîòîðî-

ãî íàïðàâëåíèÿ òàê, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàëî ñ

öåëåâûì. Ïîäðîáíî ýòè âîïðîñû ðàçîáðàíû â [58, 28, 59, 60], îäèí ñîâðå-

ìåííûé ìåòîä îïèñàí â [61] çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ íà áîëåå ïðàêòè÷å-

ñêèõ àñïåêòàõ. Äëÿ âûáîðà íàïðàâëåíèÿ ìû èñïîëüçóåì äâà àëãîðèòìà,

ñëó÷àéíî âûáèðàÿ îäèí èç íèõ.

Ïåðâûé:

1. Ñòàðòóåì ñ òåêóùåé òî÷êè.

2. Ïîëó÷àåì ãðàäèåíò ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè è ñòðîèì ìàòðèöó êî-

âàðèàöèé: äèñïåðñèÿ âäîëü ãðàäèåíòà â 15 ðàç áîëüøå, ÷åì âäîëü

îñòàëüíûõ íàïðàâëåíèé.

3. Ãåíåðèðóåì íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííóþ òî÷êó ñ öåíòðîì â òåêó-

ùåé òî÷êå è òîëüêî ÷òî ïîñ÷èòàííîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé.

4. Íàïðàâëåíèå - èç òåêóùåé òî÷êè â íîâóþ.

Âòîðîé:

1. Ñòàðòóåì ñî ñëó÷àéíîé òî÷êè.

2. Èç íå¼ äåëàåì íåñêîëüêî øàãîâ ãðàäèåíòíîé ìàêñèìèçàöèè ëîãà-

ðèôìà ïëîòíîñòè, ïîëó÷àåì òî÷êó x1.

3. Íàïðàâëåíèå - èç òî÷êè x1 - â òåêóùóþ.

Äëÿ âûáîðêè òî÷êè ñ íóæíûì ðàñïðåäåëåíèåì âäîëü çàäàííîé ëè-

íèè ìû èñïîëüçóåì àëãîðèòì ARS ([62]), à òî÷íåå � åãî îáîáùåíèå

ARMS ([63]).
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5.4 Âûáîðêà ν

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìîæíî âûäåëèòü

âñþ çàâèñèìîñòü îò ν è ïîñòðîèòü ïëîòíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

− ln p(ν|{σs}, {ci}) = − ln p({ci −∆ci(ν)}|{σs}, ν = 0),

ãäå ∆ci(ν)i = eti(A+D)ν. Òåïåðü âûáîðêà ν ïðîèçâîäèòñÿ òåì æå ñïîñî-

áîì, ÷òî è {ci}, íî áåç ðàçáèåíèÿ íà áëîêè, òàê êàê ðàçìåðíîñòü çàäà÷è
è òàê äîñòàòî÷íî ìàëà (ν íå çàâèñèò îò âðåìåíè t).

5.5 Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ

Ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

− ln p({ci}, {σs}, ν) =
1
2

∑
i

{〈
ci −mi, B

−1
i (ci −mi)

〉
+

+
Ni∑
k=1

wk

(
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

rci(τ) dτ
]
− P ki

)2

+

+α 〈ci, DDci〉} ,
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ãäå

mi = e(ti−ti−1)Aσci−1 +
∫ ti−ti−1

0

e(ti−ti−1−s)Aσbds;

Bi =
∫ ti−ti−1

0

e(ti−ti−1−s)AσΣΣT
(
e(ti−ti−1−s)Aσ

)T
ds;

b =
N∑
s=1

A4(σs, σs, 1− ξ0, ·)−
1
2

N∑
s=1

A3(σs, σs, ·)− Σν;

Aσ = D +
N∑
s=1

A4(σs, σs, ·, ·);

A4(i, j, l, k) = 〈ek, eiI(r0ejel)〉H , (I f)(x) =
∫ x

0

f(τ) dτ ;

A3(i, j, k) = 〈ek, eiej〉 ;

DDi,j =
∫ T

0

r0(s)e′i(s)e
′
j(s) ds;

Di,j =
〈
ei, e

′
j

〉
H ;

rc(x) = exp(〈c, e(x)〉),

ãäå e(x) � âåêòîð èç çíà÷åíèé áàçèñíûõ ôóíêöèé â òî÷êå x.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå ïî ci.

∂(− ln p(c,Σ, ν))
∂ci

= (ci−mi)T (B−1
i )T−(ci+1−mi+1)T (B−1

i+1)T e(ti+1−ti)Aσ+

N∑
k=1

wk

(
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

rci(τ) dτ
]
− P ki

)
·

n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

rci(τ) dτ
](
−
∫ τs

0

exp(〈ci, e(τ)〉)e(τ)T dτ
)

+

αcTi (DD)T .
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Äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ èìååì

∂2(− ln p(c, σ, ν))
∂ci∂ci

= (B−1
i )+

N∑
k=1

wk
[(
qk(ci)− P ki

) (
qk(ci)E(ci)E(ci)T + qk(ci)(−E2(ci))

)
+

qk(ci)2E(ci)E(ci)T
]

+ αDD;

qk(c) =
n∑
s=0

Fs,k exp
[
−
∫ τs

0

rc(τ) dτ
]

;

E(c) =
∫ τs

0

exp(〈c, e(τ)〉)e(τ) dτ ;

E2(c) =
∫ τs

0

exp(〈c, e(τ)〉)e(τ)eT (τ) dτ ;
∂2(− ln p(c, σ, ν))

∂ci∂ci+1
= e(ti−ti−1)AσB−1

i+1,

âñå îñòàëüíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè i, ðàâ-

íîì êîëè÷åñòâó íàáëþäåíèé, ñëàãàåìîå ñ ci+1 ïðîñòî áóäåò îòñóòñòâî-

âàòü.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå ïî ν.

∂(− ln p(c,Σ, ν))
∂ν

= −
∑
i

(ci+1−mi+1)T (B−1
i+1)T

(∫ ti+1−ti

0

e(ti+1−ti−s)Aσ ds
)T

ΣT .

∂2(− ln p(c,Σ, ν))
∂ν2

=

−
∑
i

Σ
(∫ ti+1−ti

0

e(ti+1−ti−s)Aσ ds
)

(B−1
i+1)T

(∫ ti+1−ti

0

e(ti+1−ti−s)Aσ ds
)T

ΣT .

Ñëåäóþùèé ýòàï � ïðîèçâîäíûå ïî Σ. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
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∂(− ln p(c,Σ,ν))
∂Σ � ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è Σ, îäíàêî âòîðàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ � 4-ëèíåéíàÿ ôîðìà. Äëÿ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìû ïðåä-

ñòàâèì ìàòðèöó Σ â âèäå îäíîãî âåêòîðà. Òîãäà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

áóäåò ìàòðèöåé ðàçìåðà N ′N × N ′N . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü çàïèñü

âîñïðèíèìàåìîé, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîðíóþ íîòàöèþ (ñ âåðõ-

íèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè). Òàê, ìàòðèöà áóäåò èìåòü èíäåêñû Σ j
i ,

âåêòîð-ñòîëáåö èç òåõ æå ýëåìåíòîâ (â ëþáîé çàðàíåå çàôèêñèðîâàííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) � Σi,j , à âåêòîð-ñòðîêà � Σi,j . Îäèíàêîâûé èíäåêñ
ñâåðõó è ñíèçó îçíà÷àåò ïåðåìíîæåíèå è ñóììèðîâàíèå. Îïåðàöèè îïóñ-

êàíèÿ è ïîäíÿòèÿ èíäåêñîâ ñîîòâåòñòâóþò ôèçè÷åñêèì èçìåíåíèÿì â

ñòðóêòóðå ìàòðèöû. Òàê, îïóñêàíèå èíäåêñà j â âûðàæåíèèAi
j îçíà÷àåò

âûïèñûâàíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A â îäèí ñòîëáåö. Â âûðàæåíèè
∂x
∂y èíäåêñû x ñòàíîâÿòñÿ íèæíèìè, à èíäåêñû y � âåðõíèìè âíå çàâèñè-

ìîñòè îò òîãî, êàêèìè îíè áûëè èçíà÷àëüíî. Òàê,
∂Ai,j

k

∂Xlm
= ( ∂A∂X )i,j,k

l,m
.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ëåã-

êî óñòàíàâëèâàþòñÿ âû÷èñëåíèåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî îäíîìó êîí-

êðåòíîìó ýëåìåíòó ìàòðèöû.

∂ ln detX
∂Xi,j

= (X−1)j,i;

∂(AXB)a,b
∂Xi,j

=
∂Aa

kXk
lBl

b

∂Xi,j
= Aa

iBj
b = Aa

i(BT )b
j
;

∂(XXT )a,b
∂Xi,j

= δa
iXb

j +Xa
jδb

i;

∂(X−1)a,b
∂Xi,j

= −(X−1)a
i
((X−1)T )b

j
;

∂2X−1
a,b

∂Xi,j∂Xk,l
= (X−1)a

k
((X−1)T )b

j
(X−1)l,i + (X−1)a

i
((X−1)T )b

l
(X−1)j,k;
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Òåïåðü âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå âåëè÷èíû

J(s) =
1
2
〈
c(s) −m(s), B

−1(c(s) −m(s))
〉
.

Ïðîèçâîäíûå âñåé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïîëó÷àòñÿ ñóììèðîâàíè-

åì ïî s. Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíó Aσ ìû ñ÷èòàåì íå çàâèñÿùåé îò σ íà

ýòîì ýòàïå.

∂J(s)

∂Σi,j
=

∂J

∂(B−1
(s) )a,b

∂(B−1
(s) )a,b

∂B(s),k,l

∂B(s),k,l

∂Σi,j
+

∂J(s)

∂m(s),f

∂m(s),f

∂Σi,j
;

∂J(s)

∂(B−1)a,b
=

1
2

(c−m)a(c−m)b;

∂(B−1
(s) )a,b

∂B(s),k,l
= −(B−1

(s) )
a

k
(B−1)(s)l

b
.

Çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü B(s) îò Σ � êâàäðàòè÷íàÿ. Êîýôôèöèåíòû

ýòîé çàâèñèìîñòè ìîãóò áûòü ÿâíî âû÷èñëåíû:

Ξk,li,j,u,v =
[∫ ti−ti−1

0

e(ti−ti−1−s)AσΘ(i, j)Θ(u, v)T
(
e(ti−ti−1−s)Aσ

)T
ds
]
k,l

,

ãäå Θ(i, j) � ìàòðèöà ñ åäèíèöåé â ïîçèöèè (i, j) è íóëÿìè â îñòàëüíûõ
ïîçèöèÿõ.

B
(s)
k,l = Ξk,li,j,u,vΣi,jΣu,v;

∂B(s),k,l

∂Σi,j
= 2Ξk,li,j,u,vΣu,v;

∂J(s)

∂mf
= −(B−1

(s) )f
g
(c−m)g;

∂mf

∂Σi,j
= δi

fνj .
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Âòîðûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî:

∂2J(s)

∂Σi,j∂Σu,v
=

∂J

∂(B−1
(s) )a,b

∂2(B−1
(s) )a,b

∂B(s),k,l∂B(s),k′,l′

∂B(s),k,l

∂Σi,j

∂B(s),k′,l′

∂Σu,v
+

∂J

∂(B−1
(s) )a,b

∂(B−1
(s) )a,b

∂B(s),k,l

∂2B(s),k,l

∂Σi,j∂Σi,j
+

∂2J(s)

∂m(s),f∂m(s),f ′

∂m(s),f

∂Σi,j

∂m(s),f ′

∂Σu,v
+

∂2J(s)

∂m(s),f∂(B−1
(s) )g,h

∂(B−1
(s) )g,h

∂Bx,y

∂Bx,y
∂Σu,v

;

∂2J(s)

∂m(s),f∂(B−1
(s) )g,h

= δf,g(c−m)h;

∂2J(s)

∂m(s),f∂m(s),f ′
= (B−1

(s) )f,f
′
.

Ïóò¼ì íàäëåæàùåé ïåðåãðóïïèðîâêè ñîìíîæèòåëåé âñå ýòè âûðà-

æåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îïåðàöèÿì óìíîæåíèÿ ìàòðèö Ai
jBj

k è

èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ (îïóñêàíèÿ/ïîäíèìàíèÿ èíäåêñîâ), ÷òî

ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü âû÷èñëåíèÿ íà êîìïüþòåðå.

5.6 Ôèêòèâíûå íàáëþäåíèÿ

Â ñëó÷àå, åñëè íàáëþäåíèÿ ñëó÷àþòñÿ ñëèøêîì ðåäêî, äëÿ óëó÷øåíèÿ

êà÷åñòâà ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòîðîå çàâèñèò îò âåëè÷èíû èíòåð-

âàëîâ ìåæäó íàáëþäåíèÿìè, ìîæíî ââîäèòü ôèêòèâíûå íàáëþäåíèÿ â

ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ Ìîíòå-

Êàðëî äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé íåíàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ â èòîãå áóäóò

ïðîèíòåãðèðîâàíû è íå áóäóò âëèÿòü íà ðåçóëüòàò. Ýòà ìåòîäèêà èç-

âåñòíà ïîä íàçâàíèåì �Data augmentation�; âïåðâûå ïîÿâèâøèñü â ðà-
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áîòå [64], îíà ïðèîáðåëà ñîâðåìåííûå î÷åðòàíèÿ â [65]. Ìîæíî òàêæå

îòìåòèòü ðàáîòû [66] è [67]. Áîëåå ïðàêòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííîå îïè-

ñàíèå ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [68, 32, 27, 31, 55, 69].

6 Ïðèìåíåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ è ïàðàë-

ëåëüíûõ âû÷èñëåíèé

Àëãîðèòì, îïèñàííûé âûøå, òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû, ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü ïðåäâàðèòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

6.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü ìíîãî

îäíîòèïíûõ âû÷èñëåíèé. Ïðè íàäëåæàùåé ïåðåãðóïïèðîâêå íåêîòîðóþ

÷àñòü èõ ÷àñòü ìîæíî ïðîâåñòè çàðàíåå, îäèí ðàç. Òàê, çàðàíåå ìîæíî

âû÷èñëèòü A4 è A3, çàïèñàâ èõ â òàáëèöó: ýòè âåëè÷èíû ìåíÿòüñÿ íå áó-

äóò. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî íàøåìó àëãîðèòìó, â ðàìêàõ îäíîé èòåðàöèè

âåðõíåãî óðîâíÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè âåëè÷èíû A è exp(tA), êîòîðûå
òîæå ìîæíî âû÷èñëèòü çàðàíåå (exp(tA) � íà ñåòêå ïî t, êîòîðàÿ äîëæ-
íà ïîçâîëÿòü ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íà îòðåçêàõ îò 0 äî

∆ti). Ïîìèìî ýòîãî, î÷åâèäíî, ÷òî

Bi(Σ) =
∫ ti−ti−1

0

e(ti−ti−1−u)AΣΣT
(
e(ti−ti−1−u)A

)T
du

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò Σ; ìàòðèöó ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû òîæå ìîæíî âû÷èñëèòü îäèí ðàç è äàëåå èñïîëüçîâàòü ãîòîâóþ.

Ñïèñîê ýòèì íå èñ÷åðïûâàåòñÿ, íî îñòàëüíîå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.
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6.2 Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ïðîöåññîðîâ ïðè

âû÷èñëåíèÿõ, äîñòàòî÷íî êàæäûé èç íèõ çàãðóçèòü ïîñòðîåíèåì íåçà-

âèñèìîé ìàðêîâñêîé öåïè. Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ íà÷àëüíîãî îòðåçêà íà

ðàçíûõ óçëàõ ìû áóäåì èìåòü âûáîðêè èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðîñòî îáúåäèíèòü. Ýòî îçíà÷àåò ïðàêòè÷åñêè

íåîãðàíè÷åííûé ïîòåíöèàë ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà ïðè óñëîâèè,

÷òî ó êàæäîé öåïè áóäåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé íà÷àëüíûé îòðåçîê, ÷òî-

áû òà ïðèøëà â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Îäíàêî ýòèì ïîëîæèòåëüíûé

ýôôåêò îò ïàðàëëåëèçàöèè íå èñ÷åðïûâàåòñÿ: âî âòîðîì àëãîðèòìå âû-

áîðêè âñïîìîãàòåëüíîé òî÷êè äëÿ {σs} âìåñòî ñëó÷àéíîé òî÷êè ìîæíî
âçÿòü òåêóùóþ òî÷êó îäíîé èç ïàðàëëåëüíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé (ñëó-

÷àéíî âûáðàííîé). Òàêèì îáðàçîì ìû èñïîëüçóåì èäåè ðàáîòû [59], ÷òî

ïîçâîëÿåò åù¼ óëó÷øèòü ïåðåìåøèâàíèå.

7 Èëëþñòðàöèÿ

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ìîäåëüíûé ïðèìåð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå òîðãóåòñÿ 20 áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé

ñî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ïî ñðî÷íîñòè íà îòðåçêå [0, T ]. Ïðåäïî-
ëîæèì òàêæå, ÷òî èõ öåíà íàáëþäàåòñÿ ñ îøèáêîé ïîðÿäêà 2% îò öåíû

(ýòî ñîîòâåòñòâóåò îøèáêå â äîõîäíîñòè ê ïîãàøåíèþ ïîðÿäêà 100 áà-

çèñíûõ ïóíêòîâ, ÷òî åñòü íîðìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ). Ìîäåëüíûå äàííûå ãå-

íåðèðîâàëèñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñòèííàÿ êðèâàÿ äîõîäíîñòè èìååò

äèíàìèêó, îïèñûâàåìóþ ìîäåëüþ ñ ôóíêöèÿìè σs, s = 1, 2, 3, ïðèâåä¼í-
íûìè íà ðèñ. 1, è ðûíî÷íûìè öåíàìè ðèñêà, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîñëå

ðåïàðàìåòðèçàöèè ôóíêöèè ν, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2. Ðàññìàòðèâàëñÿ

ïåðèîä â 200 èçìåðåíèé ñ ïðîìåæóòêîì â 200 ìèíóò.

Áûëî ñãåíåðèðîâàíî 5 öåïî÷åê ïî 1500 ýëåìåíòîâ â êàæäîé, ïåðâûå
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Ðèñ. 1: Èñòèííûå çíà÷åíèÿ σs(·).

500 ýëåìåíòîâ êàæäîé áûëè îòêèíóòû. Ðåçóëüòàòû îöåíêè σ ïðèâåäå-

íû íà ðèñ. 3. Îöåíêà ν ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà îöåíêà

ñîáñòâåííî êðèâîé äîõîäíîñòè âìåñòå ñ èñòèííûì å¼ çíà÷åíèåì íà 100-å

èçìåðåíèå. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà îöåíêà íà òîò æå ñàìûé ìîìåíò ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà (â òå÷åíèå âñåõ 100 èçìåðåíèé),

à íà ðèñ. 7 è 8 � îöåíêè ìãíîâåííîé ôîðâàðäíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè

ýòèìè äâóìÿ àëãîðèòìàìè.

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ν îïðåäåëèëîñü äîñòàòî÷íî õîðîøî, çíà÷åíèÿ σ

îïðåäåëèëèñü ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ÷òî òîæå äîñòàòî÷-
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Ðèñ. 2: Èñòèííîå çíà÷åíèå ν(·).

íî õîðîøèé ðåçóëüòàò. Çíà÷åíèå æå ξ îïðåäåëèëîñü ñ ïðåâîñõîäíîé òî÷-

íîñòüþ (íåáîëüøàÿ îøèáêà íà êîðîòêîì êîíöå ñâÿçàíà ñ áîëüøîé îøèá-

êîé â íàáëþäåíèè äîõîäíîñòè îäíîé èç áóìàã). Òàêæå âèäíî, ÷òî ñòîëü

æå êà÷åñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ è ìãíîâåííûå ôîðâàðäíûå ïðîöåíòíûå

ñòàâêè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè òîãî, ÷òî èñïîëüçóåìûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ïðèâåä¼ì

ðåçóëüòàò îöåíêè ïàðàìåòðîâ äëÿ òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ, íî äëÿ 4 è

2 ôóíêöèé σs.
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Ðèñ. 3: Îöåí¼ííûå çíà÷åíèÿ σs(·).

Èç èëëþñòðàöèé 9�12 âèäíî, ÷òî çàíèæåíèå ðàçìåðíîñòè øóìà, âëè-

ÿþùåãî íà äèíàìèêó ïðîöåññà, âëå÷¼ò ëèøü óâåëè÷åíèå àáñîëþòíîãî

çíà÷åíèÿ îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò â òî âðåìÿ, êàê êà÷åñòâî îöåíîê îñòà-

¼òñÿ âûñîêèì.

Íà ðèñóíêàõ 13�16 âèäíî, ÷òî ÷åòâ¼ðòàÿ êîìïîíåíòà øóìà ÿâíî áû-

ëà îïðåäåëåíà êàê ëèøíÿÿ, à êà÷åñòâî îöåíêè îïÿòü íà âûñîòå.

Çàìå÷àíèå. Ïåðåìåííóþ ðàçìåðíîñòü ìîæíî îðãàíè÷íî âíåñòè â àëãî-

ðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ, äîáàâèâ íà êàæäîì øàãå íåêîòîðóþ âåðîÿò-

íîñòü óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ìû íå
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Ðèñ. 4: Îöåí¼ííîå çíà÷åíèå ν(·).

ñòàëè ýòîãî äåëàòü.
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Ðèñ. 5: Îöåí¼ííîå çíà÷åíèå êðèâîé äîõîäíîñòè â ìîìåíò t100, r100(·) è
èñòèííîå çíà÷åíèå.
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Ðèñ. 6: Îöåí¼ííîå ïðèáëèæ¼ííûì àëãîðèòìîì çíà÷åíèå êðèâîé äîõîä-
íîñòè â ìîìåíò t100, r100(·) è èñòèííîå çíà÷åíèå.
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Ðèñ. 7: Îöåí¼ííîå çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ôîðâàðäíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè
ξ100(·) è èñòèííîå çíà÷åíèå.
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Ðèñ. 8: Îöåí¼ííîå ïðèáëèæ¼ííûì àëãîðèòìîì çíà÷åíèå ìãíîâåííîé
ôîðâàðäíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè ξ100(·) è èñòèííîå çíà÷åíèå.
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Ðèñ. 9: Îöåí¼ííûå çíà÷åíèÿ σs(·) (N = 2).

46



0 5 10 15 20 25 30
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

4

Ðèñ. 10: Îöåí¼ííîå çíà÷åíèå ν(·) (N = 2).
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Ðèñ. 11: Îöåí¼ííîå çíà÷åíèå êðèâîé äîõîäíîñòè â ìîìåíò t100, r100(·) è
èñòèííîå çíà÷åíèå (N = 2).
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Ðèñ. 12: Îöåí¼ííîå ïðèáëèæ¼ííûì àëãîðèòìîì çíà÷åíèå êðèâîé äîõîä-
íîñòè â ìîìåíò t100, r100(·) è èñòèííîå çíà÷åíèå (N = 2).
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Ðèñ. 13: Îöåí¼ííûå çíà÷åíèÿ σs(·) (N = 4).
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Ðèñ. 14: Îöåí¼ííîå çíà÷åíèå ν(·) (N = 4).
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Ðèñ. 15: Îöåí¼ííîå çíà÷åíèå êðèâîé äîõîäíîñòè â ìîìåíò t100, r100(·) è
èñòèííîå çíà÷åíèå (N = 4).
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Ðèñ. 16: Îöåí¼ííîå ïðèáëèæ¼ííûì àëãîðèòìîì çíà÷åíèå êðèâîé äîõîä-
íîñòè â ìîìåíò t100, r100(·) è èñòèííîå çíà÷åíèå (N = 4).
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8 Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàííûé ìåòîä íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèíàìèêè

ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê äà¼ò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü

íà ïðàêòèêå ñëîæíûå ìîäåëè, íàïîäîáèå îïèñàííîé âûøå. Ê ñîæàëå-

íèþ, êà÷åñòâî èäåíòèôèêàöèè, êàê ïîêàçûâàåò èëëþñòðàöèÿ, îñòàâëÿåò

ïðîñòðàíñòâî äëÿ óëó÷øåíèé: íåîáõîäèì áîëåå òîíêèé ñïîñîá èäåíòè-

ôèêàöèè êîìïîíåíò {σs}, ò.ê. òåêóùèé âàðèàíò îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôè-
êàöèþ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, õîòÿ äàæå ñåé÷àñ

òî÷íîñòü îöåíêè âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíà. Âûñîêàÿ ðåñóðñî¼ìêîñòü

àëãîðèòìà âëå÷¼ò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèé ïàðàëëåëü-

íûõ âû÷èñëåíèé.
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