
2. ðÏÌÑ É ËÏÌØÃÁ. úÎÁËÏÍÓÔ×Ï.
¦ 2.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍ-
ÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

¦ 2.2. 1) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ, ÎÏ ÎÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ.
2) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ, ÎÏ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ.
3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ó ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÊÔÒÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

¦ 2.3. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ
ÓËÏÂÏË × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ a1 ∗ a2 ∗ : : : an ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.(íÅÎÑÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÅÊ ÎÅÌØÚÑ!)
**2) óËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ n − 2 ÐÁÒÙ ÓËÏÂÏË × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ
a1 ∗a2 ∗ : : : an, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÒÑÄÏË ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ? (ïÐÅÒÁÃÉÑ ÎÅ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ É ÍÅÎÑÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ.)

¦ 2.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ:

1) ïÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ;

2) ïÐÅÒÁÃÉÑ min(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ [0; +∞);

3) ïÐÅÒÁÃÉÑ min(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R;

4) ïÐÅÒÁÃÉÑ îïä(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N;

5) ïÐÅÒÁÃÉÑ îïë(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N;

6) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÅÒÉÏÄ
2�;

7) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
;

8) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
;

9) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× (A ⊕ B = (A \ B) ∪ (B \ A)) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
.

¦ 2.5. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ (−a)b = −ab. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (−1)a = −a.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÅÓÌÉ ab = 0, ÔÏ ÌÉÂÏ a = 0, ÌÉÂÏ b = 0.
3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÏÌØ ×ÓÅÇÄÁ ÄÁÅÔ ÎÏÌØ: a0 = 0.

¦ 2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Q ÎÅÔ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ.

¦ 2.7. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + b
√

2, a; b ∈ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R.
2) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + b 3√2, a; b ∈ Q ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R? ëÁË
ÏÐÉÓÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ × R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ?
3) ïÐÉÓÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ × R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ

√
2 É

√
3.

*4) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÏÄÐÏÌÑ ÐÏÌÑ ÉÚ Ð. 3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÎÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. íÎÏÖÅÓÔ×Ï E
ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ, ÎÕÌÑ É
×ÓÅÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÉÍ ÞÉÓÅÌ.



¦ 2.8. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ E, x > 0, ÔÏ √x ∈ E.
*3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E 6= R.

¦ 2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p Zp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

äÌÑ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Fp , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÞÁÝÅ, ÞÅÍ Zp.

¦ 2.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Fp ÎÅÔ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ.

¦ 2.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÏÌÅÊ '(−a) = −'(a), '(0) = 0 É '(1) = 1.

¦ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ

(1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) + (1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) = 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n+m

; (2.1)

(1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) · (1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) = 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
nm

: (2.2)

¦ 2.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÌÑ K ÎÅÔ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ,
ÔÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Q.

¦ 2.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÌÑ K, ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏ×ÔÏ-
ÒÅÎÉÑ, ÔÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Fp.

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÏÌÑ K (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ charK) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
p, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸

p

= 0. åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÀ charK = 0.

¦ 2.15. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ charK Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÉÌÉ 0).
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ a | ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ÅÓÌÉ a | ÌÀÂÏÊ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0, ÔÏ a+ a+ : : :+ a︸ ︷︷ ︸

m

= 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ m

ËÒÁÔÎÏ p.

¦ 2.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 (a+ b)p = ap + bp.

÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ
Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÌØÃÁÍÉ.

¦ 2.17. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ (−a)b = −ab. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (−1)a = −a.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÏÌØ ×ÓÅÇÄÁ ÄÁÅÔ ÎÏÌØ: a0 = 0.

¦ 2.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÌÅÃ '(−a) = −'(a) É '(0) = 0.

¦ 2.19. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

1) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ?

2) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏ-
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ?

3) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ?



4) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Ñ×ÌÑÀÔ-
ÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ?

5) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ?

6) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ?

7) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

8) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

9) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

10) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ?

11) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ?

12) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

13) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?
¦ 2.20. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÔÏ 1 − x ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ.
¦ 2.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ!). îÁÊÄÉÔÅ × ÎÉÈ
×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ É ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅ ÅÓÔØ).

1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

2) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R \ {0} × R Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

3) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
; × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÂÅ-
ÒÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

4) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R (Ô.Å. ×ÓÅÈ f(x) = kx + b, k; b ∈ R); × ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ä×Å ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ, ÇÒÁÆÉËÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ (ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ, ÅÓÌÉ
ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÂÙÌ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ). ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁÆÉËÕ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ
× ÔÏÞËÅ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ ÏÒÄÉÎÁÔ; ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ×ÉÄÅ f(x) = kx+ b É
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ.1

5) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ××ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ×
ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ~u É ~v ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ~u = (a; b) ÔÏ ~v = (c; d) ÔÏ
~u ∗ ~v = (ac; bd).

1üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ. åÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÕÌÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÔÏ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ, ×
ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÉÔ x ×Ï ×ÔÏÒÏÊ (É ÂÏÌØÛÅÊ) ÓÔÅÐÅÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ËÁË ÒÁÚ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, ××ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×
ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ
ÐÏ x ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ É ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÌØÃÏ.



6) éÚÍÅÎÉÍ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ~u ∗ ~v = (ac− bd; ad+ bc).

7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒÅÈ ÐÕÎËÔÏ× ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

¦ 2.22. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n É m ËÏÌØÃÁ Zn × Zm É Znm ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ? îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.

¦ 2.23. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z2.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z3.
3) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ×ÓÅ ËÏÌØÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

¦ 2.24. * úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ ÉÚ Ð. 5 É 6 ÚÁÄÁÞÉ 2.21 ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ËÁËÉÅ ÅÝÅ ËÏÌØÃÁ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �1, �, �1, �, 
1, 
, �1 É �2 É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅË-
ÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ~u ∗ ~v = (�1ac+ �1bc+ 
1ad+ �1bd;�2ac+ �2bc+ 
2ad+ �2bd).
(úÄÅÓØ, ËÁË É × 2.21, ~u = (a; b) ÔÏ ~v = (c; d).) éÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �1, �,
�1, �, 
1, 
, �1 É �2 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÎÕÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ËÏÌØÃÁÈ ÉÚ Ð. 5 É 6 ÚÁÄÁÞÉ 2.21 ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÒÁÚÎÙÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔ Ð. 6: ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ
ÂÙÌ ×ÅËÔÏÒ (1; 0).

1) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ �1, �, �1, �, 
1, 
, �1 É �2 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ×ÅËÔÏÒ (1; 0)?

2) îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÌØÃÕ ÉÚ Ð. 4 ÚÁÄÁÞÉ 2.21?

3) îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÌØÃÕ ÉÚ Ð. 5 ÚÁÄÁÞÉ 2.21?

4) îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÌØÃÁÍ ÉÚ Ð. 4, 5 É 6 ÚÁÄÁÞÉ
2.21?


