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Моделирование методом Монте-Карло  является математическим инструментарием, всё более используемым в деятельности  банков  и страховых  компаний для оценки их рентабельности и платёжеспособности. Почему методы моделирования используются в финансовой сфере?  Дело в том, что недостаточно изучать поведение финансового субъекта на нескольких простых сценариях.  Согласно закону больших чисел,  следует  тестировать значительное число сценариев, чтобы  быть уверенным в надёжности нашей модели. Разумеется, подобные подходы стали возможны лишь с появлением современных быстродействующих компьютеров.  Моделирование методом Монте-Карло позволяет описать распределение случайной величины и вычислить её типичное, среднее значение (математическое ожидание). Этот метод используется, когда  получение точного распределения на всей  популяции  слишком сложно или  является слишком дорогостоящим. Моделирование Монте-Карло состоит в «искусственном воспроизводстве» выборки достаточно большого объёма. Сначала моделируют выборки с заданным законом распределения, потом вычисляют по этим выборкам оценки интересующих нас характеристик (средние, дисперсии, и.т.д) всей, недоступной для наблюдения,  генеральной совокупности (глобальные характеристики). 

    Целью  дисциплины является формирование навыков  использования результатов моделирования  для оценки  характеристик  таких экономических показателей, значения которых являются результатом воздействия многих разнородных случайных факторов, т.е.  сами эти показатели можно считать  случайными  величинами.
    Задачами  дисциплины являются изучение методов моделирования 
дискретных и непрерывных  случайных величин, как теоретически, так и практически, с использованием ЭВМ. Ознакомление  студентов с различными методами моделирования равномерно распределённых псевдослучайных чисел, являющихся «исходным материалом» для дальнейшего моделирования.
В процессе изучения дисциплины студенты должны:
          Иметь представление: об основных терминах и понятиях теории вероятностей и математической статистики.

          Знать: основные законы и параметры распределений основных выборочных характеристик, принципы определения  точечных и интервальных оценок параметров генеральной совокупности.
          Уметь: применять полученные знания для исследования отдельных социально-экономических показателей и анализа взаимосвязи различных явлений в экономике.

        Дисциплины, знание которых необходимо для изучения данного курса:  теория вероятностей; математический анализ (дифференциальное и интегральное исчисления); линейная алгебра; математическая статистика
      Дисциплины, для изучения которых необходимы знания данного курса: эконометрика; статистические методы прогнозирования; актуарные расчеты в страховании; методы оценки финансового риска, эконометрическое моделирование и др. 
    Лекционная часть курса сопровождается проведением практических занятий с целью освоения и закрепления теоретической части курса. Ввиду отсутствия подходящей русскоязычной литературы по предмету, автор программы, В.Д. Конаков, параллельно с чтением курса выкладывает на сайт соответствующие части курса. Предполагается, что к концу курса эти части будут объединены в учебное пособие для следующих  поколений студентов.
                               Тематический план учебной дисциплины

	№
	Тема
	Всего часов по дисциплине
	Аудиторные часы
	Формы

текущего контроля

	
	
	
	Лекции
	Практические занятия
	

	1
	Моделирование случайных величин методом обратной функции распределения
	12
	10
	2
	 Д.З.

	2
	Метод выборки с отклонением 
	12
	10
	2
	

	3
	Метод Монте-Карло


	8
	6
	2
	

	4
	Условные распределения. Элементы статистики. Цепи Маркова 
	16
	14
	2
	

	
	
	48
	40
	8
	


Базовые учебники
1. Raphael Krikorian. Simulations des phénomènes aléatoires. LM 346. Université de Paris 6,  Années 2009-2010.
2. Raphael Krikorian. Probabilités et Statistiques. LM 345. Université de Paris 6. Années 2005-2006.
3. Luc Devroy. Non-Uniform Random Variate Generation. Springer-Verlag, New York, 1986. Версия в формате html этой книги доступна по адресу: http://cg.scs.carleton.ca/~luc/rnbookindex.html
4. И.М. Соболь. Численные методы Монте-Карло. Москва. «Наука», 1973.
5. А.Н. Ширяев. Вероятность. Москва. «Наука», 1980.
Формы контроля.

Итоговая оценка по учебной дисциплине складывается из следующих элементов:
	№
	Наименование элемента
	Обозначение

	1
	Активность  работы  на лекциях и семинарах 
	А

	2
	Контрольные работы по практике (ЭВМ) 
	К

	3
	Письменный зачёт
	З


Каждая форма контроля оценивается по 10-балльной шкале. Итоговая оценка Z складывается из оценки А за активность на занятиях (10%), К - за  контрольные работы  по решению задач на ЭВМ (30%),  и оценки за зачёт З (60 %). 
Письменный зачёт состоит из двух теоретических вопросов и одной задачи на знание теории, задача не требует громоздких вычислений.   За зачёт  отличная оценка может быть поставлена только при условии полного ответа на 2 вопроса и правильного решения задачи, ответ должен демонстрировать свободное владение теоретическим материалом.  Хорошая оценка может быть поставлена при условии хороших ответов на 2 вопроса или хорошего ответа на любой из вопросов и правильное решение задачи, ответы должны демонстрировать твердоё знание основ курса.   Удовлетворительная оценка ставится при правильных ответах на половину зачётных заданий, при этом обязателен  ответ на один теоретический вопрос.

Итоговая оценка вычисляется по формуле: 
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. 
Результат округляется до целых единиц по правилам математики. Итоговая оценка выставляется в 10-балльной системе в ведомость и в 5-ой системе в зачетную книжку студента. Перевод в 5-балльную систему из 10-балльной системы осуществляется согласно следующему правилу:

             0 ≤ Z ≤ 3    неудовлетворительно,

             4 ≤ Z ≤ 5    удовлетворительно,

             6 ≤ Z ≤ 7     хорошо,

             8 ≤ Z ≤ 10   отлично.
                      Содержание программы.
Тема 1. Напоминания  из теории вероятностей.
 Вероятностное пространство, случайные величины, законы распределения, математическое ожидание, дисперсия, производящие и характеристические функции, сходимость случайных величин, законы больших чисел, центральная предельная теорема. Независимость случайных величин. Основные дискретные и непрерывные распределения. Псевдослучайные числа.  Методы моделирования  равномерного закона на отрезке [0,1]? 

Основная литература:
1. Лекции на сайте: coursespm@yahoo.com
2. Raphael Krikorian. Simulations des phénomènes aléatoires. LM 346. Université de Paris 6,      

Années 2009-2010.
Дополнительная литература:
1. А.Н. Ширяев. Вероятность. М. Наука, 1980.

2. И.М. Соболь. Численные методы Монте-Карло. Москва. «Наука», 1973.

 Тема 2.  Моделирование случайных величин, заданных своей функцией распределения.
 Моделирование дискретных случайных величин, моделирование биномиальных законов распределения. Законы, заданные своими функциями распределения.  Моделирование  методом  обращения функции распределения. Применение: моделирование экспоненциальных законов. Обобщенная обратная функция распределения, моделирование  закона Пуассона. 
Основная литература:
1. Лекции на сайте: coursespm@yahoo.com
2. Raphael Krikorian. Simulations des phénomènes aléatoires. LM 346. Université de Paris 6,      

Années 2009-2010.
Дополнительная литература:
1. И.М. Соболь. Численные методы Монте-Карло. Глава 2. Москва. «Наука», 1973.

2. Luc Devroy. Non-Uniform Random Variate Generation.  Springer-Verlag, New York, 1986. 

Вторая глава содержит метод   обратной функции распределения. Версия в формате html этой книги доступна по адресу: http://cg.scs.carleton.ca/~luc/rnbookindex.html
Тема 3.  Моделирование случайных величин, заданных своей функцией плотности. 
Метод выборки с отклонением. Случай плотности с компактным носителем. Обобщение метода на случай плотности, определённой на всей числовой прямой. Моделирование  равномерного закона на диске D(0,1), моделирование равномерного закона на сфере любой размерности. Моделирование нормальных законов, метод Бокса-Мюллера.
Основная литература:
1. Лекции на сайте: coursespm@yahoo.com
2. Raphael Krikorian. Simulations des phénomènes aléatoires. LM 346. Université de Paris 6,      

Années 2009-2010.
Дополнительная литература:

1. Luc Devroy. Non-Uniform Random Variate Generation.  Springer-Verlag, New York, 1986. 

Вторая глава содержит метод  выборки с отклонением. Версия в формате html этой книги доступна по адресу: http://cg.scs.carleton.ca/~luc/rnbookindex.html
Тема 4.  Условные распределения и математические ожидания.
Условные вероятности, формула полной вероятности, теорема Байеса. Условное математическое ожидание относительно конечной сигма – алгебры.  Условное математическое ожидание относительно случайной величины. Случай величин, имеющих плотности распределения. Независимость, независимые сигма-алгебры. 
Основная литература:

1. Лекции на сайте: coursespm@yahoo.com
2. Raphael Krikorian. Simulations des phénomènes aléatoires. LM 346. Université de Paris 6,      

Années 2009-2010.
Дополнительная литература:
1. А.Н. Ширяев. Вероятность. М. Наука, 1980.
Тема 5.  Метод Монте-Карло.
Приближённое  вычисление интегралов: методы прямоугольников, трапеций, метод Симпсона. Неприменимость этих методов пространствах большой размерности. Метод Монте-Карло, описание метода, его достоинства и недостатки. Применение теоремы Берри-Эссеена. Варианты метода Монте-Карло. 

Основная литература:

1. Лекции на сайте: coursespm@yahoo.com
2. Raphael Krikorian. Simulations des phénomènes aléatoires. LM 346. Université de Paris 6,      

Années 2009-2010.
Дополнительная литература:

1.  И.М. Соболь. Численные методы Монте-Карло. Глава 2. Москва. «Наука», 1973.

Тема 6. Цепи Маркова.

Цепи Маркова и стохастические процессы. Определение цепи Маркова, начальное распределение и вероятности перехода.  Марковское свойство, оператор сдвига. Стохастические матрицы, переходные матрицы. Цепь Маркова как стохастическая динамическая система. Классификация состояний цепи Маркова: поглощающие, рекуррентные и транзитивные состояния. Пример: задача о разорении игрока. Неприводимость. Периодичность и апериодичность. Разложение неприводимой цепи Маркова на апериодические классы. Стационарные распределения.  Эргодическая теорема.
Основная литература:
1. Лекции на сайте: coursespm@yahoo.com
2. Raphael Krikorian. Simulations des phénomènes aléatoires. LM 346. Université de Paris 6,      

Années 2009-2010.
Дополнительная литература:
1. А.Н. Ширяев. Вероятность. М. Наука, 1980.

    Образцы заданий для практических занятий и контрольных работ:
Упражнение 1: метод выборки с отклонением. 
Пусть [image: image3.png](Y,




  последовательность независимых, одинаково распределённых случайных величин, имеющих экспоненциальное распределение [image: image5.png]E(A)



. Определим случайные величины :
[image: image7.png]t=inflk=1, ¥, <In(2)}



.

Затем определим случайную величину
[image: image9.png]



     1. Найти закон распределения   [image: image11.png]



2. Какое [image: image13.png]


  нужно выбрать, чтобы  с.в. [image: image15.png]


 имела плотность распределении
[image: image16.png]f(x) = 2 exp(—x) 11p 1021 ().




Упражнение 2: метод Монте-Карло. 
1. Чему равно  [image: image18.png]EX,



 где [image: image20.png]


 – с. в. с плотностью[image: image22.png]F ) = 2 exp(—x) 1jp 1021 (x)?




2. Описать метод Монте-Карло  для нахождения приближённого значения  числа [image: image24.png]In2



 , исходя из последовательности  [image: image26.png]


  независимых, одинаково распределённых с плотностью [image: image28.png]


  случайных величин.

3. Какое [image: image30.png]


 нужно выбрать, чтобы вероятность совершить ошибку  более 1%  была бы меньше 0,004. Воспользоваться тем, что

                                         1 – 2ln2(2) [image: image31.png]


0,04

Упражнение 3: условные распределения и математические ожидания. 

Пусть [image: image33.png](X,Y)



 пара случайных величин, такая , что:

· [image: image35.png]


  имеет экспоненциальный закон распределения  [image: image37.png]€(1)



.

· Условный закон распределения  [image: image39.png]


  при условии [image: image41.png]


 имеет плотность
[image: image42.png]VXER, (WX =x)=(y—x)exp(x —y)1,.,.




1. Чему равно [image: image44.png]E(Y|X = x)



?

2. Каков закон распределения случайного вектора  [image: image46.png](X,Y)?




3.  Какова плотность распределения с.в. [image: image48.png]


?
4.  Вычислить  [image: image50.png]E(Y)



 двумя способами.
NB : Напомним, что  для  [image: image52.png]n=12,





[image: image53.png]f w1 exp(—w) du = (n— 1)!
A

s




Вопросы для оценки качества освоения дисциплины.
1. Определение сигма-алгебры, вероятностного пространства, случайной величины, закона распределения, функции распределения.

2. Математическое ожидание, дисперсия, теорема о мажорируемой сходимости (формулировка), неравенства Маркова и Чебышева.

3. Плотность распределения, формула перехода для вычислений математического ожидания,  теорема, обратная формуле перехода (формулировка).  

4. Производящие и характеристические функции. Соответствие между законами распределения и характеристическими функциями.

5. Независимость случайных величин. Сходимость случайных величин, соотношение между различными видами сходимости.

6. Примеры классических дискретных и непрерывных законов распределения. Усиленный закон больших чисел, центральная предельная теорема (формулировки).
7. Моделирование случайных величин, распределённых по закону   Бернулли, равномерно распределённых  на [image: image55.png][0,al,0<a<1,



 имеющих мультиномиальное  распределение. 
8. Моделирование с помощью обратной функции распределения. Обобщённая обратная функция распределения. моделирование экспоненциального закона,  моделирование закона Пуассона (с доказательством).
9. Метод выборки с отклонением (описание метода с доказательством). Обобщение метода выборки с отклонением. Применение  метода: моделирование равномерного распределения на диске  [image: image57.png]D(0,1)



, равномерного распределения на единичной сфере произвольной размерности, 
10. Моделирование нормальных законов. Метод Бокса-Мюллера (с доказательством)

11. Условное  математическое ожидание  относительно сигма-алгебры, относительно дискретной случайной величины, относительно случайной величины, имеющей плотность распределения.  Независимость. Независимые сигма-алгебры.
12. Приближённое  вычисление интегралов: методы прямоугольников, трапеций, метод Симпсона. Неприменимость этих методов в пространствах большой размерности. 
13. Метод Монте-Карло, описание метода, его достоинства и недостатки. Применение теоремы Берри-Эссеена. Варианты метода Монте-Карло. 
14. Цепи Маркова и стохастические процессы. Определение цепи Маркова, начальное распределение и вероятности перехода.  
15. Марковское свойство, оператор сдвига. Стохастические матрицы, переходные матрицы.
16. Цепь Маркова как стохастическая динамическая система.
17. Классификация состояний цепи Маркова: поглощающие, рекуррентные и транзитивные состояния. Определения. Примеры.

18.  Задача о разорении игрока.
19. Неприводимость. Периодичность и апериодичность. Разложение неприводимой цепи Маркова на апериодические классы.
20. Стационарные распределения. Эргодическая теорема.
Автор программы: __________________________/ В.Д. Конаков/                                                 
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